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GleicIiTmg nnd Eigenscliafteii der Rölirenfläclieii. 

Von V. EoMMERELL in Reutlingen. 

!• Gleichung der Böhrenflächen. — Bonnet^) und Bour*) haben 
«inen Weg zur Herleitung einer Fläche von gegebenen Eigenschaften 
in der Gaufsschen Parameterform angegeben, der im folgenden be- 
nutzt und daher zunächst kurz skizziert werden soll.') 

Zwischen den sechs Fundamentalgröfsen E, F, 6r, D, D', D", 
welche aus den von Oaufs in seinen bekannten Disquisitiones gene- 

rales circa superficies curvas eingeführten durch Division mit YEG—F^ 
hervorgehen, bestehen drei partielle Differentialgleichungen^), die sich 
aus gewissen Integrabilitätsbedingungen ergeben. Sie lauten: 

(1) -^ 

(2) 



-D'' 1/dp' dp , , , ., \ 

^^ - -s? = i''-ö + (2' - pW - 2^"; 



(3) 
wo: 

und: 



dv 
dJDT 

du 



du 
dv 



= q'D" + (^'-q")D'-P"J>; 



^ = EG - F*; 



(4) 






1 ».? + ?^w. 






F' 

l ^ ^ «at?^ V ^du ^ dv)^' 






E-^^^ 



1) Bonnet, Joum. fic. Pol. Cah. 62, 31 ff. 1867. 

2) Bour, Journ. tc. Pol. Cah. 89, 23. 1862. 

3) Vgl. hierzu: Stahl u. Eommerell, Grandformeln der allgemeinen 
Flächentheorie. § 8. 

4) Gl. (1) findet sich bei Gaufs, Disqu. gen. Art. 11 u. 12, (2) u. (3) bei 
Mainardi, Giomale dell' latituto Lombardo. T. IX, 395, 1860 und Godazzi, 
Ann. di Mat. 2, 273, 1868. 

ArchlT der Mathematik nnd Physik, in. Reihe. III. 1 



2 V. Eommerbll: 

Nachdem durch eine passende Wahl der Parameter u imd v zwei 
der sechs Fundamentalgröfsen bestimmt sind, bestehen zwischen den 
vier übrigen die drei Gleichungen (1) bis (3), nebst der die Eigenschaft 
der Fläche bestimmenden Oleichui^, zusammen also vier, aus welchen 
die vier Oröfsen in Funktion von u und v zu ermitteln sind. Diese 
Methode ist jedoch bis jetzt nur in einfachen Fällen durchgeführt, 
z/B. bei Minimalflächen. ^) Schon bei Flächen konstanter mittlerer 
Krümmung und konstanten Erümmungsmafses stöfst man auf par- 
tielle Differentialgleichungen, deren Integration noch nicht geleistet ist.^) 
Sind nun die Fundamentalgröfsen in der angegebenen Weise bestimmt, 
so sind drei Tripel partikulärer Integrale für das folgende simultane 
System in den abhängigen Yariabeln a, o^, a, zu bestimmen'): 



(5) 



|5 - (Da+pa, + ffo,) = 0; ^ - (D'a+p'a, + q'a^) = 0; 
|5 - (D'a+i,'a,+g'a,)=0; ^ - {D"a + p"a, + q"a,) = 0. 



(6) 



Hierbei ist: 

\q' J^ = FD' - GD; 6' J^^FD - ED'-, 
q"J^^FD''-GD', ö^'J^^FD^-ED", 

Die Integrabilitätsbedingungen des Systems (5) sind durch die 
Gleichungen (1) bis (3) dargestellt. 

Sind Xq, x^, x^] Vq} Vu y%\ ^o^ ^i> ^2 ^^®^ linear unabhängige Wert- 
systeme (deren Determinante also nicht verschwindet), welche, für 
a, a^y o, eingesetzt, das System befriedigen, so sind die Koordinaten 
Xj y, z der Fläche bestimmt durch die Gleichimgen: 



(7) 






Die Eonstanten ^,tlo>toJ ^i>Vi>ti'i I»>i7»>& unterliegen hierbei 
noch der Bedingung, dafs sie die Koordinaten der Endpunkte dreier 
konjugierten Durchmesser der folgenden Fläche 2. Ordnung sind: 

(8) M,,V+M,,ri' + M^i' + 2M,,rit + 2M,,ti + 2M,,iri = l, 

1) S. Grundformeln, § 12. 

2) Grandformeln, § 9, Gl. (12), (13), (14). 
8) Ebenda, § 7, Gl. (2). 



Gleichung und Eigenschaften der Röhrenflächen. 3 

deren Eoefßzienten Mn durch folgende Gleichungen bestimmt sind: 

(3f,, = rrg + >, (Gxl + Exl^2 Fx,x,y, 
(9) 

Die vier übrigen ergeben sich durch zyklische Vertauschung von 
X, y, z. 

Dieses hier nur in seinen Hauptpunkten und ohne Beweis an- 
gegebene Verfahren soll nun angewendet werden auf die Flächen, für 
icelchc der eine Haupikrümmungsradius R^ l'onstatU üt Wählen wir als 
Parameterkurven die Krümmungsliniep, wodurch 2)' = 2^=0 wird, so 
lassen sich die Gleichungen (1) — (3) in folgende Form bringen^): 



\JL\J) 


du^ 


\^E ^«* / 


dv \yQ 


dv }~" 


(11) 




aigys 

dv ' 


1 


dB, 

■ B,) dv ' 


(12) 




d WG 
du 


^1 


dR^ 

-i?,) du' 




Ferner ist für dieses Parametersystem: 


(13) 




1 


D 1 
E' R^ 


G ' 



Hierzu kommt noch die Gleichung: R^ = const. Diese Konstante sei 
mit w bezeichnet. Gleichung (11) ergiebt dann: 

djgVE __ 
dv "" ^' 

woraus folgt, dafs E Funktion von u allein ist. Diese Funktion kann 
unbeschadet der Allgemeinheit gleich einer Eonstante gesetzt werden^), 
also z. B. 
(14) E = to^. 

Dann folgt aus (13): D = tv, Gleichung (12) ergiebt: ^||^ = 

-ij—T üNQ-^; od^ integriert: l/G = *- „ , wo die willkürliche 

Funktion V von v allein = 1 gesetzt werden kann, so dafs man hat: 

05) y'& = „i^s, ; 

1) Grundformeln, § 9, Gl. (6) u. (9). 

2) Ebenda, S. 26. Note 3. 



4 V. Eommerkll: 

oder nach R^ aufgelöst: 

(16) 12, --^J^-. 

Geht man mit diesem Wert in Gleichung (10) ein, so erhält man 
für G die partielle Dififerentialgleichong: 

(17) 7J = - (1 + 1^)' 

woraus: 

(18) YG= F1CO8M+ Fssinu- 1, 

wo Fl und F, willkürliche Funktionen von v allein sind. Aus (16) 
und (18) folgt zunächst: 

^ ^ "^ Fj COB u -f r, sin u ' 

und hieraus in Verbindung mit (13): 

(20) Z) = ^(FiCOsu+ Fjsinu — l)(FiCosu+ F^sinu). 

Nun ist das simultane System (5) zu integrieren. Die drei links 
stehenden Gleichungen desselben nehmen die Form an: 

f« + ?.. = 0; p-tca^O; 

I ^ du ' 

du ^ du 
Differenziert man die beiden ersten Gleichungen nach u, so ergiebt sich: 

d*a 1 ^Oj ^ ^'Oi da 

e'u' w du ' ^u' 3u 1' 

und hieraus durch Integration: 

(22) a = Fjsinw + F^cosu; a^ = — tc;(F5Costi — F^sinw). 
Die dritte Gleichung lälst sich direkt integrieren und giebt: 

(23) o, = rya. 

Die drei rechts stehenden Gleichungen des Systems (5) erhalten 
die Form: 

dv^ G ^-^^ dv du ^-^^ 

dv 2E du 1 cv * 



(rleiclinng und Eigcnnchnften der KShrenfliLcben, ft 

Geht man in diese Gleichungen mit den gefundenen Werten ein, 
[ flo erhält man durch eine einfache Rechnung für die fünl' Funktionen 
, Vi, ■ . ■, Fj folgende drei BedingungagleJchungen: 

i^^y, rt . 'iy,. KV. + V, V, 



dv 



' + - 



= 0: 



'^-0. 



Die Aufgabe ist jetzt also, unter Berücksichtigung dieser Gleichungen 

BUS {22) und (23) drei linear unabhängige partikuläre Integrale zu linden. 

Die Gleichungen (24) stimmen nun vollständig überein mit den bekannten 

Frenetscheu Gleichungen, welche zwischen dem Krümmuuga- und 

Torsionsradius einer beliebigen Haumkiirve R' imd den Cosinus der 

Neigungswinkel ihrer Tangente, Hauptnormale und Binormale gegen 

[ die Koordinatenachsen bestehen. Bezeichnet man: den Krümmnnga- 

I ladius mit r', den TorsionBriidius mit p', die Neigungswinkel der 

[ Taugente mit «', ß', y', die der Hauptnormale mit V, m', n', die der 

I Binormale mit X',ii',v', so gelten die Gleichungen'): 

I r?-!"» •^'*-' "-■ = ^'-'- ■ i^°i?L _ ^i.' . ''•'•'o^' _ _ /=?» "■ . '*« ^_'\ . 

I nebst den durch zyklische Vertauschimg aus ihnen hervorgehenden. 
I Die willkürlichen Funktionen F,, . . ., V^ drücken sieh also sehr einfach 
I durch tlie obmt genannten Elemente einer beliebigen Itaumkarve IV. 
I Wir haben nur zu setzen: 



l(2V) 



I M erhalten wir die gesuchten drei partikulären Integrale, indem wir 
I ^i> ^4) Fs der Reihe nach die folgenden Werte geben: 

(Fb = cobA', cob^', cosc'; Fi = cobk', cos/S', cosy'; 
F^ = — cosT, — cos»*', — cos rt'; 
I die eingeführten Radien und Winkel einer ganz beliebigen Raum- 
|kiirve augehören, deren Bogenelement dv' ist. Die drei Systeme von 
I partikulären Integralen des Systems (5) sind nun: 

(x^ — cos A' sin u + cos a' cos u; 

ja:, = — «'(cosA'coB« — cos a' sin«); 



.sr(i- 






uebst den entsprechenden Gleichungen in y und 3. Die auf die Raum- 
Icurven bezüglichen Grölsen sind hierbei natürlich sämtlich Funktionen 
von v' allein. 



1) Grundfonneln g 13, Gl. (10), (11), < 



6 . V. KOMMERELL : 

Es sind nun noch die Koeffizienten M,k der Gleichung (8) zu 
bilden. Aus (9) ergiebt sich durch eine einfache Rechnung: 

2 8 

^n = ^0 + i' + ö "^ ^^^ ^'^ "'" ^^ "'^ "^ ^^^ '* "" ^' 

Ebenso: il/^a = -^,3 = 1; -Mgs = -^^i ^ ^12 *== 0. 
Somit erhält Gleichung (8) die Form: 

i' + v' + t'-h 

d. i. eine Kugel vom Radius 1. Als Endpunkte konjugierter Durch- 
messer nimmt man am einfachsten die Achsenschnittpunkte und er- 
hält so: 

|„=1, i?o = 0, go = 0; |, = 0, i,, = l, g,=0; |3 = 0, ,j, = 0, 5j = l; 

also: 

a^ = T- = — M? (cos A' cos ti — cos a' sin w); 

ex wT^ /C08 « , 8inM\"| 

und hieraus schlielslich: 



(29) 



X = I COS V dv' — w (cos A' sin w + cos «' cos m ); 
y = / cosw'dv' — M;(cos/ii'sinM + cos /3' cos w); 
iS = / cosw' dv' — ««;(cosv'sinw + cos y' cos w). 



Dies ist die Gleichmig der gesuchten Fläche in Kmmmungsparametern, 

2. Eigenschaften der Eöhrenflädten. — Es soll nun nachgewiesen 
werden, dafs die durch (29) dargestellten Flächen liöhrenflächen sind, 
d. h. dafs sie erzeugt werden durch Bewegung eines Kreises von kon- 
stantem Radius, dessen Mittelpunkt sich auf einer Raumkurve be- 
wegt, während seine Ebene stets normal zu der Raumkurve bleibt. 
Die Gleichung einer solchen Fläche ist leicht direkt aufzustellen. 

Es seien 

^ = f{&i y = 9'(^); ^ = t(v) 

die Gleichungen der Leitkurve, tv der Radius des erzeugenden Kreises, 
I, iy, g die Winkel, die der von einem Punkte A(x, y, s) der Leitkurve 
nach einem Punkte B(X, Y, Z) des zugehörigen erzeugenden Kreises 
gezogene Radius mit den Koordinatenachsen macht, so ist: 

X — x = z«;cos|; ÜT— y = t^;cosiy; Z — z = tvco^t,. 

Bezeichnet man noch mit ö den Winkel, den der Radius AB mit 
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der durch Ä gehenden Hauptnormale der Leitkurve bildet, so zeigt 
eine ein&che geometrische Überlegung, dalis 

cos I = cos l cos S + cos k sin d; cosiy = cos m cos d + cos/ii sin d; 
cos f = cos n cos S + cos v sin d 

ist. Die Gleichungen der Röhrenfläche lauten also in den Parametern v 

und d: 

X= f(v) + w{cobI cos d + cos A sind); 

(29a) Y= ip(v) + w (cos m cos d + cos/tt sin d); 

Z = ^(v) + w; (cos n cos d + cos v sin d). 

Die Winkel Z, m, n; A, ft, v sind hierbei Funktionen von v allein. 

Um mm die Übereinstimmung der Gleichungen (29) und (29 a) nach- 
zuweisen, sind die ersteren noch etwas umzuformen. Dies geschieht 
durch Einführung einer zweiten RAwaikorve R (ohne Index), als deren 
Evolute die oben eingeführte R' anzusehen ist. Bezeichnet man alle 
auf die zweite Baumkurve R bezüglichen Gröfsen ohne Index, so be- 
stehen die Gleichungen^): 

cos r = — cos a; cos a = cos t cos l -{- sint cos A; 
cos A' = cos r cos A — sin r cos l. 



(30) 



Die Grölse t ist hierbei die Bogenlänge der Kurve, welche auf 
der Einheitskugel (in der von Gaufs^) eingeführten sphärischen Ab- 
bildung) den geometrischen Ort der Bilder der Binormale darstellt, 
oder die Summe aller, in Bogenmafs gemessenen, Torsionswinkel dt 
von einem bestimmten Anfangspunkt an; sie möge kurz als „Gesamt- 
torsion'* bezeichnet werden. Führt man die Gleichungen (30) in (29) 
ein, so erluLlt man: 



X 



= — I cosadt? — w [sin (u + t) cos X + cos(w + t) cos f] u. s. w. 



Nehmen wir nun 

(31) « = /'(v); y = 9{^)] ^ = ^(v) 

als Gleichungen der neu eingeführten Raumkurve R an, so haben wir, 
wenn wieder v die Bogenlänge der Kurve bedeutet: 

cos« = f(v)] C08/J =- 9>'(^)5 ^ösy = ^'(^)- 

1) Vgl. Serret -Harnack, Lehrbuch der Diff. u. Int. -Rechnung, I. Teil. 
Nr. 295. Die dort auftretende Integrationskonstante g ist =»0 gesetzt. 

2) Disq. gen. Art. 6. 



8 V. Kommerbll: 

Dies eingesetzt ergiebt^ wenn man die Vorzeichen ändert und die 
Integration ausführt: 

IX = f{v) + w [cos l cos (w + r) + cos l sin (w + r)]; 
y = ^{v) + w; [cos m cos (w + i^) + cos ft sin (u + t)]; 
;8? = ^{v) + M? [cos n cos (w + r) + cos v sin (w + t)]. 

Diese Gleichungen stimmen nun vollständig mit (29 a) übereiu; nur 
dafs der dort S genannte Winkel hier mit (w + r) bezeichnet ist. Die 
Flädwn B^ = const. sind also in der That Böhrenflädien, und zwar sind 
sie in (29) und (32) durch Krümmungsparameter daxgestellt. Letzteres 
läfst sich auch nachträglich noch einmal darthun^ indem man die 
sechs Gau fs sehen Fundamentalgröfsen für (32) aufstellt. Man findet 

(J5;= w;«; 2^=0; ö = Fl - -'^- cos (u + t)T; 

(33) 1 ** 

[2) = _m;; D'=0; 2)"= icos(ti + r)[l - y cos(u + t)]. 

Hieraus lassen sich sofort die beiden Hauptkrümmungsradien Ri und JR^ 
finden. Es ist: 

(34) R, = -w; ii, = ''-"'7i --r-'^- 

\ y ^ 7 -2 cos (tt + t) 

Es ist nun geometrisch leicht einzusehen, dafs für die Röhren- 
flächen das eine System von Erümmungslinien (t; = const.) von den 
erzeugenden Kreisen gebildet wird. Auch analytisch erhält man dies 
Resultat leicht, indem man in (32) v einen bestimmten Wert v^ giebt> 
d. h. einen festen Punkt der Leitkurve mit den Koordinaten 

annimmt; bringt man diese Grröfsen auf die linke Seite, quadriert und 
addiert, so ergiebt sich: 

(35) (x - x,y + (y - Vtf + (.J>- «x)» = w*. 

Multipliziert man die drei Gleichungen mit coscc, cos/} und coBy und 
addiert, so erhält man: 

(3^ (x — x^) cos a + (y — y^) cosß + (z — z^ cos y = 0. 

Die Gleichungen (35) und (36) sagen aus, dafs die Entfemimg der 
Punkte x,y,js und Xi,y^, z^ = w ist, und dafs ihre Verbindungslinie 
auf der Kurventangente senkrecht steht, d. h. dafs jeder Punkt Xy y, z 
der Kurve r = r^ auf dem zu x^^y^^z^ gehörigen erzeugenden Kreise 
liegt. Wir haben also: 

1. Satz. Auf jeder Röhrefifläche wird das eine Systetn van Krüm- 
mungslinien von den erzeugenden Kreisen gebildä. 
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In Verbindung mit (14) folgt daraus: 

2. Satz. Auf j&lar Eöhrenflädie inl der eine Sauptkrümmuitgs- 
radius konstant mui swar gleich dem Radius des erzeugenden Kreises. 

Da ferner die Gleichungen (32) dadurcli in (29a) übei^eführt werden, 
daTs w -f r = # gesetzt wird, bo ist längs jeder Krümniungslinie der 
Sciiar H ~ const. der Winkel ä imi eine konstante GrÖfse von t ver- 
schieden. Im folgenden sei unter „Krünimungslioieu" stets die Schar 
u = const. verstanden. Wir haben dann also; 

3. Satz. Auf jeder Eöhrenfläche ist der Centrimitikel. den ein von 
einem Punkte A der Leithtrve nach einem Punkte B des sugehÖrigen 
erzeugenden Kreises gezogener Radius tnit der Hauptnomiale des Punktes 

' Ä mtuAt, längs eifier Krümmungslinie um eine konstante Größe von der 
[ Gesamtlorsion verschieden. 

Noch etwas einfacher läfst sich dieser Satz aussprechen, wenn man den 

Ort der Schnittpunkte der Hauptnormale mit der Köhrenfläche einführt, 

der als ,^onuaIenkurve" bezeichnet werden möge. Er lautet dann: 

Auf jeder Köhrenfläche ist der Ceniriivinkel, der eu einem etcischcn 

i den Normaienhirven und einer beli^gen Kriimmungslinie liegenden Bogen 

erzeugenden Kreises geJiört, gleich der Gesamttorsioti t der Leit- 

hairve. diese gemessen von dem Mittdpunitte des erzeugenden Kreises, 

I der durch den Schnitfpttnkt jener Kriimmungslinie mit der Normaien- 

' huve geht. 

Die Gleichungen (32) stellen, wenn man auch noch w als ver- 
änderlicb ansiebt, ein dreifach ortJwgonales Sifsl^i vor. Denn es ist, 
wie man leicht findet: 

8x dx 



^ 3«. ' "^v ~ ^ dv dw ^^ Sw 



Dieses dreifach orthogonale System besteht: 1) ans den Röhren- 
I födien (w = const.), 2) aus den Ebenen der erzeugenden Kreise 
(p = const.), 3) aus den Flächen h = const. Die letzteren sind aber, 
wie man leicht sieht, die abwickelbaren Flächen der Evoluten der 
Leitkurve Ä, Denn die Normalen der Röhrenfläehc sind ja, was 
geometrisch evident ist, auch Normalen der Leitkurve. Analytisch 
erhält man dies Resultat, indem man iiir die RÖbrenfläche die Cosinus 
der Winkel a, b. c aufstellt, welche die Fläcbennorraale mit den Achsen 
I bildet; es ergiebt sich'): 

cos « = ■ — - [cos (w -f r) cos ( + sin (m + t) cos A]; 



1) GruadfoncelQ, i 
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y. Eommbsell: 



also ^cosacosa = 0; d. h. die Flächenuormale steht senkrecht auf 
der Tangente der Leitkurve. Da aber die Gleichung u = const. die 
Erümmungslinien der Röhrenfläche darstellt und sich längs derselben 
bekanntiich die konsekutiven Flächennormalen schneiden, so sind die 
Flächen u = const. abwickelbare Flächen, deren Erzeugende Normalen 
der Leitkurve sind. Wir haben also: 

4. Satz. Auf jeder Böhrmfläche werden die Krümmungslinien durch 
die abwickelbaren Fläclwn der Evoluten der Leitkurve ausgeschnitten. 

Hieraus läfst sich nachträglich auch Satz 3 geometrisch ableiten. 
Da dt der Winkel zweier konsekutiven Schmiegungsebenen ist, so 
muls offenbar eine Normale der Leitkurve, um die ihr unmittelbar 
vorangehende schneiden zu können, in die Schmiegungsebene der letz- 
teren fallen, d. h. mit ihrer eigenen den Winkel dt bilden. Durch 
Summierung entsteht dann die Gesamttorsion, d. h. der Winkel r. 

Aus Satz 4 folgt unmittelbar: 

5. Satz. Für sämtliche, zu der gleiclien Leifkurve gehörigen Röhreti- 
fläclien stellt die Leitkurve den einen, ihre abwickelbare Polar fläche den 
andern Mantel der Centrafläche vor. 

Der analytische Ausdruck dieses Satzes ist Gleichung (34). Um 
die dort stehenden Werte für die Hauptkrümmungsradien geometrisch 

zu interpretieren, diene nebenstehende Figur. 
In derselben sei A ein Punkt der Leitkurve, 
der um ihn beschriebene Kreis durch B imd 
J5' sei der zugehörige erzeugende Kreis, C 
das Krümmungszentrum der Leitkurve, also 
AC = r, AB = w. Da die Figur in der 
Normalebene der Leitkurve gezeichnet ist, 
so ist AB eine Normale der 'Fläche und 
die in C auf AC errichtete Senkrechte eine 
Erzeugende der Polarfläche der Leitkurve; 
auf sie ist von B das Lot BC gefällt, ihr 
Schnittpunkt mit der verlängerten Flächen- 
normale AB heifse C". Femer ist LBAC =^ u + t, also AD = 
w cos (m + r). Nun ist: 

CD = BC'cobU + t) = r - wcob(u + t): BC = !l^l^^?'5i-+~ ; 

V ' / ^ ' / ' C08 (t* + t) ' 

also nach (34): BC == U^; d. h. das Krümmungszentrum jedes Punktes 
der Röhrenfläche liegt auf der Polarfläche der Leitkurve. 

Weitere Sätze ergeben sich, wenn man für die Krümmungslinien 
die Lage und Gröfse des Krümmungs- imd Torsionsradius berechnet. 
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Bezeichnet man dieselben mit r^ und Q^y femer den Winkel zwischen 
der Flächennormale und der Hauptnormale der Krümmungslinien mit 
H^y so bestehen die Gleichungen*): 

Bildet man zunächst tgJ7^, so ergiebt sich: 

(37) tgJ3, = tg(w + r) oder H^ = u + x, 
Femer: 

(38) r^ = JJg cos (w + r) = r — «(; cos (w + r); 

(39) 9,= YG: ^;-^ = ; [r - «; cos (« + r)]. 

Da nun S^ = w + r ist, so giebt BO" (s. Fig.), weil parallel mit AC 
die Richtung der Hauptnormale der durch B gehenden Erümmungslinie 
an. Es ist also: BC" = DC = AC - AD = r - wcoa (u + r) = r^, 
d. h. C" ist das Krümmungszentrum derselben. Also: 

6. Satz. FäUt nian von ehiem Punkte einer Böhrenfläche das Lot 
auf die zugäiörige Erzeugende der abwickelharen PolarfläcJie der Leitkurve, 
so stellt dieses nach Gröfse wnd Bichtung den Krümmtmgsradius der 
durch den betreffenden Punkt gehenden Krümmwngslinie, sein Fufspunkt 
also ihr Krümmungszentrum dar, 

Zusatz. Der geometrische Ort für die Krümmungszentren aller 
Krümmtoigslinien eifier Böhrenfläche ist die abwickelbare Polarfläche der 
Leitkurve. 

Dividiert man 61. (38) durch Gl. (39), so erhält mau: 



^ r 



also: 

7. Satz. Auf einer Böhrenfläche verhaltepi sich Krümmungs- und 
Torsionsradius einer Krümmungslinie wie Krümmungs- und Torsions- 
radius der Leitkurve in dem cntspreclienden Punkte, 

Berechnet man noch den Winkel ö, unter dem die Hauptnormalen- 
kurve (t* + r = 0) die Krümmungslinien schneidet, so erhält man*): 

(41) tgO = -, -""V-T- M- 

^ ^ ^ Q\r — «7 cos (u + t)J 

1) Gnindformeln, § 14. GL (24) u. (26). 

2) Gnmdformeln § 1, Gl. (8). 



IS 7- KomiKBELL: 

Es ist auch laicht, die Punkte der RShrenfläclie zu bestimmen, fRr 
welche iJ, = ± ü, ist. Aus Gleichung (34) folgt fiir B[ = J^ 



>s{u + r) 



'i±3^. 



oder: 



d. h. Nabelpunkte der Röhrenfläche treten nur da auf, wo die Leit- 
kurve eine Spitze kat. Ü^ = — i^ ergiebt 

coa (w + r) = ^- , 

was sich übrigens auch direkt an der Figur ablesen läTst. 

Schliel'slich kann man noch die parabolische Kurve der Röhrentläche 
aufatellen. Die Differentialgleichung der Asymptoteuünien ist: J^M 

wrfws _ ^^^_+:^)[i _ 1° cos (w -I- rijäv' = 0. ^1 

Da w nicht verschwinden kann, so ist die Bedingung für das Zusammen- 
fallen der beiden Asymptoteorichtungeu : 

^"-''■-'[l - ~ COB (M + t)] = 0. ^3 

Diese Gleichung kann auf dreierlei Art befriedigt werden: ^^ 

1) - = 0; d. h. der parabolischen Kurve gehören die erzeugenden 
Kreise an, in deren Zentrum die Leitkurve die Krümmung hat 
(z. B. bei ebeneu Kurven die Wendepunkte). 

2) eos(u + T) = 0; d. h. der parabolischen Kurve gehört der 
geometrische Ort der Schnittpunkte au, welche die Binorraalen der 
Leitkurve auf der Röhrenfläche bestimmen (die „Binormalen kurve"). 

31 r — (0 cos (« + t) = 0, oder eoa (k + t) = Dieser Teil ist 

nur reell, wenn r < w, d. h. wenn das Krümmungszentrum der Leit- 
kiure innerhalb der RÖhrenflSche fällt. Dann ist (s. Fig.), wenn B 
ein Punkt der parabolischen Kurve ist, D das Krümmungszentrum der 
Leitkurve; also schneidH die zugehörige Erzeugende ihrer Polarfläche 
die Röhrenfläche im Punkte Ä 

Dieser dritte Zweig der parabolischen Kurve ist also die Scfmitt- 
hurve der Bührenflädw mit der abwickelbaren Polarfläche der Leitkurve. 
Eine einfache geometrische Überlegung zeigt femer, dafs in diesem 
Falle B der Schnittpunkt zweier konsekutiven erzeugenden Kreise ist. 
Der dritte Zweig der parabciliachen Kurve läfst sich also auch definieren 
als der Ort dieser Schnittpunkte, oder als die von den erzeugenden 
^^äsen eingehüllte Kurve. 
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Man kann noch nach dem Winkel fragen^ den die zusammen- 
fallenden Asymptotenrichtungen mit den verschiedenen Zweigen der 
parabolischen Kurve machen. Der Winkel s zweier Kurven 9> = c^ 
und * = C2 ist för KrOmmungsparameter bestimmt durch die Gleichung^) 

cos £ = ^v*%^ ^y iti ^ 

y(Eq>l + Gg>\){E4 + G^p * 

Bedeutet (p die Asymptotenlinien, so ist: (p^ = ]/«?; 9), = ± ]/D''= 0, 
da ja längs der parabolischen Kurve D" verschwindet. 

Für den 1. Zweig derselben (- = 0) ist: V'i = 0; tlf^ = « d~ ^ ^' 

also: cos£ = 0; £ == 90*^; d. h. die Asymptotenrichtung steht auf diesem 
Zweige senkrecht. 

Für den 2. Zweig [cos (m + r) = 0; w + t = 90<>] ist 

I • / I \ i . sin (** + ^) 1 1 

^ ^ 1/^+1 

woraus r p* ~ 

(42) tg« = 7; d-h- 

8. Satz, -itt/* j€dter Böhrenfläche wird die Binormcdenktirve von 
defi Asymptotenlinien unter einem Winkel getroffen, dessen Tangente 
gleich deni Verhältnis des Badius der erzeugenden Kreise mm Torsions- 
radius der Leitkurve ist 

Für ebene Leitkurven ist - = 0: in diesem Fall berühren also die 

Asymptotenlinien die Binormalenkurve, d. h. den Schnitt des über 
der Kurve stehenden Zylinders mit der Röhrenfläche. 
Für den 3. Zweig [r — w? cos (u + r) = 0] ist: 

•* / • \ I dr . WBia(u 4- t) ^ ^.^ 

^1 = «; • sm (i* + r); ^2 ^ ä~ H ^ — — 5 ^^ £ = 1 ; « = ()"; 

d.h. 

9. Satz. Die Asymptotenlinien einer Böhrenfläche berühren die 
Envdoppe der erzeugenden Kreise, 

Reutlingen, den 1. November 1900. 



1) Grundfonneln, § 17, Gl. (14). 



Nene Bezlehimgeii aus dem Gebiete der Binomialkoef flzienten. 

Von L. Grossmann in Hamburg (Seewafte). 

Bei einer Unterstichiiiig über die Änderung der Temperatur von 
Tag zu Tag wurde für die durch den Zufall gebotene Häufigkeit 
der Perioden von a auf einander folgenden Tagen anhaltender Er- 
wärmung bei gegebenen A positiven ^ B negativen interdiurnen 
Änderungen und C Folgen ohne Temperaturänderung der Ausdruck 

(B+C+ 1) ^-^^ {Ä + B+C-a- l)^_a abgeleitet. Aus dieser 

zufälligen Verteilung der Perioden gleichsinniger Temperaturänderungen 
wurde die Wahrscheinlichkeit dafür abgeleitet^ dafs auf eine Erwärmung 
wieder eine solche folge^ und ein zweiter Ausdruck (A — 1) : {A+ B + C) 
wurde hierfür direkt gewonnen. Setzt man beide Ausdrücke gleich^ 
so ergiebt die Einführung neuer Eonstanten die Beziehung: 

'■^'^ E^ EE—l^ ^y-^^'-^EE—l E — D + l (^E— D+1)(E— D + 2 
Hieraus wurde auf das Bestehen der allgemeineren Formel geschlossen: 

Vr« -U t _ n ?? - (E+l){E + 2)---{E+k) (E+ k),_ 

Durch Einführung neuer Gröfsen folgt: 

eine für P> Q und fc = 2 erwiesene Beziehung. 

Der Versuch, den Beweis dadurch allgemein zu liefern, dafs die 
Giltigkeit für k = fi + 1 aus der für k ^ [i bestehenden hervorgehe, 
führte zu der Herleitung der allgemeineren Formel 

für jeden positiven oder negativen ganzzahligen Wert von L 

Für diese Formel ergiebt sich der Beweis, wenn man entwickelt: 
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Hiemach gilt die Formel (1) für k + 1 und A + 1, wenn sie für 
k nnd l gilt; da aber aus der Ableitung von (1) deren Giltigkeit für 
X — l folgt^ falls sie für A besteht, so folgt, dafs (1) für A* + 1 besteht, 
falls sie für A: richtig ist. Die Richtigkeit ist nach der Ableitung aber 
für k = 2 und A = erwiesen und somit gilt (1) für alle positiven 
ganzzahligen Werte von k und beliebigen ganzzahligen Werte von L 

Aus den Relationen 7;- = 7^ — ^r— = — 7^ — ^—^ leitet man die 
entsprechenden Formeln: 

-P* ^^ « (6 + 't — w), (Q — P). 

» = 

für ö > P und 

für P^Q ab. 

-Es läfst sich zeigen, dafs diese 3 Formeln^ abgesehen von der Be- 
dingung, dafs über positive Werte von n summiert werden mufs, für alle 
positiven und negativen ganzzahligen Werte von P, Q, k und X unab- 
hängig von deren relativer Gröfse bestehen. 

Zu allgemeineren Formehi führt die Bedingung: 

b(b + ß) ...{b + {k-l)ß) \ß) /b_^^_\ 

für den Fall, dafs a und ß Teiler von a, bzgl. b sind. 

Es lassen sich wohl alle Formeln aus dem Gebiet der Binomial- 
koefßzienten aus diesen Formeln ableiten. Man findet beispielsweise 
die folgenden: 

i'F= (B-i+i) (i-^) ^^'<^' 

^ . V« ^ (B — Ä) ^ Ä (Ä + B + k) 

Zi^ ' ''B- B'> ^*'"(B + n)- (B + k). ' 

^ A ^ 

^ (- ^TjS~+-i^ = A + B' j^ *«^« = (^ + *)*• 

Hamburg, den 25. März 1901. 



Beitrag zur Lehre von den reziproken Gleichungen. 

Von F. J. Stüdnicka in Prag. 
1. Soll die algebraische Gleichung n-ten Grades 

n 

(1) /•(«)=2'^«"- = o 

t = 

reziprok sein^ so hat sie der allgemeinen Bedingung 

(2) m = X:>^f[^), 

zn genügen^ wobei k und h konstant sind; denn ans dieser Bedingung 
geht vor allem hervor, dafs zu jeder Wurzel derselben Xi sich die 
Wurzel k/x^ gesellt, von welcher Grundeigenschafb eben die Benennung 
der Gleichung (1) abgeleitet erscheint. 

Gleichzeitig erkennt man daraus, dafs die Anzahl aller Wurzeln, 
somit auch der Grad der Gleichung (1) durch eine gerade Zahl aus- 
gedrückt erscheinen mufs, so dafs man setzen kann n = 2s. 

Um nun den Wert der Eonstante X zu bestimmen, nehmen wir 

f&r die Identität (2) an rr ~ }/T, worauf aus derselben hervorgeht 

Daraus läfst sich nun schliefsen: 

1. Wenn die Gröfse Yk keine Wurzel der Gleichung (1) vorstellt, 

wenn also /"(V^) ^ ist, so folgt aus der letzten Relation durch 
Kürzung 1 = AÄ*, woraus sich X unmittelbar ergiebt. 

2. Ist jedoch Yk eine Wurzel der Gleichung (1), so mufs sie 
mindestens zweimal und zwar positiv wie negaMv vorkommen, so dafs dann 
(rc* — k) oder allgemein (x? — k)^ einen Faktor des Polynoms f{x) 
bildet. In diesem letzteren Falle hat man also 

f{x) = {x^-kyip{x), 

worauf dann die Gleichung 2(5 — m)-ten Grades ^){x) = reziprok ist 
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and die Wurzel Yh nicht mehr besitzt, was also mit dem ersten Falle 
übereinstimmt. 

Statt der allgemeinen Identität (2) können wir also setzen 



(3) 



rw= 



7f(^) 



rt«) = ^V(i) 



wodurch die resiprokcn Gleichungen im weiteren Sinne definiert er- 
scheinen, während im engereu Sinne, wo nämlich i = 1 ist, die Be- 
dingung (3) die einfachere Form 

(4) 

■Jinimnit. und die strikte Reziprozität der Wurzeln andeutet. 

Aus derselben Identität (3) folgt auch, daTs die Koeffizienten der 
reziproken Gleichungen bestimmten Bedingungen genügen. Fuhrt man 
in dieselbe die in Formel (1) angedeuteten Polynome ein, so erhält man 

TonuB sich ergiebt, dafs allgemein 

(5) Ai,-i = Ail;f-' 
nnd speziell, -wo k = \ ist, 

(6) A^..> = A,, 
was auch durch die beiden Formeln 



= Ä—, 



- = 1 



dargestellt werden kann. 

Danach sind z. B. die quadratischen Gleichungen sämtlich reziprok, 
indem ans j:'-f- oj: + Ä = für die Wurzeln 2',, x^ unmittelbar folgt 
j-, ■ ar, = h. 

2. Weil man bei reziproken GleichungeQ die eine Hälfte der 
Wnrzeln durch die andere auszudrücken imstande ist, so muTe die Auf- 
lösung einer solchen Gleichung (2s)-ten Grades sich zurückführen lassen 
auf die Auflösung von je einer Gleichung s-ten und 2-ten Grades, 
wie es unter Anwendung von rekurrenten Traasformationsforraelu auch 
bisher üblich war. Will man jedoch eine itidcpendente Darstellung der 
Koef^enten der neuen Gleichung s-ten Grades haben, so mufs man 
einen Schritt weiter gehen und das System der rekurrenten Formeln 
entsprechend auflösen, was im nachfolgenden durchgeführt erscheint. 

AtckiT der Müthsmilik imil Fbjiik. 111. Helhe IS. 2 



x + 


k 

X 


= 


y, 


Olf^ + 




== 


F„ 



18 F. J. Stüdni^ka: 

Die aUgemeine Form der reziproken Gleichungen ist dem Voran- 
gehenden zufolge 

welche leicht auf die Form 

Ä,{af+ ^) + Ar{af-^+ ^) + . . . + ^_, (a: + 1) + ^,=. 

zu bringen ist; so dafs diese öleichung^ wenn 
(8) 

(9) 

gesetzt wird; woraus unmittelbar folgt 

(10) F„=2, F, = y, 
sich in die einfachere 

(11) AF.+ ^iF._x+--- + ^-iFt+yl.= 

verwandelt; hier hat man nur die einzelnen Ausdrücke Vk durch y aus- 
zudrückeu; um schlielslich die Gleichung 

(12) ^0!^+ Äj^-i + • • • + B..,y + i?,= 

zu erhalten^ deren Auflösung die Wurzelwerte t/i, y^, j/s, . , ., y, liefert, 
sodafs dann der Gleichung (8) zufolge 

(13) x^—yiX + k = (. = 1,2, ..•) 

sich das Wurzelpaar Xi, xl ergiebt, welches der Bedingung Xi • xl = Z: 
entspricht; wodurch die Reziprozität zum Ausdrucke gelangt. 

Es handelt sich hier also nur um die independente Darstellung der 
Bk durch die Ak. Zu dem Zwecke leiten wir zimächst aus Formel (8) 
und (9) die rekurrente Relation 

(14) A;F«_o-yF,.i+Fn=0 

ab, welche in Verbindung mit den beiden Formeln (10) die Darstellung 
von Vn durch y liefert. Setzt man nämlich 

Vn = y''-a2ky^-^+a^k^y^-^-a6k'^y^-^+' . ., 

F» + i = y+' - aiÄ'y»-^+ ast-y»*-»- a5Ä»y«-»+ • • •, 

so ergiebt sich danach 

wobei in BetrefiF der neuen Eoefßzienten 6* gilt 

bii = a^i + «2, + 1 (aj= 1), 
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also eine rekurrente Darstellung erhalten wird. Die independente Auf- 
lösung unserer Aufgaben liefern jedoch die linearen Relationen: 

y- V, = 0, 

2Ä--yF,4- F, = 0, 

l<V,-yV^+ F, = 0, 



+ Ä;F,_g-yF,_i = 0, 



aas welchen die unbekannten 



Fl, Vi, Fj, . . ., F«_i 
ZQ eliminieren sind, um F« zu bestimmen; man erhalt zunächst 

y, -1, 0, • 

'2A-, -y, 1, ■ 
\ 0, /.-, -y, • 



0, 
0, 
0, 









, ~y, 1 
, ^, - y 



= 0. 



I 0, 0, 0, • 
i F„ 0, 0, . 

In dieser Determinante ändere man das Vorzeichen bei allen Elementen 
der 2., A., 6., . . . Kolonne und der 3., 5., 7., . . . Zeile, worauf dann 
durch Auflösung nach V„ erhalten wird 

y, 1, 0, . . ., 0, 



(15) 



F.= i 



2i-, y, 1, 

0, k, y, 



0, 0, 0, 
0, 0, 0, 



., 0, 
., 0, 



• ; y, 1 
• •, *, y ; 



Diese Eettendeterminante zeigt uns also, wie die früher durch at 
ausgedrückten Koeffizienten sich independent hieraus ergeben und über- 
haupt F, durch y und k sich darstellen läfst. 

Da jedoch die Auswertung von Determinanten höherer Grade um- 
ständlich und langwierig erscheint, so ist es namentlich für die Praxis 
erwünscht, obigen Determinantenausdruck durch die entsprechende 
Potenzreihe zu ersetzen. Man erhält da, wie ich gezeigt habe, 



F, = y» - yÄy"-* + Y (« - ^\k^r 



-4 



n 
3 



2* 
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oder in kürzerer^ die Zusammensetzuug der Koeffizienten deutlicher 
zeigenden Form 

(16) F. = r +2* (- ly-f («-»■- l)i-iify'-*', 

wobei die Summe bei geraden n bis i = Yf ^^^ ungeraden n bis f = — r — 
zu erstrecken ist. 

Mit Hilfe dieser Formel (16) verschaffen wir uns schliefslich unter 
Benutzung der Polynome (11) und (12) die Relation 

(17) B, = Äi +2 (- 1)* **"*" ft*~* {n-i + h- 1)*_,Ä»^,_„, 

WOZU noch die ersten zwei Werte Bq = -4^, B^ = A^ beizufügen sind, 
so dafs nun der direkte Übergang von der Gleichung (11) zu (12) 
vermittelt erscheint. 

In dem speziellen Falle , wo Je ^ — 1 ist, die reziproke Gleichung 
also die Form 

(18) AoX^*+ AtX^-^+' . . + Ä,af- A,^iX"^+' • • + (- 1)*^= 
annimmt, ist die vermittelnde Gleichung 

(19) Coy+ Cij/-» + • • • + C,-iy + a= 0, 
wo die Koeffizienten bestimmt sind durch die Formel 

(20) a=Ä+^ ^ + ^^^-* (n~i + ft-l)^,i^--2,. 

In dem einfachsten Falle endlich, wo k=l, Am^ 1 (»1 = 0,1,2,...), 
hat die reziproke Gleichung die Form 

^•_|.^,-i + \-x+ 1=0, 

wobei die Auflosung auf dieselbe Weise vorgenommen werden konnte, 
wo jedoch imter Intervention der Identität 

a?'-^^ - 1 = (a; - 1) {x^' + x^'-^ + \-x+\) 

sofort erhalten wird 

A Kit ... A KTC I i fCTt . . 2 KTC 

Prag, den 15. Januar 1901. 




über die Klassifikation der Kurven und Flächen 
zweiten Grades. 

Von C. KoEHLER ia Heidelberg, 

Bei einer beliebigen Kurve oder Fläche zweiten GrradeB (d. h. 
zweiter Ordnung oder zweiter Klasse) hängt die Entaclieidung darüber, 
ob sie entartet ist oder nicht, sowie ob sie reell oder imaginär, bezw. 
geradlinig, nichtgeradlinig oder imt^inär ist, also die Einteilung derselben 
nach ihrer projd-tiven BescliaEFenheit lediglich ab vom Werte der Kon- 
stanten üirer Gleichung; sie ist mithin völlig unabhängig von dem Koor- 
dinatensystem, auf das wir ihre Oleichnng beziehen. Ihre Bescbaffen- 
I heit im Unendlichen dagegen oder ihre metrisiJw Beschaffenheit ist auTser 
' Ton diesen Konstanten auch abhängig von den Koordinaten der unend- 
lich fernen Geraden, bezw. Ebene, also von dem der Betrachtung zn 
Grunde liegenden Koordinatensystem. An eine KlassiBkation dieser 
Kurren und Flachen kann man deshalb die Forderung stellen, dafs sie 
diesen Unterschied scharf hervortreten lasse. Sie mufs dann für ( 
projektive und für die metriaclie Einteilung Kriterien geben, die von ein- 
ander unabhängig sind, und es dürfen die projektiven Kriterien nur 
die Konstanten der Kurven- oder Flächengleichnng, die metriechen 
Kriterien aber aufserdera nur noch die Koordinaten der unendlich 
fernen Geraden, bezw. Ebene enthalten. 

Die vorliegende Arbeit, die dieser Forderung genügen will, durfte 
deshalb vielleicht auch nach den Abhantilungen von Hensel'), Brücke! 
und Gundelfinger'), sowie nach dem Erscheinen von Killings 
„Lehrbuch der analytischen Geometrie in homogenen Koordinaten"') 

1) HeQBol: Tber die Elaaeißkation der nicht homogenen quadratischen 
Formen etc. Journal f Math. 113, 303 ff, 

2> Brückel: ZuBanmienat«llnng der Formeln de« Herrn Gundelfinger 
nun Haoptachsenproblem der Flachen zweiter Ordnung etc. Journal f. Math, 
II». 310 ff. 

3) Paderborn 1900 und 1901. In diesem Bache ist zwar die projektive Ein- 
teilung von der metrischen streng geschieden; daBselbe giebt aber keine Kriterien, 
welche die Art der Kurve oder Fläche aus ihrer Gleichung direkt au bestin 
geitatten. 
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noch einiges Interesse darbieten. Die in ihr enthaftenen 
geomelrischeti Betrachtungen sind einfachster Art. Das Hauptachsen- 
problem und die Theorie der quadratischen Formen bleiben absichtlich 
ans dem Spiel. Als bekannt wird nur vorausgesetzt das homogene 
Koordinatensystem, die sich auf diese.s stützende Polarentheorie bis 
zum Beweis von der Identität der nicht entarteten Kurven, hezw, 
Flächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse, femer der Zusammenbang, 
der zwischen der Entartung der Kurve oder Fläche und dem Rang 
ihrer Determinante besteht, und endlich die elementare Determinanten- 
theorie, zu der auch der Satz gerechnet werden darf, dafs der Rang 
einer symmetrischen Determinante durch das Verschwinden ihrer Haupt- 
unterdeterminanten allein bestimmt wird, da sein von Herrn Frobenius 
gegebener Beweis ') durchaus elementarer Natur ist. Auf diese geringe 
Anzahl von Voraussetzungen ist deshalb Wert zu legen, weil es vom 
pädagogischen und vom systematischen Standpunkt aus wünschenswert 
ist, die IGoBsifikation, wie dies auch Herr Gundelfinger thut*), mÖg- 
hchst an den Anfang der Theorie der Kurven imd Flächen zweiten 
Grades zu steilen, Ebenso wird die Ausführlichkeit der folgenden Be- 
trachtungen, die sonst vielleicht zu grofs erscheinen könnte, dadurch 
gerechtfertigt, dafs dieselben nicht nur zur projektiven und metrischen 
Klassifikation führen, sondern auch die Möglichkeit, ihr die erwänaohte 
Stellong zu geben, erweisen sollen. 

Wir beginnen mit einer Übersicht über die im folgenden ver- 
wendeten 

Bezeichnungen. 

In der £betje bedeuten Xy, x^, T^ oder j:. die Koordinaten eines 
Pimktes, M,, tij, Mj oder m^ die Koordinaten einer Geraden in einem be- 
liebigen Dreieckstoordinatensystem. X,, N^, Ng sind die Ecken des 
Koordinaten- oder Fundamentaldreiecks, S,, jS„ Sj die ihnen gegenüber 
liegenden Seiten desselben. 

Ein kurz mit y bezeichneter Punkt hat die Koordinaten y^, eise 
Gerade v die Koordinaten r,. 

Mit ye\ bezeichnen wir die Verbindungslinie der Punkte y und x, 
mit (vw) den Schnittpunkt der Geraden v und w. Die Gleichungen 
\yz\ = V und (vw) = f/ sagen demnach aus, dafs y und s zwei Punkte 
der Geraden v, hezw, v und w zwei Gerade des Punktes y sind. 



1) FroheninB: OberdaaTrB.g'heitsgeMti der quadratischen Formen. Sitrunga- 
berichle der Berl. Akad. J894. I, S. 246 f. 

2) Gundelfinger: VorlcBunften au« dpr analytisthoii Geometrie der Ke([el- 
Bchnitte. LeipKig 1895. 
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Im Baume bedeuten x^y x^, x^, x^ oder x^ die Koordinaten eines 
Punktes, u^y ti^, tf}, u^ oder u^ die Koordinaten einer Ebene in einem 
beliebigen Tetraederkoordinatensystem, dessen Fundamentaltetraeder die 
Ecken N^, N^, N^^ N^ und die Seitenebenen S^, S^y S^y S^^ hat. 

Der Punkt y hat die Koordinaten y^, die Ebene v die Koor- 
dinaten Vj. 

Die Verbindungslinie der Punkte y imd z ist \yz\y die Schnittlinie 
der Ebenen t; und tv ist |t?w;|. Die Verbindungsebene der Punkte y, 
gy s ist [yxfs], der Schnittpunkt der Ebenen Vy w, r ist (vwr). Die 
Gleichungen 

|y;8?! = |t?w;|, [y^5] = V; {vwr)^y 

bedürfen hiemach keiner weiteren Erklärung. 

Von den unendlich fernen Elementen des Raumes unterscheiden 
wir alle übrigen Elemente desselben als ^^eigentliche'' Elemente und 
nennen die enteren deshalb auch ,,uneigentliche'' Elemente. Die un- 
eigentliche Gerade einer Ebene bezeichnen wir mit g^y ihre Koordinaten 
mit q^y q^ q^y die uneigentliche Ebene des Raumes mit €^y ihre Koor- 
dinaten mit fi, }j, $3, q^. (>(-D) ist die Zahl, die den Rang der Deter- 
minante D angiebt. (yi^i) und (j/iZj^s^ sind abkürzende Bezeichnungen 
für die Determinanten 

Vi Vk Vi 



(Vi^k) = 



Vi Vk 



^d (y<^*«i) = 



^f ^k ^i 

S| Sj^ Si 



Zu der quadratischen Form 

f(XyX) = ^(^ik^i^k {'^ik=^CLkii •' * = *. «» •••» ») 

mit der Determinante 

gehört 

als adjungierte Form; 

i\k i i 

als bilineare Form; 

fi{x) = a..ia:i + a.-jXj + • • • + a,.„a:„ 

ist also die halbe partielle Ableitung von f(XyX) nach rr.. 

Für die durch einmaliges, bezw. mehrmaliges „Rändern" aus A 
hervorgehenden Determinanten benützen wir der Kürze halber manch- 



mal auch die von Herrn Gundelfinger eingeführten Zeichen rj, 



I u. B. f.; es ist also z. B. 



0- 



41 n^r/i/tfiv ' 



1. Evlfsformeln für die Einteüting der Kurven stveitesi Gratks. 
Die in einem beliebigen DreieckskourdinatenByBtem gegebene Gleichung 
einer Kurve zweiter Ordnung 



(1) 



rt«,.)-2%«. 



.0 Ci-", 



D- 






erhält, wenn man ein neues Koordinatendreieck eiofülirt, deaaen Ecl 
die Koordinftten y^, Zf, S; haben, die Form 

ny,y)A-^ fi.^^^)A + n^>s):^,->r 2ny,z)x,x,->r2f{y,s)x^x, 

Der Schnitt der Kurve mit einer beliebigen Geraden v = ',ye\ hat 
somit in dem auf dieser Geraden durch die Fundamentalpunkte y und J 
bestimmten Koordinaten sjstem die Gleichung 

f(y,y)^i + f(^,^)4 + 2f(y,D}x,a-, = 0, 
und durch den Rang und das Vorzeichen der Determinante 

\f(<i,y) rt»,») 

!/■(!(,«) /■(»,") 

ist die Beschaffenheit dieses Schnittes bestimmt. Für q{D) = schneidet 
die Gerade v die Kurve, und xwar imaginär oder reell, je nachdem 
D> oder <0 ist; für p(Z>)= 1 berührt sie dieselbe, und für ?(!)) = 2 
gehört sie ihr ganz an. 

Der Eang von D ist somit durch die Lage der Geraden v in Be- 
zug auf die Kurve allein bestimmt; er ist unabhängig von der Lage 
der Punkte y und z auf dieser Geraden, und wenn e{D) = ist, so gilt 
das Gleiche für das Vorzeichen von D. 

Ist nun J^(h, m) die adjungicrte Form von f{x,x), so besteht durch 
Vermittelung der Gleichungen Uj = (j/jg,) (.. *, '=i. s, s) die Identität') 

1) Gundelfinger: Vorlcanngen etc. 8. 37. 
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I 



oder 
(3b) 
irenn wir 



»SS 







Betzen.*) JJie Determinanten D iind V aind aber nicht nur eiDander 
gleich, sondeti] sie haben auch immer den gleichen Bang. Um dies zu 
zeigen, ersetzen wir ziinUchat in (3a) f{y,y), f(z,s), fiy,') durch 
F(v,v), f{w,'ui), F{v,w) und erhalten dann, da Ä-f{x,x) die adjun- 
gierte Form Ton F{u,u) ist, die unter Zuziehung der Gleichungen 
(4) J/i-Kw,) (-.»,. = 1.»,.) 

bestehende Identität 



(58) 



-'My,y), 



I F{v,v) F(v,tc) I 
I F{v,w) F{w,w) I 

aus der direkt folgt, daXs bei einer nicht entarteten Kurve die beiden 
durch einen nicht auf ihr liegenden Punkt y gehenden Tangenten ima- 
ginär oder reell siud, je nachdem Af{y, y) > oder < ist. Die linke 
Seite von (5a) kann aber noch auf eine andere Form gebracht werden, 
Ist y = {vte) ein Kurvenpunkt, so niässen fiSr ihn, da die durch ihn 
gehende Taugente die Koordinaten Ar, -|- /tw, hat, die fünf Gleichungen 
f,{y)-lv,-fLU), = (.■=!. i.J), 

»gleich erfüllt sein, und aus ihnen «rgiebt sich durch Elimination 
Ton j/(, k, fi 



Diese Gleichung sagt also dasselbe 



aus wie die Gleichung 

~FHv,w) = 0, 



i) OewOhnlich setzt i 
•b xweckmBfsig 
also F{r. 



an F{v, ü) ^ — 1 I ; ea wii'd sich aber im folgenden 

doH negative VorKeicben in die Deteiminante anfza- 

I ED setsen. — Zugleich sei bemerkt, dafs aus ülei- 



lämag (3a) unmittelbar folgt: es ist F(t>,e)> oder < 0, je nachdem die Gerade 
t die Kurve in zwei imaginären oder in. zwei reellen Funkten schneidet. 
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C. Eoehleb: 



und da beide Gleichungen von demselben Grade in den v^ und tt\* sind, 
so können sich ihre linken Seiten nur durch einen Zahlenfaktor unter- 
scheiden, der sich gleich A ergiebt. Man erhält somit 



F(v, v) F(v, w) 
F(Vj tv) F{w, w) 



-H 



V — W 

V w 



) 



und also aus (5 a) die unter Zuziehung der Gleichungen (4) bestehende 
Identität 



/■(y,y) = ( l 3 



oder nach (2) und ausführlich geschrieben 



(5 b) 



A = 



a 



11 



«12 «18 - «'l - ^1 



a 



IS 



a 



n 



«13 «I 



SS 



«SS - ^s 
a., — v. 



"SS 



w. 



— w. 



V, 



w. 



t?c 



w, 



V, 



2 



3 



W, 













Da q(D), wie wir gesehen haben, von der Wahl des Punktes 
y =" {vw) auf der Geraden t; unabhängig ist, wählen wir jetzt für w 
die Gerade mit den Koordinaten w^= 1, u?; =» u^j => und erhalten so 
die Gleichung 



(6) 



D 



*t 



kk 



(* = 1, S,8), 



in der V^j^ die zu dem Element a^j^ gehörige Unterdeterminante Ton 
V bedeutet. 

Ist nun (>(D) = 0, so ist nach (3b) auch p(F) = 0. Ist (>(D) = 1, 
so mufs mindestens eine Hauptunterdeterminante von D, also mindestens 
ein Vj^j^ von Null verschieden und somit auch p ( F) = 1 sein. Ist 
endlich q(D) = 2, so mufs einerseits V^j^ = (k=l,2, 3), andrerseits aber 
auch F44 Tri -4 = sein, weil dieser Fall nur bei einer entarteten Kurve 
zweiter Ordnung eintreten kann; es ist also dann (>(F) mindestens ^ 2. 
Da aber 

ist und nicht alle v^ zugleich Null sein können, mufs (>(F) =» 2 sein. 

Es ist somit immer 

(7) ()(Z)) = p(F) w. z. b. w. 

Vertauscht man in den Gleichungen dieser Nummer Xf, bezw. y,., 
0^ mit U|, bezw. t;^, Wf, so erhält man die ihnen entsprechenden fUr 
die Kurven zweiter Klasse gültigen Formeln. 



über die Klassifikation der Kurven und Flächen zweiten Grades. 
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2. Hiüfsformeln für die Einteilung der Flächen zweiten Grades. — 
Es sei 

(8) f{x,oc) = ^a^j^XiXj^ = («a=''ti/ '.*=i. 2' 8» 4) 

die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten, 
dann hat ihre Schnitikurve mit einer durch die drei Punkte y, z, s be- 
stimmten Ebene v, die auf ein ebenes Koordinatensystem mit dem 
Fundamentaldreieck yzs bezogene Gleichung 

(9) f{y,y)^i + f(^ye)^2 + f(s,s)xl + 2f{y,z)x,x, +2f{y,s)x^x^ 

+ 2f{z,s)x^x^^0. 

Die Determinante dieser Schnittkurve ist somit 

fiyyv) f(y,^) f(y,s) 



(10) 



D = 



f{y>^) f(^,^) fi^^s) 

fiy^s) f{z,s) f(s,s) 

und da der Rang von D den Grad ihrer Entartung angiebt, so mufs 
g(D) unabhängig sein von den zur Bestimmung der Ebene v gewählten 
Punkten y, z, s. 

Ist nun die Fläche eine nicht entartete Fläche zweiter Ordnung, 
so ist V dann und nur dann eine Berührungsebene derselben, wenn die 
Gleichung D = für drei beliebige ihrer Pimkte erfüllt ist. Anderer- 
seits mufs dann aber auch 

F(t?,t;) = 

sein. Diese beiden Gleichungen sind, wenn man 

(11) Vi - (yj^sO; ^« ^ "T (yi^sO; ^3 = (!/i^20> «^4 = - Gfi^s^s) 
setzt, von gleicher Dimension; ihre linken Seiten müssen somit bis auf 

einen Zahlenfaktor, der sich gleich der Einheit ergiebt, übereinstinmien, 

d. h. es besteht durch Vermittlung der Gleichungen (11) die Identität 

/*(y,y) f{y,^) fivys) 
f(y,^) f{^,^) f{^,s) 

f(yyS) f{ZyS) f{s,s) 



(12a) 



oder 

(12b) 

wenn 



^ I(v,v) 



D^V, 



a 



11 



a 



12 



a 



a 



18 



a, 



22 



F = 



a 



13 



a 



23 



13 
«23 
«33 



a 



li 



— V, 



a 



24 



— V. 



2 



a 



81 



-- V 



8 



a 



14 



a 



24 



a 



34 



a 



44 



— Vi 



r. 



V. 



v. 



t;, 







gesetzt wird. 
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C. KoEHLKR: 



(13) 



Die Gleichungen 

f{y,y)f{ByZ)-f^{y,z)^Q, bezw. F{y,v)F{w,w) - F\v,w) ^ 

sagen aus, dafs die Gerade \yis\y bezw. die Gerade \vw\ die Fläche (8) 
berührt. Ist nun \yz\ =» \vw\j also 

so ergiebt sich wie oben, dafs unter Zuziehui^ dieser Gleichungen die 
Identität besteht 

(14a) F{v, v) F{w, w) - F>{v, w) = A[fiy, y) f{z, z) - ^(y, z)\, 

die durch ganz analoge Betrachtungen, wie sie in Nr. 1 angestellt 
wurden, die Form erhalt: 

f{yyy) f{y,^) 

oder nach Gleichung (10) 

«11 






(14b) 



Du- 



«14 



»12 

a 



«18 



28 



a 



24 



Vi 



Wi 



t?c 



w. 



2 



»28 
«88 
«34 

Wo 



«14 
«24 



— Vi — tVi 



— V. — ev. 



2 



a 



84 



a 



4A 



— V. — tVc 



— v^ —w. 



V, 



w, 













Endlich erhält man, wenn man in (12a) f^y^y) etc. durch F(vyv) 
etc. ersetzt, die unter Berücksichtigung der Gleichungen 

yi = Kw^80; y2 = -K«'80; ys = (<'lW'2^4); y4 = -(«'lM'2^8) 

identische, d. h. für den Schnittpunkt y dreier beliebigen Ebenen v, 
Wy r, gültige Gleichung 

F(v,v) F{v,w) F{v,r) \ 



(15a) 



jF(v, w) F{w, w) F{w, r) 
F(v, r) F(w, r) F{r, r) 
die auch auf die Form gebracht werden kann: 



= ^Y(y,y), 



«11 «12 « 



a 



12 



a 



22 



a 



18 



«28 



(15b) D„,„ = 



«14 «24 



V, 



V, 



Wi «?- 



2 



18 

«28 

«88 

«34 

<^8 
W^ 



«14 
«24 
«84 



— v. —w, — r. 



a 



44 



V, 



— V, 



Va 



— M?« 



— Wf^ 



— Wa 



— r. 



— r. 



— r. 



V, 



Wa 






















(^ber die KlassidlcBtioa der Eiir 



I luiii Klilchon zweiten Graden. 
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1 wir aufBerdera noch Ti = 



Da nun dor Haag von D nicht von der Lage der Punkte y, s, s 
in der Ebene w abhängt, können wir in Gleichung (14b) w^ = 1, 
^^ Wj = »", = (f„ = setzen und erhalten dann 

^Kimd ebenso aus (lob), 

^■setzen, 

■■(17) Z)„,.. = V,t.a l»,.= i.a,ii,<). 

^ ÄuB diesen Gleichungen folgt aber genau wie in Nr. 1, dafs stete 

(18) S(fl) = i,(F) 
and auch 

(19) S(B.,) - fC.) 

irt, wo K^ die auf der rechten Seite von (14b) stehende Determinante 
bedeutet. 

Wenn man in den Gleichungen dieser Nummer überall die Punkt- 
koordinaten mit den Ehenenkoordinatea vertauscht, so erhält man die 
Omen entsprechenden für die Flächen zweiter Klasse gültigen Formeln.') 

3. Einteilung der Kurven eweiter Ordnung. — Um eine solche 
Kurve, deren Gleichung 
(1) f{x,x) = ^a,^x,Xt = (»*»=«t,-i H*"!,*.») 

sein soll, zunächst projektiv einzuteilen, haben wir aniser dem Grad 
ihrer Entartung, der durch den Rang ihrer Determinante A, also durch 
den Wert von q{ä} bestimmt wird, nur noch für q{A) < 2 featzu- 
■telleu, ob die Kurve reell oder imaginär ist. Dazu dient uns die aus 
der Determioante A und ihren Hauptunterdeterminanten gebildete Reihe 
^Aitk.Uf -4jj, 1 oder einfacher geschrieben 

itk der i und k unter den Zahlen 1, 3, 3 imnter so gewöMt werden 
loUen, dafs ihre beiden ersten Glieder nicht sugleich verschteinden. 

Wir zeigen, dafs eine solchu Aufstellung der Reihe (S) immer 
möglich und die Kurve reell oder imaginär ist, je nachdem diese Reihe 
Zeichen Wechsel aufweist oder nicht. 

Ist if{A) = 1, 80 mufs nach dem in der Einleitung zitierten Satze 
I Qündestens eine Hauptunterdeterminante A^n von Null verschieden sein, 

1) Die Gleicbungeo von Nr. 1 und Ni. 2 lassen sich ohne Schwierigkeit 

I Uch durch rein analytische Betrachtongeu herleiten. Der oben zu ihrer Herleitung 

ESingWchlagene analytisch - geomctriBche Weg- aehlieret sich aber enger an den- 

in der folgenden UnterHucbuug zur Klaesifibation fiUirt, und iat 

3 hier vorauziehen. 
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C. KniHLEB; 



und je nachdem A^^ < oder > ist, wird die Seite S, des Koordiiöat^m- 
dreiecks von dem durch (1) in dieaeni Falle dargestellten Geradenpaar 
in zwei reellen oder in zwei imaginären Funkten geBchnitten, ist dieses 
selbst also reell oder imaginär. 

Ist p{A) = und «,. = 0, ao ist die Ecke JT, des Koordinaten- 
dreiecks ein Kurvenpunkt; ea mufs also mindesteus eine der beiden 
durch sie gebenden Seiten desselben — ea sei die Seite S^ — die 
Kurve in zwei verschiedenen reellen Punkten schneiden und somit sicher 
A^^ ■< sein. Ist aber f/{A') = und A^.^ = 0, so berührt die Seite S, 
die Kurve; ee gehen abo mindesteua durch eine der beiden auf S^ lie- 
genden Ecken des Koordinatendreiecks, d. h. durch J^i zwei verschiedene 
reelle Tangenten, es niui's ruithin nach Nr. 1 Aut; < sein. Unsere 
Überlegung zeigt somit, dafs auch für q{A) = die Reihe {li) in der 
verlangten Weise aufgestellt werden kann. Sie zeigt aber auch, dafs 
die Kurve für q{A) = D, falls in (/() ein Glied fehlt, immer reell ist, 
und dafs dann {li) immer einen Zeichen Wechsel besitzt. Sie zeigt 
endlich, dafs, auch wenn in (II) kein Glied fehlt, das Auftreten eines 
negativen Gliedes, alsi) daa Auftreten von Zeichenwechaeln genügt, am 
die Realität der Kurve festzustellen. Ist dagegen ,4,^ > und 
AOfi > 0, so schneidet die Seite Si^ des Koordinatendreiecka die Kurve 
nicht reell, und es gehen durch die auf S^ liegende Ecke N^ keine 
reellen Tangenten, die Kurve mufs also in diesem Falle imagiiütr sein. 

Wir haben demnach, wenn wir mit iv{A) die Anzahl der Zeichen- | 
Wechsel der geeignet aufgestellten Reihe (li) bezeichnen, für die Eorven ( 
zweiter Ordnung folgende projeicUve Einteilung : ■ 

Die durch Gleichung (1) gegebene Kurve ist für 
1) e(J) = und 



ein imaginärer Kegelschnitt'), 

1, 2 ein reeller Kegelschnitt, 

ein imaginäres Geradenpaar, 

1 ein reelles Geradenpaar, 
eine (immer reelle) Doppelgerade. 

Die metrische Einteilung der Kurve ist bedingt durch die projektive 
BeBchafTenbett ihres Schnittes mit der unendlich fernen Geraden g^. 
Bedeuten also in 

n_|rt.v,!() /■(»,») I 



„) w{Ä) . 
ß) »W- 

2) s(A)-l und 

3) eU) - -2 



1) Unter einem KegeUcbnitt veratchen wir, wie dies auch aonat vielfach ge- 
schieht, immer eine nkht ettlartrtc Kurve zweiter Ordnung. 



über die KlaaBJßltation der Kiirven unil Flächen zweiten (irades. 
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1 nnd z zwei beliebige Punkte von (f^, ao ist dieser Schnitt nach Nr. 1 
VIBt p(-D) = ein imaginäres oder ein Teelles Punktepaar, je nachdem 
Bj)> oder <0, für e{D) — 1 ein zusa-nimenfallendes Punktepaar, für 
j0(i)) = 2 endlich gehört ;/^ der Kurve ganz an. 

Die metrische Einteilung der Kurve ist somit vollzogen. Es lassen 
ich aber ans den filr sie gefundenen Kriterien noch die Koordiuatea 
kr beiden heliehigen uneigentlichen Punkte y und s durch die Koor- 
I 9, von g^ ersetzen. Ist uänilicb 



?s 



^gt aus Nr. 1, Gleichung t3b) und \^T) D = Q und q(D) = q{(^, 
I wir erhalten demnach, wenn wir die Anzahl der Zeichen Wechsel der lleihe 
wQ, 1 mit u){Q) bezeichnen, folgende melriscitc Einteilung für die Kurven 
Itveiter Ordnung: Es gehört der Kurve an für 

1) eiV) = und 
«) u'(Q) = ein imaginäres uueigentliches Punktepaar, 
ß) ^"{Q) = ' •■''" reelles uneigentliches Punktepaar, 

2) ff{Q) = 1 ein uneigentlicher Doppelpunkt'), 

3) p{Q) — 2 eine uneigentliche Gerade. 

Wie die projektive und die metrische Einteilung über einander 
fegreifen, ist aus Tabelle 1 (8. 45) zu erBehen.') 



1) Dieser Punkt ist zwar im Sinne der Theorie der alf^braificheo Karren 

nur Or , {Ä)^i} ein Doppelpunkt der Kurve. Da er aber auf der Geraden g^, 

voiaaf es hier allein ankommt, auch für q{A')=-Q als Doppelpunkt entcheint, so 

I mofB er konsequenter Weiae in allen FäUen ata Doppelpunkt beeeichnet werden. 

B — Eine ühnlifhe Bemerkung, die nicht auigefflhrt in werden braucht, wäre bei 

ritt metrischen Einteilung der FlUcben zweiter Ordnung zn machen. 

•i) Wenn die Kurve auf ein Koordinaten dreicck bezogen ist, desnen Seite 
^ 3= die Gerade g^ iet, ao gestaltet aicb ihre metrische Einteilnng inBofern 
fiel einfacher, als dann die Betrachtungen von Nr. 1 QberÜÜMig werden. Dann 
irt ulmlich a^^^^-\- ta^^x^z^-^- a^A=' die Gleichung ihres Schnittes mit g^ in 
dem durch die Pnndamentalpnnkte :^ =^ und a^ ^ auf g^ filierten Koordinalen- 
■jritem, ihre metrische Einteilung ist also bestimmt durch ((-^k) und den aus der 
B«ifae jI,,, t ta entnehmenden Wert von ui(.4ii) In der Tabelle tritt somit, Talla 
die Kurve durch eine Gleichung in ÄartesweAeii KoordinaUn gegeben iat, ji,, an 
Stelle von q. 



L. 
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4. EinteUutuf der ebenen Schnitte einer Fläche eweiier Ordnung. 
— In Nr. 2 haben wir als Gleichung der Kurve, welche eine Ebene 
V = \ifes\ ans der Fläche 

ausschneidet, die auf ein ebenes Koordinatensystem bezogene Gleichung (9) 
gefunden. Die projektive Einteil-ung dieser Kurve ist somit nach Nr. 3 
bestimmt durch den Rang der Determinante 

/■(y, ») /■(».«) /■(»,») 
/■(», 0) n; >) Hh s) 

und durch die Anzahl der Zeichenwechael der Reihe 

(R') I>D..,», D.., 1, 

wobei nur noch zu bemerken ist, daTs hier q{I)) auch = 3 sein kann, 
da in Gleichung (9) alle Koeffizienten verschwinden müssen, sobald die 
Ebene v der FUiche ganz angehört. 

Nach Nr. 3 stimmt aber der Rang von D mit dem Rang ' 



t 



<Hi 


«u 


fljj 


a„ 


<h. 


"11 


»o 


".. 


«a 


«» 


»» 


»s» 


»1. 


".. 


"« 


»« 



I 



überein, und es kann nach den Gleichungen (12b}, (16) und (17) die 
Reihe (fi'} durch die Reihe 

Tertreten werden. Die projektive Einteilung des Schnittes einer be- 
liebigen Ebene v mit der durck (8) gegebenen Fläche zweiter Ordnung 
ei^iebt sich somit einfach aus den Werten von p(F) und iv{V). 

Die inetriscJte Einteilung diesea Schnittes, die selbstverständlich nur 
dann einen Sinn hat, wenn v eine eigentliche Ebene ist, hängt allein 
ab von dem Range und dem Vorzeichen der Dutenninante 

]/■(»,!/) f{y,')\ 



D... 



wetm in ihr für y und n zwei uneigentUdie Puukte dei 
nommeii werden. 



Ebene i 



g«- 
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Da aber dann die Gerade \ yz \ = | r^^ | die aueigentliche Gerade 
der Ebene v ist, atimmt nach Nr. 2, Gleichung (14b} und (19) hier 
D,, mit der Determinante 

^H in Wert und Rang überein, die metrische Einteilung der Scbnittkurre 
^H ist also auch durch ^(K;) und den aus der Reihe 
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«11 
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»1. 
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«1. 
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«B 
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»J. 
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Die für unseren Schnitt giltige Tabelle V (S. 49) erhält man 
somit aus der Tabelle 1 einfach dadurch, daTs man in dieser Ä durch 
V und Q durch F, ersetzt und ihr eine Kolonne fttr p(F) = 3 hin- 

(Fortaetznng folgt.) 



Nachträglither Zusati: S. 22 Z. 12 t, o. ist statt „da sein von Herrn Ftobenin» 
gegebener Beweis durchaus elementarer Natnr ist" zu leBon „da die von Gundel- 
finger (Jounial f. Math. 91 (ISSl). 229 und von Ftobenius (Sitzungsberichte 
dar Berl, Akad. 1891. I. S. 345 f.} gegebenen Beweise dieses Satzes durchaus ele- 
mentarer Natur sind" und dann Änm. 1) zu xtroichou. 

S. 23 'l. IS V. o, füge man die Anmerkung hinzu: Den Kang einer Deter' 
minante nennen wir r, wenn alle ihre ünterdeterminanten (r — l)tet Stufe, die- 
jenigen rter Stufe aber nicht »ämtlich verschwinden. Eine nicht verschwindende 
Determinante hat also den Rang Null; eine verschwindende Determinante, deren 
üoterdeterminanten erster Stufe nicht «ilmtlich verschwinden, hat den Hang 1 n. a. w. 
Unsere Bangzahl ist «omit identisch mit Sylvesters „nollity" (Ämer. Jonm. of 
Math. 6 (1684), -271) und der von Frobenius (Joum. f. Math. 82 (1877), SBO) aU 
Bang einer Determinante definierten Zahl insofern komplementär, als sich leini^ 
nnd unsere Rangzahl zum Orad der Determinante er^jizen. 

Heidelberg, 21 Februar ia02. 



Physikalische Probleme der Gleichstronunaschine. 

Von Ä. RoTTH in Berlin. 

Die nahen Beziehungen zwischen Physik und Elektrotechnik lassen 
eine nähere Begründung überflüssig erscheinen, wenn in diesen Blättern 
von der Gleichstromniaecliine gesprochen werden soll, in der Abaicht, 
daa Interesse für einige ihrer itliysikali scheu Probleme von neuem an- 
zuregen. Nach ihrer schnellen Entwickelung in den letzten Jalirzehnten 
ist die Gleichstronimaschine seit einiger Zeit in den Zustand eingetreten, 
wo nach allgemeiner Erfahrung umwälzende Änderungen vorläufig nicht 
zu erwarten sind, und wo das Streben nach ihrer weiteren Verbesserung 
und nach Erhöhung ihrer Leistungsfähigkeit zu vertiefter Behandlung 
solcher physikalischen Erscheinungen au ihr leitet, deren Behandlung 
während der Entwickelung melr emjiirisch erledigt werden mufat«, 
Ich beabsichtige nun in folgendem zunächst berichtartig die wesent- 
lichsten Punkte zu besprechen, die auf die Ausgestaltung der jetzigen 
Gleichstrommaschine von EinHufs sind, nnd dabei besonders ihre ge^n- 
seitige Abhängigkeit hei-vortreten zu lassen. Der Zweck dieses ersten 
Teiles soll lediglich sein, eine knappe zusammenhängende Übersicht 
bekannter Dinge zu geben, etwa in dem Sinne des im „Jahresbericht 
der Deutschen Mathematiker- Vereinigung VII, 1 " wiedergegebenen Vor- 
trages von H. Goerges ,J)ie praktische Berechnung der Dynamo- 
maschinen, insbesondere für Gleichstrom", auf den ich hinweise, da 
das Folgende mit dem Inhalte jenes Vortrages in gegenseitig ergänzender 
Beziehung stehend gedacht werden kann. Im Anschluis an den ersten 
Teil soll die durch die Änkerrückwirkung entstehende sogenannte 
Feldverzerrung eingehender betrachtet werden. Ich versuche damit, 
einen Beitrag zur Behandlung eines der wichtigsten Punkte der Dynamo- 
maschine zu geben, unter Benutzung von Anschauungen, die von den 
gebräuchlichen teilweise abweichen. Der Zweck der ganzen Arbeit 
erlaubt die Beschränkung auf die Gleichstrommaschine einfachster Art, 
deren allgemeine Kenntnis natürlich vorausgesetzt ist. 
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A. Rottb: Physjkaliachp Probleme der Gleichstrommaachine. 3ft 

I, 

Bei der Bearbeitung (loa Entwurfes einer neu zu erbauenden 
Djaomomaschiiie verlangter Leistung die einander teilweise wider- 
aprechenden tecbmBchen und wirtschaftlichen Bedingungen in Einklang 
Kn bringen, erfordert ein mehr oder weniger häufiges Ändern der 
einzelnen Teile der Maschine. Ar Rechnungen kommen bei dieser 
allmählich gestaltenden Thätigkeit vornehmlich zur Anwendung die 
Berechnung der elektromotorischen Kraft einer Maschine von gegebenen 
Verl^tnissen und die Berechnung der Erregerwicklung auf den Feid- 
magnetschenkeln . 

Die Formel für die E.M.K. einer zweipoligen Dynamomaschine: 
(1) e (Volt) = «sFSS 10-\ 

worin n die Umdrehungszahl des Ankers in der Sekunde bedeutet, 
e die Anzahl der induzierten Leiter auf dem Umfange des Ankers, 
F diu dem Anker zugekehrte induzierende Flüche eines Poles in qcm, 
8 die Kral'tliniendichte im Luftapalt zwischen Poiiläche und Anker, 
beruht auf dem Grundgesetze der Induktion eines Leiters von gewisser 
Länge, der mit gewieser (Geschwindigkeit die Kraftlinien eines mi^e- 
tischen Feldes von der Dichte © senkrecht durchschneidet. Die Länge 
der einzelnen Leiter erscheint in der Formel vertreten durch die eine 
Dimension der induzierenden Fläche F, die lineare Geschwindigkeit der 
Leiter durch die andere Dimension von F und die Umdrehungszahl. 
DaTs in der Formel nur die eine Polfläche auftritt, hat seinen ein- 
gehen Grund in der Parallelschaltung der beiden Ankerhälfteu durch 
die stromabnehmenden Bürsten. Bei ungleichmäfsiger Verteilung des 
Magnetismus im Luftspalte ist unter S9 die mittlere Kraftliniendichte 
zu verstehen. 

Der Formel (1) kann genügt werden durch einen Anker beliebiger 
OrÖCse; bestimmt wird diese erst durch die der geforderten Leistung 
entsprechende Stromstärke, Im Beginne der Entwickelung der Dynamo- 
maachine war man, in mifsverständl icher Ubertrt^ung des Gesetzes der 
grölsten Leistung galvanischer Elemente bei gegebenem äufseren Wider- 
stände, vielfach der Meinung, dal's der Ankerwideratand der Dynamo- 
maschine eine gewisse erhebliche GrÖise haben müsse. Ein ähnliches 
Mifsverständnis, bestehend in der Verwechselung der gi-öJ'sten Leistung 
eines Elektromotors nach dem Jacobischen Gesetze mit dem Wirkungs- 
grade (Nutzefl'ekte), war noch in den ^^Oer Jahren von Werner Siemens 
wiederholt richtig zu stellen, in Wirklichkeit schädigt der Anker- 
iderstand durch die Strom wärme in den Ankerleitem unter allen 
Umständen den Wirkungsgrad der Maschine und Ist deshalb thnnlichst 
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klein zu halten. Ein kleiner Änkerwid erstand verlangt aber grolBeii 

Querschnitt der Ankerleiter, damit grofaen Anker und grofse Ab- 
messungen der ganzen Maschine, die dann wieder wegen zu hoher 
Her ateUungB kosten unwirtschaftlich werden kann. Praktisch hat sich 
nun, nachdem mehr und mehr der zuläsgigen Erwärmung der Maschinen- 
teile Beachtung geschenkt ist, als bestimmend für die Abmesaimgen 
des Ankers die Bedingung herausgebildet, dai's die Oberfläche des 
Ankers (und ebenso die der anderen stromführenden Teile) grot's genug 
sei, um bei der zulässigen Temperaturerhöhung (im allgemeinen etwa 40") 
alle durch den Strom, durch Wirbelströnie und Hyateresis in den 
Leitern und im Ajikereisen erzeugte Wärme durch Strahlung und 
Leitung an die Umgebung abführen zu können. Wie grol's dabei die 
für eine gewisse Wärmemenge erforderliche Oberfläche zu nehmen ist, 
hängt sehr von der Bauart der Maschine ab. Die Wärme wird 
hauptBäehlich abgeffihrt durch Leitujjg an die umgebende Luft, und 
diese in regelmäfsiger Strömung bei niedriger Temperatur mit den 
warmen Oberfliichen in Berührung zu bringen, wird bei den jetzigen 
Dynamomaschinen immer sorgfältig btirücksichtigt. Wenn nun schon 
die Mitberücksichtigung der im Änkereisen entstehenden Wärme bei 
verschiedener Abkühlungsfähigkeit der Oberflächen die Wahl des Leiter- 
querecbnittes erschwert, so wird die Aufgabe durch andere Umstände 
noch verwickelter. Zunächst ist von der Ankei^Öfae auch die in- 
duzierende Fläche abhängig, da matt den von den Feldpolen umfafsten 
Bogen naturgemäfe so grofs nehmen wird, wie mit andern Bedingungen 
verträglich. Bei gröfaerer induzierender Fläche, also bei gröfserem 
KraftfluBse F-ffl, wird aber der Gleichung (1) mit einer geringeren 
Zahl Ankerleiter genügt, die infolgedessen einen entsprechend grÖfseren 
Querschnitt haben können. Von dem Ankerdurcfameaaer hängt wieder 
sein Verhältnis zur Länge ab, das die Erfahrung wenigstens in weiteren 
Grenzen dahin festgelegt hat, dafs der grÖl'sere Anker eine relativ ge- 
ringere Länge erhält. Aufser der Rücksichtnahme auf verschiedene 
andere weiterhin behandelte Einflilaso erschweren dann noch kleinere 
umstände die Übersicht, so die Art der Isolation der Ankerleiter, das 
aus mancherlei praktischen Gründen schwankende Verhältnis der nutz- 
baren, wirklich induzierten Länge eines Leiters zu seiner ganzen Länge. 
Dieser Hinweis wird zur Genüge zeigen, dal's die einzelnen bestimmenden 
Gröfsen nicht in einfachen Verhältnissen zu einander stehen. Man ist 
hier, wie bei vielen andern technischen Aufgaben, immer wieder gern 
geneigt, eine rationelle Behandlung etwa nach Art des von Newton 
angegebenen Prinzips der mechanischen und phoronomischen Verwandt- 
schaft zu versucbeu, und thataächlich stellen sich auch die Onmd- 
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elemeote des Prinzipe, die Anschauung unterstützend, ujiwillkürlicL 
von selbst ein, aber seine genauere rechnerische Benutzung scheitert 
immer schon bei den ersten Sehritten an der Kompliziertheit der Auf- 
gabe und an dem Einflüsse solcher bestimmenden GrÖl'sen, die rechnerisch 
überhaupt nicht zu fassen sind. Hinsichtlich der ersten Bestimmung 
der AukergröfBe für eine gegebene Leistung ist man deshülb ganz auf 
versuchsweise, der Erfahrung entlehnte Annahmen angewiesen, die bei 
weiterer Bearbeitung der Aufgabe zu korrigieren sind. Die Erfahrungen 
sind vielfach iu empirischen Formeln für die ÄnkergrÖfse zusammen- 
gefafst, die gelegentlich zu Vergleichszwecken auch dienlich sein können, 
deren Benutzung aber immer die kritische Beachtung ihres Geltungs- 
bereiches und ihrer Herkunft verlangt. Dasselbe gilt von den in ver- 
breiteten Handbüchern enthaltenen Angaben über zulässige Stromdichte 
in den Änkerleitem, erforderliche Kühlfläche für den Anker und für 
die Schenkel Wicklungen und über andere Verhältnisse, die ihrem Wesen 
nach so schwanken«! sind, dafs statt der bestimmten Angaben 
unbestimmte Betrachtungen der beeinfluaeendeu Faktoren viel er- 
wünschter wäre. 

Die vorläufige Bestimmmig der Ankergröfse giebt den ersten An- 
halt zur Formgebung des M^netgestelles unter geeigneter Wahl der 
Kr&fliiniendichte in den einzelnen Qestellteilen. Die typische Form 
moderner Gleichstrommaschinen ist vollständig symmetrisch mit gleich- 
mäfsig auf die Schenkel verteilter Erregerwicklung, wie Fig. 1 ^) für eine 
zweipolige Maschine andeutet. Die zur Herstellung des gesamten 
magnetischen Kraftflusses F ■ 99 erforderlichen 
Ampere Windungen in der Erregerwicklung sind 
nun nach der unübertrefflich einfachen, von 
Rowland, Werner Siemens, Kapp u. a. ge- 
schaffenen und in ihrer jetzigen Form von 
J, Hopkinson gegebenen Methode bestimmbar, 
der die fruchtbare Anschauung vom magnetischen 
Widerstände, der m^netomotorischen Kraft und 
deren Analogien mit den elektrischen Gröliieu 
zu Gnmde liegen. Danach ist für jedes Centi- 

meter Kraftlioienlänge *) in den einzelnen hintereinander geschalteten 

Teilen der magnetischen Kreise der Maschine zur Überwindung des 

L magnetischen Widerstandes eine gewisse Anzahl Amperewindungen 

I) Die Pigoreii 1, 2, 4, sind mit Ireundlicher Erlaubnis des Uerm Goergea 
er eingongB erwähnten Arbeit entnommen. 
2} Der einfacheren Ausdrucks weite wegen ist hier wie im folgenden kein 
DntttBcbied zwischen „Kraftlinien" und „Indaktionslinien" gemacht. 
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auiznwendeD, die von der Kraftlioieiidichte abhängt, rar die LuAI 
au8 0,4 3t (m/) = jB zu beiechnen, für die EisenteÜe aus experi- 
menteli gewonnenen Tabellen oder Kurven zu entnehmen ist. Die 
Summe der bo fdr die ganze Länge der Kraftlinien im äufsereii 
Rahmen (Joch), in den Schenkehi, in dem Luftspalt und im Änkor 
sich ergebenden Amperewindungeu, einschlieishch eines erheblichen, 
noch näher zu besprechenden Zuschlages, ist von den Schenkel- 
wicklungen zu führen. Die Rechnimg gilt genan allerdinga nur für 
geschlossene, gleichmäfsig bewickelte Eisenringe, und nicht für die 
m^netischen Kreise einer Djniimomaaehiue mit ihren sprungweise 
veränderlichen magnetischen Widerständen und verhältnismäfsig kurzen 
Spulen auf den Schenkeln. Aui'serdem bereitet die nicht scharfe Be- 
grenzung des magnetischen Feldes an den Polkanten, und die ungleiche 
Verteilung des Magnetismus unter der Polfläche bei Zahnankern in der 
Schätzung der wirklichen Gröfse der induzierenden Fläche imd des 
m^netischen Widerstandes im Luftspalte einige Schwierigkeiten. In- 
dessen giebt die Methode bei vorsichtiger Handhabung durchaus be- 
friedigende Resultate und hat, seit etwas mehr als einem Jahrzehnt in 
allgemeinem Gebrauche, die frühere Unsicherheit der wichtigsten Be- 
rechnung der Dynamomaschine gründlich beseitigt. Die rationelle Enb- 
wiekelung der Gleichstrommaschine ist ihr wesentlich zu verdanken,, 
und selten wohl hat eine gut begründete wissenschaftliche Anschauung 
einen so handgreiflichen praktischen Nutzen gestiftet. 

Vor Eingehen auf weitere Einzelheiten ist an dieser Stelle zweck« 
mäfsig die wirkliche Ausführung der Schenkel Wicklungen zu betrachten.. 
Diese verursachen natürlich einen gewissen Verlust an elektrischee 
Leistung, der den Wirkungsgrad der Maschine herabsetzt. Indessen 
erfolgt ihre Dimensionierung im allgemeinen weniger mit Rücksichi 
auf diesen immer nur kleinen Verlust, als vielmehr im Hinblick anf 
genügende Kühlfläche zur Abführung der entstehenden Stromwärme.. 
Die mafs geben den Gesichtspunkte lassen sich kurz erläutern unter. 
Annahme einer Nebenschlufsmaschine, bei der also zur Erzeugimg de» 
erforderlichen Stromstärke in den Windungen der Erregerwicklungen: 
die volle Klemmenspannung der Maschine zur Verfügung steht. Dift 
sinngemäfse Anwendung der Gesichtspunkte auf ßeihenschltiTsmaschinen! 
bedarf dann keiner weiteren Erklärung. 

In der vorUiufig festgelegten Form der Maschine ist nach Schatzangi 
ein gewisser Wickelrauni von meist rechteckigem Quersclmitt« fflr ditt 
Erregerwindungen vorgesehen. Bei gegebener Klemmenspannung de^ 
Maschine handelt es sich zunächst um Bestimmung des paesendni 
Drahtdurchmessers. Denkt man sich die Wicklung mit Draht toI 
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gewissem QuerBchnitte ausgeführt, womit also bei beatimmtem Wickel- 
rauiDG auch die Wiudungszalil und der Widerstand der Wicklung 
gegebeu ist, so entstehen die geforderten Ampere Windungen bei einer 
bestinimteu Spannung an den Spulenenden. Wenn man dabei femer 
die Windungszahl verkleinert, aber unter Festhalten der mittleren Länge 
fflr die verbleibenden Windungen, so sinkt in demselben Verhältnisse 
der Wideretand der Wicklung und umgekehrt steigt die Stromstärke, 
Hie Amperewindungszahl bleibt damit erhalten. Sind demnach all- 
gemein mittlere Windungslänge und Spannung gegeben, so entspricht 
einer gewissen Amperewindungszahl [Ä — W) ein bestimmter vou der 
DrahtwinduQgEzahl unabhängiger Drahtquer schnitt. Die einfache Formel 
für diesen: 

(2) ,.i^-jn±ji 

(worin q in qmm, die mittlere Windungslänge l in m, n in Volt aus- 
gedrückt ist, während r den Widerstand von 1 m bei 1 qmm bedeutet) 
ist dadurch ohne weiteres verständlich. Dagegen ist die Drahtwindunga- 
zahl und damit der Wickelraum mafsgebend für den Wattverlust in 
den Spulen und für deren Kühlung; denn der geringeren Drahte 
windungszalil ent8]iricht eine höhere Stromstärke, und der Wattverluat 
steigt quadratisch mit dieser. Bezeichnet man mit n die Windungszahl 
einer Spule, mit i die Stromstärke, mit c einen Koefhzienten, der 
das Verhältnis des Wickelraumquerachnittes zu der Summe der in 
ihm enthaltenen Leiterquerschnitte auadrückt, so kann die Formel (2) 
geschrieben werden 
(3) ctn = c'^^^. 

Darin ist aber cqii der Querschnitt des Wickelraomea, in die 
Ampere wind ungszahl, ei der Wattverlust. Da non das Kupfei^ewicht 
dem Wickelraum proportional ist, so steigt es bei gleichem Wattverluste 
quadratisch mit der Amperewindung.'^zahl. Ka lafat sieh weiter leicht 
zeigen, dafs, immer unter Annahme der gleichen mittleren Windungs- 
länge, wobei also der Wickelraimi nur in der Höhe parallel zur 
Schenkelaxe vergröfeert werden kann, bei gleicher Abkühlnngsfläche 
für 1 Watt das Kupfergewicht der Amperewindungszahl einfach pro- 
portional ist. Die Schenkellänge beeinflufst aber die GrÖfse der ganzen 
Maschine, also die für Schenkel und Joch aufzuwendenden Amp&re- 
windungen, so dal's die Gewinnung einer grÖfaeren Spulenoberflache 
unter den angegebenen Bedingungen wieder eine Steigerimg der Ämp&re- 
windungen im ganzen zur Folge hat. Eine nähere systematische Ver- 
folgung dieser Verhältnisse ist schon deshalb zwecklos, weil die Dicke 
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der IsolatioB auf Aea Drähten kein festes Verhältnis zu dem Durch- 
messer hat, vielmehr aus praktischeu Gründen eich stark und dabei 
ungleiehmäfsig ändert. Ahnliehea gilt von der Betrachtung des Ein- 
flusses der mittleren Windungalänge, Hbev den hier nur beispielsweise 
bemerkt sein mag, dafa bei Ersatz giifseiaemer viereckiger Magnet- 
Schenkel, wie sie in der Skizze, Fig. 1, angenommen sind, durch solche 
von magnetisch besser leitendem Stahlgufs und rundem Querschnitte 
mit angemessenen Verbreiterungen für die induzierende Fläche, unter 
sonst gleichen umständen eine Kupfererspamia von mehr als 30% 
erzielt werden kann. Die wenigen Angaben und die Betrachtung aus- 
geitihrter Maschinen genügen aber auch zu der Einsicht, in wie hohem 
Grade GrÖfse, Gewicht und Preis der Maschine von der Schenkel- 
wieklung abhängt. Eine thimlichst niedrige Ampere wind ungszahl für 
die Erregung zu erhalten, ist deshalb eine der wichtigsten Sorgen beim ■ 
Entwürfe einer Dynamomaschine. 

Bei der oben verlassenen Bestimmung der Amperewindungen auf , 
den Schenkeln war schon erwähnt, dals die so gefundene Zahl noch 
durch einen erheblichen Zuachlag ergänzt werden müsse, richtiger ' 
gesagt durch mehrere Zuschläge, die gröfstenteils mehr durch Schätzung ■ 
und Vergleich mit ausgeführten Maschinen, als durch Rechnung gefanden 
werden können. 

Die sprungweise Ändenmg des magnetischen Widerstandes, besondei's . 
an den Luftspalten zwischen Schenkel und Anker veranlafst ein teil- ' 
weises Ausgleichen der niaj^aetischeu Druckdifferenz auf Nebenwegen, < 
statt durch den Anker hindurch, namentlich den Übergang von Kraft- 
linien unmittelbar von Pol zu Pol, die zwecklos vom Joch und von den 
Schenkeln zu führen sind. Die Weglänge der Kraftlinien ist dabei i 
allerdings beträchtlich, ebenso aber auch der Querschnitt der magnetischen ■ 
Nebenschliefsung durch die Luft. Aus der Analogie der Verteilung 1 
magnetischer Strömung in Zweigleitungen mit dem Oh 
ist nun leicht zu erkennen, dafs ein um so gröfserer Teil des gesamten 
Kraftfluases durch die Nebenschliefsungen gehen wird, je grölser ver-' 
hältnismäfsig der Widerstand in den Luftapalten zwischen Anker imd^ 
Schenkel ist. Nun sind aus Gründen der Regulierung der Maschine 
auf die hier nicht eingegangen werden soll, bei Maschinen ge- 
bräuchlicher Art zweckmäfsig die für die Luftspalten zu verwendenden 
Ampere Windungen ungefähr gleich den Amperewindimgen für den 
übrigen magnetischen Kreia zu machen. Ein kleiner Luftspalt ver- 
ringert also nicht nur die nnmittelbar für ihn erforderliche Erregung, 
Bondem auch die Streuung, die EiTegung für Joch und Schenkel, mittelbar 
auch die Querschnitte dieser Teile und, mit Rücksicht auf das über 
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die Schenkel Wicklungen Gesagte, Grol'se und Gewicht der ganzen 
Hascliine in so hohem Grade, dal's mau im Hinblicke auf die nach- 
folgenden, seiner zu weit gehenden Verkleinerung entgegenstehenden 
Gründe, die Bemühungen zur llerstellüiig einer guten und wirtschaft- 
lichen Dynamo maech ine im wesentlichen für die richtige Bemessung 
dro Luftspaltes aufzuwenden hat. 

Die früher ge brau i'h liehen glatten Anker ergaben wegen des liaum- 
jdarfes der Leiter auf dem Umfange von selbst einen im magnetischen 
I grofsen Luftspalt. Diesen verkleinern zu können, war ein ge- 
richtiger Gmnd für die Aufiiahme des Zahnankers (Fig. 2), den man 
Mch aus dem glatten entstanden denken kann zimächst durch Ver- 
gröfBerung des Luftspaltss, Zusammen- 
ziehen der vorher dicht gereihten Leiter 
zn Gruppen mit Zwischenräumen und 
Ausfüllung dieser Zwischenräume durch 
fiisenkeile, die in der praktischen Aub- 
fOhning als aus dem Ankerkern hervor- 
Ltagende Zähne erscheinen. Zu dem mag- 
^tiacheu Widerstände des eigentlichen 
B'Ijuftspaltes ist dann noch der Wjder- 
Lnd der Zähne zu rechnen, der je 
ich den Umständen einen grÖfseren 
* oder kleineren Teil von jenem beträgt, 
während der gauze Widerstand der 

Absiebt gemülfi kleiner genommen wird als der Widerstand des 
Luftspaltes bei glattem Anker mit gleichem Gesamt quer schnitte der 
Leiter. Die Berechnung des magnetischen Widerstandes zwischen 
Schenkel und Anker ist, wie froher schon gesagt, beim Zahuanker 
etwas unsicher, da natürlich auch die Nuten zwischen den Zähnen 
Kraftlinien führen, deren Betrag bei hoher magnetischer Dichte in den 
Zähnen nicht unerheblich ist, und da ferner im eigentlichen Luftspalte 
die magnetische Dichte vom Zahn zur Nut und umgekehrt wechselt. 
Eine genaue Behandlung der ao entstehenden Kraftlinienverteilnng ist 
bis jetzt nicht durchgeitihrt, bereitet auch wegen der eigentümlichen 
letischen Eigenschaften des Eisens besondere Schwierigkeiten, ist 
keineswegs als überflüssig anzusehen. Denn aul'ser der doch 
merhin wünschenswerten genaueren Berechnimg des magnetischen 
IPiderstandes würde die Kenntnis der wirklichen Kraftlinienverteilung 
1 Zahnanker einen Schluls über die Wirbelstromverluste in den Leitern 
möglichen, die in den Nuten doch nicht vollständig magnetisch 
ichirmt sind. Aulserdem mul's sich die ungleiche Verteilung der 
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Kraftlinien im Lnftspalte auf eine gewisse Tiefe in das Eisen de« 
Schenkels hinein erati'ecken und dort, durch Wirbels trÖiiie und Hystereaia 
Verluste verursachen, die sich durch Erhitzung des Poleiaens kundgeben. 
Thatsächlich hat der neiierdiniifs vieli'ach durchgeführte Ersatz der 
massiven Pole durcli solche nach Art der Anker aus dünnen Eisen- 
blechen mit isolierenden Zwischenlagen hergestellte eine Verringerung 
der Verluste durch die Wirbelströme ergeben, tlber die Gröfse der 
Hysteresia Verluste gehen ilie Ansichten aber weit auseinander, über 
die Ausdehnung der wechselnden magnetischen Dichte im Poleisen in 
der Nähe des Lui'tspaltes fehlt noch jede klare Vorstellung. Diese 
Frage hängt übrigens nahe zusammen mit der weiterhin eingehend 
behandelten sogenannten Feld Verzerrung. 

Zu den besprochenen, . die Verhältnisse der Maschine schon bei 
stromlosem Anker beeintiuss enden Erscheinungen treten nun noch die 
durch den stromgebenden Anker veranlafsten, die teilweise wieder mit 
dem Luftapalte in Wechselwirkung stehen. Der Widerstand des Ankers 
und der Üb ergangswi der stand der Bürsten veranlassen einen mit der 
Stromstärke steigenden Abfall der Klemmenspannung, der durch stärkere 
Induktion der Ankerleiter ausgeglichen werden mul's. Bei dem immer 
verhältnismäfsig kleinen Anker w ider stände ist der Einflufs dieses Um- 
staudea auf die Schenkelerregung im allgemeinen nicht grol's und be- 
darf hier nur der Erwähnung. Viel einflufsreicher aber sind die Er- 
scheinungen, die unter der Bezeichnung „Ankerrückwirkung" zu- 
sammengefofst werden und die an Hand der 
sehe muti scheu Skizze Fig. 3 zunächst im Zu- 
sammenhange kurz erläutert sein mögen. Die 
Leiter auf dem Umfange des Trommelankers 
führen bei der durch Pfeil angegebenen Dreh- 
richtung und der bezeichneten Polarität der 
Feldmagiiete Strom in den durch Kreuz und 
Punkt angedeuteten Richtungen, wobei der 
letztere (Pfeilspitze) die Richtung vom Papier 
zum Beschauer bedeutet. Der Wechsel der 
Strom rieh tung in den Leitern beim Über- 
gange aus dem magnetischen Felde des einen 
Poles in das des anderen darf sich nun 
bekanntlich erst vollziehen, nachdem die gerade durch die Bürsten 
kurz geschlossene Windung bereits in die Nähe des anderen Poles 
gekommen ist, damit während des Kurzschluaaes die der Selbst- 
induktion des Leiters entsprechende magnetische Energie ohne 
Funkenbildung am Kommutator durch die Einwirkung der an- 
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iMifenden Polspitze in Energie gleicher Grölse mit ent^egengeaetztem 
Zeichen verwandelt wird. Die Bürsten sind also (bei einem Gene- 
rator) im Sinne der Drehrichtung etwa in die Stellung Ä,ij vorzn- 
schieben. Denkt man sich dazu die symmetrische Gerade B^li^ an 
den andern beiden Polspitzen vorbeigezogen, so entlült die Zone k^B^ 
bezw. Tfjfrj anf beiden Seiten des inkers Leiter, die wenig oder gar- 
iticbt von den Polen beeinflufst siad. Die Am p^e Windungen dieser 
Leiter suchen aber den Anker in der Kichtimg ns zu magnetisieren, 
entgegengesetzt der Richtung NS der Feldpote, und diese auf Eut- 
in ^netisiemng des magnetischen Kreises wirkenden Ampere Windungen 
müBsen wieder durch einen mit der Stromstärke des Ankers steigenden 
Zuschlag zu der Felderregung ausgeghoJien werden. Durch die sogenannte 
Sehnen Wicklung des Trommelankers läl'at sich übrigens erreichen, dal's 
die Leiter innerhalb der Zone 6iB, bezw. B^b^ Strom abwechselnder 
Richtung führen, die entmagnetisierenden Amperewindungen auf dem 
Anker damit wesentlich herabgesetzt werden. Gegen diese natürlich 
nur grobe, aber anschauliche Vorstellung dürfte wenig einzuwenden 
sein. Viel schwieriger aber ist die Wirkung der Amperewindimgen 
aof dem Anker zu bestimmen, die durch die Leiter zwischen tjÄ hezw, 
Bjftj imter den Polen erzeugt werden. Diese Windungen suchen den 
Anker in der Richtung v6 zu magnetisieren, senkrecht zur Richtung 
des magnetischen Feldes zwischen Anker und Schenkeln, das Zusammen 
wirken beider Felder ergiebt eine Verzerrung der bei stromlosem Anker 
Bjmmetrisch zu der Schenkelachse verUufenden Kraftlmien, sodafb deren 
Dichte an der im Sinne der Drehung vorderen Polkante gehchwdcht wird, 
an der anderen dagegen verstärkt (Fig 4) 
Dabei wird infolge der mit steigender Mag 
neti&ierung des Eisens sinkenden Permeabili 
tat der magnetische Widerstand des Kreises / 
in der Umgegend des Luftspaltes erhobt, / 
gleichzeitig damit die Streuui^, und zur ^ 
Erhaltung der normalen Spannung; der 
Maschine wird eine beträchtliche weitere 
Vermehrung der Erregerwin düngen not- 
wendig. Aus nahe liegenden Gründen hat 
die Feld Verzerrung in den davon betroffenen 
Eisenteiten auch eine Vei^^öfaerung der Verluste zur Folge; vor allem 
aber ist die sichere Stromwendung davon abhängig, da ja der Magnetis- 
mus der Polkante, unter deren EinÖuI's sich die Wendung ku vollziehen bat, 
nach einem gewissen Gesetze mit steigender Ankeratromstärke schwächer 
wird. Bei der Unsicherheit, die der Theorie der Stromwendung trotz der 
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in vieler Hinsicht klärenden Arbeiten von Kapp, Arnold, ii'tscber- 

Hiiineii ti. a. immer noch anhaftet, ist bis jetzt nicht anzugeben, welche 
magnetische Dichte an der wendenden Polkante vorhanden aein mufw, 
um unter bestimmten Umständen noch funkenfreie Stromwendung zu 
erzielen. Da man darin im wesentlichen noch auf vergleichende Er- 
fahnmgen an ausgeftlhi-ten Maschinen angewiesen ist, so hat die Be- 
stimmung der Kraftlinien Verteilung bei stromgebendem Anker bisher 
im allgemeinen nicht die eingehende Beachtung gefunden, die wegen 
des Zusammenhanges mit der Stromwenduiig und aus anderen Gründen 
tTwünscht ist, iim die Theorie der Gleichstronimaschine allmählich zu 
vervollkommnen. Die folgenden Beiträge dazu werden Anlafs geben, 
a\ich auf andere, noch nicht berührte Punkte einzugehen. 



II. 

Zur näheren BeBtimmung der durch die stromführenden Anker- 
leiter unter den Polen verursachten ungleichiÖrmigeu Verteilung der 
Kraftlinien zwischen Schenkel und Anker hat Herr Kapp folgenden 
Weg eingeschlagen.'} Mau denke sich einen Teil der Änkeroberfläche 
mit der zugehörigen Polfläche in eine Ebene abgewickelt (Fig- 5) und 
zwischen beiden die strom- 
führenden Leiter zn einer 
Strom Schicht vereinigt, 
sodafs auf jedes Centi- 
meter des Ankerumfanges 
die Stromstärke * (in 
Amp.) entfällt. Jeder 
Stromfaden sucht um sich 
ein zirkuläres magne- 
tisches Feld zu erzeugen, 
das mit zweimaliger 
Durchbrechung des Luft- 
spaltes von der Breite d 
halb im Feldpole, halb 
im Anker verläuft Kapp 
nimmt nun an, dal's der magnetische Widerstand des Eisens sehr 
klein ist gegen den Widerstand des doppelton Luftspaltes, dals also 
die ganze Kraftwirkung eines Stromfadens von der Breite dx in 
dem Luftspalte konzentriert wird. Da die Arbeit des Einheitspoles 
beim einmaligen Umkreisen des Stromfadens 0,4xidx ist, so wird in 




1) Kapp, Dyuamomaschüie, 1899, ü. i 
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ein«m Punkte des Lnftspaltes, der wenigateua so weit von ihm abliegt, 
nm die zur Stromschicht senkrechten Kraftlinien innerhalb des Liift- 
spattes als Gerade ansehen zu können, dio von dem Stromfuden erzeugte 

Eraftüniendiehte dB = -'-^^ Unter VernachläBsiguug der stärker 

gekrümmten oder gamieht durch das Eisen sich schliefsendcn Kraft- 
linieii in tmchster Nähe des Stromfadens ist die Wirkung aller Stroiu- 
fUden auf einen Punkt p im Abstände « von der Mittellinie zu enraniiereu, 
wobei im Sinne der Voraussetzung nur die unter dem Pole selbst 
liegenden Stromfädea zu berücksichtigen sind. Wenn dabei die Richtung 
der Kraftlinien von oben nach unten als positiv angesehen wird, so 
entsteht unter Beachtung, dal's hei den in der Figur angedeuteten Ver- 
hältnissen die Stromfäden links von p in positivem, die rechts von p 
in negativem Sinne anf ihn wirken; 



(*) 






Wie schon aus Symmetriegründen folgt, ist die Geaamtwirkung 
der Stromschicht auf einen Punkt in der Mittel ebene gleich Null, 
während für die Polkanten rechts und links der Wert bezw. zu 
± -~ — g wird. In graphischer Darstellung giebt danach Fig. 5 I die 
magnetische Wirkung der Stromschicht für sich, und wenn in II das 
Rechteck nhcd die gleichinalsige Kraftlinien Verteilung zwischen Pol und 
stromlosem Anker bedeutet, so erhält man durch Addition der Werte 
aus I zu denen in II in dem Trapez abc'd' die Darstellung der Verteilung 
bei stromführendem Anker. Selbstverständlich würden in Wirklichkeit 
wegen der nicht scharfen Begrenzung der magnetischen Felder die 
Figuren sanfte Übergänge der verschiedenen Zustände zeigen. Damit 
würden also magnetische Schwächimg imd Verstärkung der Polkanten 
proportional der Ankerstromstärke sein, und die in der Praxis übliche 
Regel näher begründet, dafs zur Erhaltung genügender magnetischer 
Dichte an der wendenden Polkante die Am perewin düngen auf den 
Schenkeln, genauer die zur Überwindung des magnetischen Wider- 
standes des Luftspaltes ei'forderlichen, im Verhältnisse zu den Ampere- 
windungen auf dem Anker nicht unter ein gewisses Mafs herunter- 
gehen dürfen. 

Diese wobt allgemein angenommene Bestimmung der Feldverzerrung 
soll natürlich die Erscheinungen nur angenähert wiedergeben. Es fragt 
flieh aber, ob die Annäherimg grnl's genug ist, ob die vereinfachenden 
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Annahmen noch zulässig sind. Bei Zahnankern kommt zu dem Wider- 
stände dftB eigentlichen Luftspattes noch der Widerstand der Zahne 
hinzu, der bei ausgeführten Maschinen sehr verschieden ist, kaum unter 
15% des ganzen Wideratandes sinkt, aber auch mehr als die Hälfte 
davon beträgt. Bei so hohen Werten des ZahuwiderBtaodes kann die 
Einführung eines äquivalenten Luftspaltes wegen der veränderlichen 
Permeabilität des Eisens die Anwendbarkeit der Formel (4) kaum noch 
genügend sichern. Es ninfs ferner zweifelhaft erscheinen, ob der 
Widerstand im Elsen des Schenkels und des Ankers so klein ist, wie 
die Ableitung der Formel voraussetzte. Die von dem Ankeratrome in 
der Umgebung des Luilspaites erzeugten magnetischen Kreise würden 
sich bei nicht erregter Maschine schematrsch etwa nach Figur 6 ge- 
stalten. Bei dem durch die Polspitzen gehenden Kreise ist ersichtlich 
der im Eisen verlaufende Teil so grofs, daiä 
wenigstens eine grobe Schätzung des Verhält- 
nisses zwischen Eisen widerstand und Luftwider- 
stand angeregt wird. Für eine neuere Maschine 
ergab sich beispielsweise, dafs unter Amiahme 
gufseiaemer Schenkel bei nicht erregter Maschine 
und gröfster beim Gebrauche noch zulässigei' 
Ankerstromstärke das fragliche Verl^tnis etwa 
1 : 2 sein dürfte. So roh nun auch dies Ermitte- 
lungsverfahren hier sein mag, so macht es doch die 
Zulässigkeit der Annahme unbedeutenden Eisen- 
wideratandes mindestens zweifelhaft. Und dabei bleibt noch, wie hier schon 
betont werden mag, die Frage offen, oh nicht etwa bei erregter Maschine 
der fi-agliche Eisen widerstand gröl'ser ist. Die aus Formel (4) flir die 
Polspitzen sich ergebenden Werte würden dann bedeutend zu grol's aus- 
fallen. Das legen auch Versuchsergebnisse guter Maschinen von ver- 
hältnismäfsig hoher Leistungsfähigkeit nahe. Wenn auch sicher die 
Stromwendung nicht allein von der magnetischen Dichte der Polkante 
abhängt, sondern auch von der bis jetzt noch nicht zu bestimmenden 
Form des magnetischen Feldes an der Wendestelle, so ist doch nicht 
wahrscheinlich, dafs die Stromwendung ohne Bürsten Verschiebung noch 
befriedigend bis zu Ankerstromstärken erfolgen könnte, bei denen nach 
Formel (4) die Polkante bis auf einen kleinen Teil des Anfangs wertes 
geschwächt sein würde. Bemerkt sei noch, dafs die Ableitung der 
Formel auch keinen Anhalt zur Beurteilung giebt, wie weit die Feld- 
verzerrung sich in das Schenkeleisen hinein erstreckt. Unbefriedigend 
endlich erscheint vor allem bei d*r benutzten Anschauung der Umstand, 
dafs sie keine Erklänmg für das hindernde oder fördernde Drehmoment 
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am Generator oder Motor giebt, da alle vom Anker ausgehendeii Kräfte 
»enkreoht znr Stromsehicht stehen, also durch den Mittelpunkt des 
Ankers gehen, während doch die Erläuterung der Feld Verzerrung die 

Drehmomentes mit enthalten mürste. 

Znr Gewinnung einer anderen Vorstellung über das Wesen der 

ikerrück Wirkung sei zunächst auf die elementaren magnetischen Er- 

scheinongen bei stromdurchüOHBeuen Leitern eingegangen. Ein einzelner, 

genügend langer gerader Stromfaden bildet in inagnetiaeh homogenem 

Mittel ein zirkuläres Feld um sich, dessen Intensität im Abstände a 

Luft durch " gegeben ist. Zwei einander nahe gerückte Strom- 
faden werden teils von gememschaftüchen Kraftlinien nrascblnngen, 
teils einzeln von zwischen ihnen durchgehenden Kraftlinien, die beim 
Naharrücken der Stromfäden mehr 
and mehr verschwinden. Eine ebene 

imschicbt von geringer Dicke 
fiind ^eidunäTsiger Stromdichte kann 
dicht aneinander gereihten 
[Stromfäden zusammengesetzt ge- 
dacht werden. In der Mitte der 
Stromachicht (Fig. 7) versehwinden 
wieder ans Symmetriegriinden alle 
Eraftkomponenten senkrecht zur 
Stromschicht, und wenn diese unbe- 
grenzt nach beiden Seiten verbreitert 

gedacht wird, so sind sämtliche Kj'aftlinien ihr parallel, da jeder Faden 
ijn endlicher Entfernung als Mitte angesehen werden kann. Für einen 
■Fnnkt p der seitlich begrenzten StromBchieht ei^ehen sieh die zu ihr 
■enkrechten Kraftkomponenten nach Fig. 7, wenn a den Abstand des 
Punktes p und x den eiuea Stronifadens von der Mitte der Stromschicht 
bedeutet, unter Berücksichtigung der entgegengesetzt wirkenden Kräfte 
der Stromfaden rechte und links von p aus: 



1 ^ 


i^ 


J 


} 



I 



l'o^idx _ / 'o.ai 



l+a 



wenn t in Ampere eingeführt wird. Die aus dieser Formel sich er- 
gebenden Werte sind im Vergleich zu den bei Dynamomaschinen zu 
beachtenden magnetischen Kräften so klein, dafs praktisch auch bei 
begr^izten breiteren Strom schichten die Kraftlinien als im wesentlichen 
lel zur Schicht verlaufend angesehen werden können. 



48 A- Rotth; 

Ein senkreclit zum Stromfaden gerichtetes magnetisches Feld Ühi 
min auf jenen einen senkrecht zu beiden gerichteten Druck aus (Fig. 8 ), 
dessen Entstehung gewohnlich so erliiutert wird, dafa die den Feld- 
kraftlinien parallelen Komponenten der Strom krafÜinien, wie sie kurz 
unterschieden werden mögen, auf der einen Seite des Stromfadens eine 
Verstärkung, auf der anderen eine Schwächung des Feldes herbeiführen. 
Die dichteren Kraftlinien sollen dann den Leiter nach den weniger 
dichten hin zu verschieben suchen. Diese Erklärung auf die begrenzte 
StroniBchicht in senkrecht zu ihrer Breitenausdehnung gerichtetem 
Felde auBzudehuen, würde schwierig sein, auf die unbegrenzte überhaupt 
nicht möglich. Aber auch für den Stromfaden erscheint die Erklärung 
nicht logisch. Halt man an der Anschauungsweise der Kraft! inientheorie 
fest, so können nur Kraftlinien auf Kraftlinien wirken, nicht aber 
Kraftlinien auf Stromfäden, wenn man auch den letzteren Ausdruck 
der Bequemlichkeit halber gelegentlich wählen mag. Nun fällt die 
Kraftwirkung eines Stromfadens auf einen aufseren 
Punkt, unälinlich allen sonst bekannten Kraft- 
wirkungen, nicht in die Richtung der Verbindungs- 
linien beider, sondern senkrecht dazu. Folgerichtiger 
mufs deshalb ei-acheinen, nicht die den Feldkraftlinien 
parallelen, sondern die zn ihnen senkrechten Kompo- 
nenten der Stromkraftlinien als immittelbare Ursache des 
Fig. «. Druckes auf den Stronifaden anzusehen, wobei übrigens 

gleichzeitig die oben vorausgesetzte fei d verändernde Wir- 
kung der parallelenKomponenten beibehalt«n werden kann. Sich kreuzende 
Kraftlinien zur Erläuterung einer magnetischen Erscheinung darzustellen, 
ist zwar im allgemeinen nicht üblich, aber auch nicht widersinnig, 
denn die Kräfte verschiedener Herkunft auf denselben Punkt können 
nach Befinden entweder einzeln, oder geometrisch vereinigt betrachtet 
werden. Mit wenigstens demselben Rechte, wie nach der ersten Er- 
klänings weise, kann deshalb die Thatsache des Drackea eines magne- 
tischen Feldes auf den Stromfaden in der Weise beschrieben werden, 
dafs beim Sehen in der Richtung des Feldes und des Stromes die zum 
Felde senkrechten Strom kraftlinien vor dem Leiter zusammendrückend, 
hinter dem Leiter zusammenziehend auf die Feldkraftlinien wirken, 
deren gegenwirkender Querdruck die vom Felde anf den Stromfaden 
ausgeübte Kraft darstellt. Für den Stromfaden ist es praktisch un- 
erheblich, wie man sich die Wechselwirkung zwischen ihm und dem 
äufseren Felde vorstellt, bei der zur Richtung des letzteren senkrechten 
Stromschiuht dagegen ist die zweite Vorstoilungsart jedenfalls iaJslicher 
und giebt auch bei seitlich unbegrenzter Schicht eine unmittelbare Er- 




M 



PhvailEB.Ii8che Probleme der GleichBtrommaschiiie. 



49 



klämng der Verschiebungskraft quer äu den FeldkrafÜinien, Diese als 
Träger der Yerachiebungs kraft niüsaen daher nach der entgegengesetzten 
Richtung und entgegen ihrem Querdrucke zuBoinmengeBchoben werden. 
Nun können aber die Feldkiaftliaien Belbet wieder aufgefafst werden 
als StronikTaftlinJen eines au geeigneter Stelle anzunehmenden Strom- 
systems. Wendet man deshalb rückwärts die obige Vorstellung unter 
Festbalten derselben Rieht ungsbeziehuiigen an zur Erketmung der 
Wirkung des supponicrten Stromsjstenaea auf die von der Stromschicht 
ausgehenden Kraftlinien, so zeigt sich, dal's die Kraftlinien der Strom- 
Bchicht ihrerseits durch die Feldkraftlinien auf beiden Seiten der Strom- 
echicht von dieser abgerückt werden.') Beim Übergange von der 
Stromschicht im homogenen magnetischen Mittel zu den VertüItnisBen 
in der Dynamomaschine, wo der Raum teilweise durch das gut leitende 
Eisen ausgefüllt wird, ist zu beachten, dafs der Verlauf der von der 
Stromschicht des Ankers, wie sie zumchst wieder angenommen wird, 
ausgehenden Kraftlinien durch die Schenkel wesentlich verändert wird. 
Während beim frei liegenden, mit Strom versehenen Anker die äuTseren 
Kraftlinien, von breiteren Durchbruchstellen in der Nähe des neutralen 
Durchmessers abgesehen, die Schicht zu beiden Seiten des Ankers im 
wesentlichen parallel begleiten werden, bewirkt die Gegenwart der vor- 
läufig nicht erregten Schenkel in der zusammengesetzten Maschine ein 
Zusammenschrumpfen der sie durchquerenden Aukerkraftlinien, da 
deren Querdruck im Eisen verringert ist. Infolge dessen werden, um 
rein anschaulich zu reden, die Durchbruchstellen der Kraftlinien in der 
Stromschicht sich miher an und teilweise unter die Pole sieben (vgl. 
Fig. 6). Auf diese, auch in der Elektrostatik betrachteten und dort 
wegen der nur kleinen Werte der Dielektrizitätskonstanten bequemer 
übersichtlichen Erscheinungen braucht hier nicht näher eingegangen 
za werden. Dabei werden die der Strom schiebt parallelen Kraft- 
komponenten teils im Luftspalte, teils im Schenkeleisen verlaufen. Die 
Herstellung des induzierenden Schenke Uel des wird dann femer be- 
wirken, dafs die Dichte der genannten Komponenten abnimmt, dafa 
damit also ein Teil der vorher im Luftspalte vertaufenden in den 
Schenkel eintritt. Die Dichtenäuderung der Feld traf tlinien im Schenkel 
kann dann aber nicht mehr durch eine Gerade dargestellt sein, sondern 
muTs sich ähnlich wie die Änderung des Luftdruckes mit der Höbe 
eben (Fig. i)), während eine einzelne Strom kraftlinie etwa nach der 

1) Diese« Ergebnis würde im Wesen üliereiDatimmen mit dem von Werner 
Siemens gefolgerten über die Wirkung magnotiaierender Krüfte ver- 
! aohiedener Richtungen. (Vergl. Mon ata berichte der Berliner Akad. d. Wisuenech. 
r. 83. Juni 1381 und i3. Okt. ISU). 
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Kurve s geformt sein würde, nod die Verteilung der letzteren Kraft-' 
linieD auf' Luftspalt und Schenkel maCate derart sein, dafs in beiden 
die Feldkraftlinien ohne schroffe Richtungsanderun gen zuaammeagedrückt 
werden. Der Verlauf der ganzen Feldverzerrung erscheint damit aller- 
dings viel verwickelter als nach der Kappachen Anschauung und vor- 
läufig der genaueren BeBtimmung unzugänglich; andererseits aber 
achliefst die hier gegebene Betrachtung unmittelbar die Erklärung des 
Drehmomentes ein. Beiläufig mag noch bemerkt sein, dafs diese Be- 
tracJitunga weise auch in der An- 
wendung auf die Unipolarmaschine 
sehr bequem erscheint, und dafe 
sich manche andere Erscheinungen 
zwanglos damit übersehen lassen. 
Die Erscheinungen beim Zahu- 
anker dürften die praktische Be- 
^.^ rechtigung der benutzten Vor- 

^lgi|[i[|||l|I^H Stellung unterstützen. Es war 

jig g dey durch Versuche bestätigt, 

dafs die Ankerleiter in den Xnteu 
kernen nennenswerten magnetischen Druck im Schenkelfelde er- 
fahren, so lange die maguetische Induktion in den Zähneu nicht 
grol's ist, und die übrigen VerhältniBse derart sind, dafs durch die 
Nuten nur wenig Kraftlinien gehen. Die Leiter sind durch die Zähne 
magnetisch geschirmt, und die Kräfte greifen hauptsächlich an diesen 
an. Es ist mm oft darüber gesprochen, wodurch denn in diesem Falle 
das Drehmoment zu erklären ist, das unter sonst gleichen Bedingungen 
durchaus dasselbe ist, als wenn es von einer über die Zähne gelegten 
Stromechicht gleicher Geaamtstromstärke hervorgebracht wäre. 
Dohrowolaky') betrachtet zur Behebung des Zweifels nicht die Leiter 
in einer einzelneu Nut, aondem die vollständige zugehörige Ankerspule 
und den von ihr eingeschlossenen veränderlichen Kraftflufs. Die daraus 
gezogene Erklärung kann genügen oder nicht, je nach dem augenblick- 
lichen Zwecke; die eigentliche Schwierigkeit ist aber nur umgangen. 
Denn die Leiter einer Nut würden unter Vermittlung der Zähne 
einen magnetischen Druck auf die Feldkraftlinien auch dann ausüben, 
wenn sie nicht Teile einer Aiikerspule wären. H. du Bois') erklärt 
dagegen die Erscheinung durch die Darlegung, dafs ein zirkulär 



1) ElektrotechD. Ztechi, imi. S. 139. 
8) Elektrotechn, Ztschr. 1887. 8. 602. 
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ma^etiaiertes Rohr im magnetischen Felde denselben Dnack erfährt, 
wie ein magnetisch üquivalenter Stromleiter. Die Znlinanker kann 
m&n eich danach als eine Äneinanderreibung kleinerer magnetischer 
Kreise am Anberumfange denken (Fig. 10). Bei den üblichen Ver- 
bältnissen der Zabnhöhe zur Zahnbreite und Nutenbreite, wie sie der 
Wirklichkeit entsprechender the Figur 2 zeigt, liegt aber die Vor- 
stellnng noch näher, daTs sich nicht selbatändige magnetische Kreise 
am jede Nut ausbilden, sondern daTs sich die entgegei^e setzten Kraft- 
linien in jedem Zahne gröfstenteila aufheben und als wirkiam wellen- 
förmig von Zahn zu Zahn, innerhalb und auTserhalb des Ankers, teils 
im Luftspalte, teils im Poleisen verlaufende Kraftlinien verbleiben, die 
das Drehmoment wieder durch Kreuzen mit den Feldkraftlinien zu 
erzeugen hätten. Vielleicht übrigens könnte folgender Vergleich 
zwischen den Erscheinungen beim glatten und beim Zahnankcr zu 
weiteren Aufschlüssen führen. Beim ersteren scheint es der Anschauung 
mehr zu entsprechen, wenn man die 
Stromkraftlinien zum Teil tief im 
Poleisen verlaufend sich vor stellt 
(Fig. 6), während die kleinen mag- 
netischen Kreise des Zahnankers viel 
weniger tief eindringen könnten. Er- v:^ lo 

setzt man aber wie oben die Leiter 

in den Nuten des Zahnankers durch eine über die Zähne gelegte Strom- 
schicht, dann darf in der magnetischen Verteilung nichts Wesentliches 
geändert werden, und vorläufig würde dieser Vergleich zu der Aimahme 
fShren, dafs die Quermagnetisierung des Poleisens sieh überhaupt nicht 
sehr weit vom Luftspalt entfernt. 

Die vorstehend entwickelten Betrachtungen gehen kaum über biofse 

latnngen hinaus. Ihr Zweck würde erfüllt sein, wenn sie neue 
Igen zum Eingehen auf die im einzelnen ebenso komplizierten 

interessanten magnetischen Erscheinungen der Dynamomaschine 
^ben. Der praktische Nutzen würde dabei zunächst ganz gleicbgiltig 
sein; er stellt sich von seibat ein, sobald es gelingt, weiterreichende 
physikalische Deutungen zu finden. Indessen mögen noch als Beispiele 
der Anwendung zwei praktische Fälle kurz bebandelt werden. 

Zur Verminderung der Feldverzerrung ist mehrfach voi^eschl^fen, 
die Schenkel mit Spalten längs der Feldkraftlinien und in der Ebene 
der Ankerachse zu versehen, sodafa beispielsweise jeder Schenkel aas 
zwei parallelen, durch den Spalt getrennten Teilen bestehen würde, 
dessen Breite etwa ein Mehrfaches des Luftspaltes zwischen Schenkel 
und Anker betr^en sollte, wie in Figur 5 punktiert angedeutet. Aus 
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der ÄuffasBung, auf die sich diese Figur bezieht, und aus der zugehörigen 
Femiel 4 würde auch folgen, dals dann die Feldverzerrung nicht mehr 
durch das Trapez abc'd' in II dargestellt wäre, sondern durch die 
unten von der gezackten, punktierten Linie begrenzte Fläche, dals al»o 
die Abnahme und Zunahme des Magnetismus an den Polkanten un- 
gefähr auf die Hälfte der früheren Werte sinken würden. Erfahmngs- 
gemäfs ist der Erfolg dieser Massnahmen aber sehr gering, auch wenn 
durch den Spalt das MaschinengeBtell Tollständig getrennt ist, und wohl 
nur bei sehr starker Verbreiterung des Spaltes aacb oben, wie bei 
gewissen älteren Maechinentypen durchführbar, yon merkliebem Nutzen. 
Der Grund dafür ist nach der andern Anschauungsweise leicht an- 
zugeben. Nach dieser verlaufen die wirksamen Stromkniftkomponenten 
teils im Ankerluftspalte, teils parallel dazu im Poleisen. Die ersteren 
werden durch den Spalt im Schenkel gamicbt beeinflufst, die audem 
finden schon im Poleisen verhältnismäfsig grofsen Widerstand. Denn 
entweder verlaufen sie in der Mehrzahl dicht gedrängt nahe dem 
Ankerluftspalte, oder sie dringen tiefer in das Poleisen ein und finden 
bei geringer Dichte in dem von Feldkraftlinien nicht durchzogenen 
LÖngBBpalte geringen Widerstand, der in beiden Fällen unerheblich ist 
gegen den Gesamt widerstand. — Bei Beurteilung der Wirkung von 
sogenannten Hilfspolen zwischen den Feldpolen, wie sie von Swinburne 
u, a. vorgeschlagen sind'), und die, vom Hauptstrome erregt, nur zur 
Stromwendung in der neutralen Zone dienen sollen, entsteht leicht die 
Vorstellung, dafs die Magnetisierung des Ankers durch die Leiter in 
der Zone biB^ bezw. B,fc, in der Richtung pa (Fig. 3) deu Hilfspolen 
voll ent^^en wirke. Bei nicht in die Maschine eingebautem Anker 
würde das auch annähernd zutreffen. Beachtet man aber z. B. beim 
Zahnanker Fig. 10, dafs die Leiter in den Nuten zur Erzeugung des 
Drehmomentes Kraftlinien parallel zum Ankerluftspalte herstellen 
müssen, so erscheint die magnetisierende Wirkung der Leiter dadurch 
kompensiert, und gegen die Hilfspole wirkend würden nur die nicht 
unter den Feldpolen liegenden Leiter zu betrachten sein. Die nähere 
Begründung kann mit Hilfe des früher Dai^elegten leicht durchgeführt 
werden. 

Da im vorstehenden die Veranschaulichung durch Kraftlinien aus- 
giebig benutzt wurde, und da über die zulässigen Grenzen in der 
Anwendung dieses Hilfsmittels eehr verschiedene Ansichten herrschen, 
80 möge zum Schlüsse noch eine Bemerkung darüber gestattet sein. 
Die gelegentlich wiederkehrende Mahnung, in der Anwendung der 
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Sjraftlinien vorsichtig zu sein und sie nicht für etwas Reales zu nehmen^ 
gehört nur in ein Schulbuch. Niemand hat in ihnen^ von Faraday an, 
mehr gesehen, als grobsinnliche Vorstellungen von Eraftesystemen^ 
mechanische Bilder, die sich, wie die mechanischen Modelle, in den 
einfachsten Formen unyermeidlich Ton selbst einstellen, sobald man 
in der Erklärung der Erscheinungen soweit als möglich auf die letzten 
Einzelheiten eingehen will. Die ganze Physik und ebenso die Chemie 
arbeitet mit solchen Kräftebildem, die aus physiologisch-psychologischen 
GrrOnden unentbehrlich sind. Wie weit man in der Ausgestaltung der 
Bilder und Modelle gehen soll, ist lediglich eine Frage der Zweck- 
mafsigkeii Glaubt man mit ihrer Hilfe beobachtete Erscheinungen 
yersinnlichen, oder auf noch nicht beobachtete schlieUsen zu können, 
die nachherige exakte Kontrolle vertragen, so ist die weitest gehende 
Benutzung der Hilfsmittel gerechtfertigt. Sie Ton vornherein irgendwie 
beschranken zu wollen, wäre nur dem erlaubt, der gleichzeitig wirk- 
samere zu bieten vermöchte. 

Berlin, 1. Dezember 1901. 



CoüBtraction geom^trographiqne des axes d'nne ellipse 

dont on connalt, en grandear et en position, denx diamötres 

conjngu^s; 

Par M. L. Rifert ä Paris. ^| 

La constnictioii geometrographique connue du probleme: Placer 
les axes ä'une ellipse, connaissmit en grandeur et en position deta: 
diametres conjugues, a pour coefficieiit de simplicite 41 {E. Lemoine, 
Archiv, 1901, p. 339). 

Voici iine construction, que je n'ai vue iadiqnee nulle part, bien 
qu'elle ne soit pas sans interet g^ometrique, et qui abaisse ce coefficient 
ä 31. Elle repoae sur le theoreme de Fregier g^neralise que, pour 
l'application actuelle, j'eDoncerai ainsi: La corde interceptee par deiix 
diametres conjugiu's d'une conique sur «» cerde de centre arbitraire A 
passant par le centre de la coniqtie, passe par un paint fixe F. Par 
suite, le diamctre AF coupe le cercle en deax points M et N situcs sur 
les axes. 

Construction geoimtrographigiie. ^- Soient A Ä, BB les deux 
diametres conjugues donnea qui se coupent en 0. Je decris le cercle 
.4(JO)(2C, + C',)'),piiia ie cercle B(^0){C, + Cj). La poiute restant 
en B, je prende la longueur BO{C^, et je trace les cerclea A{BO) et 
^'(B0)(2C, + SQ qui coupent B{AO) en D et E. Je trace OD et 
OE {4Ri -)- 2B,), qui aont dem diametres conjugues. Les droites 
AA, BB, OB, OE coupent le cercle A{AO) en a, ß, d, b. Je trace 
aß et (j£(4JBj + 2E^) qui se coupent en F, puis ^li^(2B, + Äj) qui 
conpe A(AO) en M et K Je trace enfin OM et 0N{4Ii^ + 2Ä,), 
qui sont les axes demandes. 
Op : (14Ü, + 7B, + 6C, + 4C,); S:31; E:20; 7 droites, 4 cercle«. 

Paris, 20. septembre 1901. 



t) n HC faut pgiB commencer par preadre la longtieur A0{2C,). Cela ferait 
r^conomie d'uu C, ; mais il fattdrait eiiBiiit« prendre an point arbitroire A, et d6crirs 
nn cercle A,(ÄO}{Ci +C,); le aymbole Berait, en aorome, augmenM d'uno i 
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R. PricVc. Kursgefafste Vorlesungen über verschiedene Gebiete der 
hSheren Mathematik mit Berücfcaiohtigung der Anwendtmgfin. 

Analytisch- fimktia neu theoretischer Teil. Leipiiig, B, G. Teuboer. 1900. 

IX + 520 Seiten. 
Vorliegendes Werk ist offenbar ans Spezi alvorlesangen über höhere 
Teile der Mathematik entstauden, welche der Verfasser an der tech- 
nischen Hochschule zm Brauuschweig gehalten hat. Demgemäfs verbreiten 
sie sich über sehr verschiedea artige Disziplinen, die keinen oder nur lockeren 
Zusammenhang mit einander haben. Hervorgegangen aus dem Bestreben, 
vorgeschrittenere Schüler mit modemen Problemen der reinen und an- 
gewandten Mathematik vertraut zu machen, verfolgen sie vor allem das 
Ziel, durch Vielseitigkeit der Methoden und Zusammendrängung des Stoffes 
eine gute Anregung und Vorbereitung für das Studium der Speziulwerke 
2U werden, wShrend sie auf Vollständigkeit und Systematik Venicht leisten. 
In diesem Sinne wollen sie verstanden sein, und so können sie auch als 
€dne angenehme und schät!;en8 werte Bereicherung unserer jetat so schnell 
aufschiefaenden deutschen Lehrbuch -Litteratur mit Freuden begHlTst werden. 
Die ersten beiden Kapitel geben eine Theorie der Fourierschen 
Reihen und dai-an anschlicrseDil die Hauptsätze über Kugel- und Gyliuder- 
funktionen. Die Lehre von den Fourierschen Reihen wird ganz nach 
D i richtet erledigt; da sonst überall moderne Fortschritte berücksichtigt 
sind, so wäre es wohl wünschenswert gewesen, wenn die neueren Unter- 
suchungen über das Dirichletscbe Integral, welche die fi-üheren nicht blofs 
verschärfen, sondern auch vereinfachen, nicht ganz mit Stillschweigen über- 
gangen wären. Von den nächsten drei Kapiteln bietet das erste eine Darlegtmg 
der Fundamental Sätze der Funktionentheorie nach Cauchy und Weier- 
strafs mit EinschluTs der Weioratrarsschen Produktentwiekelung ganzer 
tr&nscendenter Funktionen, das mittlere eine Theorie der elliptischen 
Funktionen, das letzte eine Reihe von Anwendungen dieser Theorie auf 
mechanische und geometrische Probleme dar. Namentlich das Kapitel über 
elliptische Punktionen giebt auf knappstem Räume eine überaus einfache 
und ziemlich weitgehende Ausführung dieser weitschichtigen Theorie, welche 
für viele Zwecke vollkommen ausreichen wird. Ein folgender Abschnitt 
befaTst sieb mit der Theorie der linearen Differentialgleichungen und gipfelt 
in einer einfllhreDden Behandlung der Fälle, in denen die üiukehnmg der 
Schwarzsehen Dreiecksfunktion eindeutig ist. Das letzte und siebente 
Kapitel endlich giebt eine Einleitung in die Theorie der Differential- 
gleichungen erster Ordnung, der gewöhnlichen sowohl wie der partiellen. 
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Die DarstellTUig ist überall, auch in den Bchwierigeren Teilen, durch 
Einfachheit und Leichtigkeit ausgezeichnet Eine Bemerkung des Verfassers 
in der Vorrede läfst erwarten, dafa er eine analoge Behandlung algeliraisuher 
und geometriaoher Disidplinea der ölTentlichkeit übergeben werde. ~ 

Heidelberg. G 



C. Rnnge. FrH,xiB der Oleiohangen. Sammlnjig Schubert. XIV. Leipzig, 

Göschen, lüOO. 196 S. 8". 

Das klar und anregend geschriebene Werkchen wird Praktikern wie 
Mathematjkem gleich willkommen sein. 

Der erste Abschnitt beginnt mit Betrachtungen über die Genauigkeit 
des Rechnens mit abgekürzten Zahlen und behandelt sodann die Auflösung 
der linearen Gleichungen. Bekanntlich haben sich die Determinanten fflr 
die numerische Eechnung als nicht sehr praktische Instrumente bewahrt; es 
komjut daher hauptsBchlicb die schrittweise fortschreitende Elimination der 
unbekannten in Betracht. Besondere Beachtung finden die bei der Methode 
der kleinsten Quadrate erscheinenden Gleichungssy steine, deren Bildung aus 
den Fehlergleichungen an Beispielen erläutert wird; vielleicht wäre vielen 
Lesern anstatt der an sich interessanten auf die Spektrallinien bezüglichen 
Interpolati ousauf gäbe eine einfache Ausgleichungs aufgäbe aus der Geodäsie 
willkommener gewesen. 

Dei' zweite und dritte Abschnitt behandeb nicht lineare Gleichungen 
allgemeinster Natur; zunächst wird gezeigt, wie auf graphischem oder 
tabellarischem Wege die ersten Annäherungswerte der Unbekannten gewonnen 
werden können; sodann wird die Grundanschauung der Infinitesimalrechnung 
benutzt, nach welcher jede Fnnktion in engen Grenzen annähernd als 
lineare Funktion der Änderungen ihrer Argumente erscheint. Neben der 
klassischen Newtonschen M^ethode, die für eine und mehrere Unbekannte 
entwickelt wird, ist besonders die Methode der Iteration interessant, in welcher 
der Mathematiker mit Vergnügen das Verfahren wieder erkennt, dessen sich 
Weierstrafs bediente, um die ümkchnuig der analytischen Funktionen 
abzuleiten, und das auch aus den Untersuchungen des Hm. Schröder be- 
kannt ist. Dieser hei der numerischen Auflösung der Gleichungen mit langer 
Zeit gebi^uchliche Algorithmus wird auf seine Konvergenz hin untersucht 
und auf die Umkehrung von Reihen angewandt; daneben finden sich inter- 
essante Beispiele, z. B, über nautische Ortsbestimmung, die sich auch sehr 
zur Belebung einer Vorlesung über Differentialrechnung eignen würden. 

Der letzte Abschnitt beschränkt sich auf algebraische Gleichungen, und 
entwickelt praktisch brauchbare Methoden zur Berechnung der Werte ganser 
Funktionen und zur Interpolation. Sodann werden die Cartesische Begel 
und die Methoden von Fourier aur Trennung und Bestimmung der reellen 
Wurzeln, die spezielle Theorie der trinomischen Gleichungen mit Benutzung 
trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen und die Gräffesehe Methode 
für reelle und komplexe Wurzeln entwickelt Den Schlufs bildet ein» ana- 
führUcbe theoretische und praktische Erörterung des Sturm sehen Satstee, 
der von Fanatikern der Anwendtmg schon gelegentlich in die theoretische 
Rumpelkammer verwiesen war. 

Nicht ganz zutreffend erscheint der Titel; das Büchlein enthält et^ 
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frenlich viel Theorie und zeigt, obwohl es gering« Vorkenntnisse erfordert, 
überall, dals rationelles numerisches Rechnen nur da möglich ist, wo mEin 
die strengen Metioden der modernen Analysis beherrscht. 

Berlin. A. Knebbr. 

Bndolf Stitrm, Elemente der darstellende n Geometrie. Zweite 
mngearb. u. erweiterte Auflage. Mit 61 riguren im Texte u. 7 lithogr. 
Tafeln. Leipzig 1900. B, G. Teubner. 8". IV + 157 S, 

Vorliegendes Werk ist das erste, das die Aufgabe erfüllen boU, vor- 
tugsweise den Universität -Studieren den als Lehrbuch der darstellenden 
Geometrie su dienen. Seit einigen Jahren anerkennen bekanntlich auch die 
Universitäten Deutschlands und Österreichs immer mehr den Nutzen dieser 
Disziplin, die einen so grofsen Einfiufs auf die Entwickelung der modernen 
Geometrie auagefibt hat. Die neue Prüfungsordnung für die Kandidaten des 
höheren Lehramtes in Preufsen wird der Wichtigkeit dieses Gegenstandes 
nicht genügend gerecht, indem sie eine besondere Lehrbcf^igung für „an- 
gewandte Mathematik" {darst. Geometrie, -tecbn. Mechanik, Geodäsie) vorsieht; 
die darstellende Geometrie mttTste vielmehr, wie der Verfasser des vor- 
liegenden Werkes in der Vorrede mit Recht betont, für jeden Studierenden 
der Mathematik, insbesondere für die künftigen Lehrer dieses Paches, „ein 
unerllTslicher und grundlegender Teil seines geometrischen Studiums sein." 

Gegenüber der ersten Auflage (Leipzig 1874) weist das Werk in seiner 
neuen Gestalt zwei wichtige Veränderungen auf Einmal sind alle prinzipiell 
wichtigen Figuren in den Text gedruckt, was die Lesbarkeit sehr erleichtert;; 
dann sind 4 Abschnitte (S. 121 — 157) über Perspektive, schräge Parallel- 
projektion, Axonometrie, Schatten und B«leuchtnng neu hinzugekommen. 

Der Hauptteil des Buches (120 S.) ist auch in der neuen Gestalt, 
pädagogisch richtig, der orthogonalen Projektion gewidmet. Hinsichtiieh der 
Beschränkung auf geradlinige und ebenflächige Gebilde, die auch der Ver- 
&sser nicht streng befolgt hat, indem er gelegentlich die Darstellung des 
Kreises in orthogonaler und zentraler, ja sogai- (Nr. 151, 152) der Kugel 
in schiefer Projektion und in Nr. 129 die Durchdringimg von Kegeln und 
Cylindem bespricht, werden viele anderer Meinung sein. Denn gerade bei 
der Darstellung knuamliniger und krummflächiger Gebilde tritt der Nutzen 
früher behandelter Aufgaben, ja der der darstellenden Geometrie Überhaupt, 
oft erst sichtbar hervor. 

Der Stotf eines zur ersten Einführung in einen Wissenszweig dienenden 
Lehrbuches läfst sich Im allgemeinen w-enig variieren. Ich will demnach 
auch von dem vorliegenden Buche keine Inhaltsübersicht geben, sondern nur 
solche Abschnitte hervorheben, deren Behandlung von der in anderen Lehr- 
bOchem gebräuchlichen erheblich abweicht. Dem Buche eigentümlich ist 
insbesondere, dafs, nach einer kurzen Besprechung der allgeaieiueo Eigen- 
Bchaften der Zentralprojektion, im I. Abschnitt (26 S.) die orthogonale 
Darstellung auf nner cmaigm Projektionsebene abgehandelt wird, wobei sieh 
die Sätze über Projektionen von Strecken, Winkeln, ebenen Figuren (Kreisen) 
und Spuren von Geraden und Ebenen ergeben, sowie die Umlegung von 
Oenden und Ebenen, die Eigenschaft der Aiflnität ebener Figuren besprochen 
werden. Vielleicht hätte der Hr. Verfasser diesen pädagogisch und wissen- 
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schaftUuli 2U empfehlenden Lehrgang auch unmittelbar praktisch verwendb&r 
gestalten künnen, indem er die kotierte Projektion angeschlossen hätte. Der 
Ahschiitt schliefst mit einer hübschen Darlegung der perspektivischen 
Raumansicht und ihres, an zahlreichen Beispielen erlUuterten, Wertes für 
die Unterordnung spezieller Satze unter allgemeinere. 

Mehr hIs manche anderen Autoren legt der Verfasser Gewicht auf die 
„Einführung weiterer Projektionsebenen"; denn er widmet dieser so wichtigen 
Konstruktion smethode den ganzen V. Abschnitt (10 S.). 

Lehrer der darstellenden Geometrie dürften besonderen Gefallen daran 
finden, was der Verfasser io Nr. 107 an Regeln über die Sichtbarkeit von 
Ecken und Kanten eines konvexen Polyeders in seinen Pi'ojektionen und In 
Nr. 124 an Kriterien flir die Art der Durchdringungsfigur zweier Pyramiden 
zusammenstellt. Femer seien die in den ersten Nummern des HI. Abschnittes 
angestellten Betrachtungen über die Mannigfaltigkeit der Raumelemente und 
anschliefsend iti-e Ab^iithlung, wenn sie gegebene Bedingungen erfüllen sollen, 
der Beachtung empfohlen. 

Das Buch zeichnet sich durch wiasenst^haftlich strenge Beweisfilhrung 
aus. Besondere geometrische Vorkenntnisse werden nicht vorausgeseizt 
Auf die projektive Geometrie näher einzugehen, hat der Verfasser weise 
TOrmieden, sondern sich damit begnügt, die wiederholt auftretenden Ver- 
wandtschaften der Afßnität und Kolliueation, an die bekannten Aufgaben 
anknüpfend, eingehend zu erläutern, auch gelegentlich auf das Dualitätsprinzip 
der Lösung der Aufgabe (Nr. 153), den durch 
gbaren gröl'sten Kreis in schiefer Projektion zu 
lie gesteckten Grenzen hinaus. Die Zeichnungen 
3 Tafeln sind klar und deutlich. An sinnstoreodeo 
Druckfehlem habe ich nur einon auf S. 63, Zeile 18 v. o. bemerkt, wo es 
„rffci" statt „vier*' heifsen mufs. 

Selbst verstSndl ich findet ein Beurtsüer in jedem eigenartigen Werke 
Dinge, die er anders wünschte. So z. B. hätte ich bei der Darstellung des 
regulären Dodekaeders und Diosaeders (Nr, 108, 109) die Rechnung ganz 
vermieden und nur unmittelbar geometrisch anschauliche Elgenscbttften be- 
nutzt. Auch in den Nr. 155 u. 156 (Orthogonale Axonometrie) erscheint 
mir die Rechnung überflüssig und die Aimahme der (den Verkürzungs- 
verhältnissen proportionalen) Zahlen p, q, r als nicht zu grüfse ganze 
Zahlen von problematischem Werte, da beim Zeichnen rationale Strecken- 
verhältnisse keinen besonderen Vorteil gewähren. In Nr. 160 wird jeder 
Anfänger den Hinweis darauf vermissen, wie der Fundamen talsatz der 
Axonometrie in der angeftlhrten (Rey eschen) Form mit der Axonometrie 
überhaupt zusammenhängt. Die in Nr. 134, S. 122 ausgesprochene und auch 
in anderen Werken sich findende Behauptung, in der Perspektive müsse die Aog- 
distanz gleich der deutlichen Sehweit« sein, bedarf jedenfalls einer Einschränkung; 
denn ein verkleinertes perspektivisches Bild erscheint niemandem verzerrt 

Doch damit soll der Wert dieses Werkes, das schon nach der ersten 
Auflage ins Italienische Übersetzt wurde, nicht im geringsten herabgemindfrt 
werden. Ich glaube vielmehr, dafs es in seiner mehr wissenschaftlichen als 
praktisch technischen Form dem neuen Zwecke, Universitüt- Studierenden ststt 
Technikern als Lehrbuch zu dienen, noch viel besser als dem frühereu dienen wird. 
i./Pr-, den 1. April 1901. E. Mülles. 
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> Pascal. Bepertorinm der hölieren Uathematik (Definitionen, 
Formeln, Theoreme. Litteratur). Deutsche Ausgabe von A. Scbepii. 
Analysis und Gpometrie. I, Teil: Die Analysis. Leipzig, B. G. Teubner. 

»1900. Xn + 638 S. 8". In Leinw. geb. M, 10.—. 
Verfasser, der bereits ein Lehrbuch der Determinanten, der Analysia und 
der Variationsrechnung herausgegeben, hat das Wagnis unternommen, ein 
Sepertorium der höheren Mathematik zu scliatfeu. Der vorliegende erste Band 
•nÜialt die Analysis, wöhi-end der zweite Band (italienisch 1900 erschienen) 
Sie Geome^e behandelt. Bei dem ungeheuren Umfange, den die mathematische 
'Wissenschaft heute angenommen hat, ist es für einen Einzelnen schlechter' 
dings unmöglich, alle Gebiete gleichmUfsig zu beherrschen. Verfasser sagt 
selber in der Einleitung: „Das Buch hat den Zweck, auf einem möglichst 
kleinen Baum die wichtigsten Theorien der neueren Mathematik zu ver- 
einigen, von jeder Theorie nur so viel zu bringen, als nötig ist, damit der 
Leser sich in ihr orientieren könne und auf die Bücher zu verweisen, in 
welchen er Ausführlicheres finden kann. — Man würde sich daher irren, 
^_ Kenn man der Ansicht wäre, wir hätten eine Encyklopüdie der Mathematik 
^HSChreibeD wollen; für eine solche Arbeit würden weder unsere KrUfte aus- 
^K gereicht haben, noch hätte der verhältnismäfsig geringe Umfang dieses 
^1 Bnches genügt. Wir haben weiter nichts als ein bescheidenes Repertorium 

_i.» II — ^ welches, wie wir glauben, den Studierenden der Mathematik 

;en im Stande ist". — Wenn man diesen Umstand gebührend 
so mufs gesagt werden, dafs Verfasser sich recht gut aus 
der Affaire gezogen hat. Besondera ist anzuerkennen, dafs überall da, wo 
die Behandlung des Stoffes nicht tief genug eindringt, weil Verfasser auf 
dem betreffenden Giebiete weniger bewandert ist (z. B. in der Theorie der 
Differentialgleichungen), wenigstens die Litteraturangaben gerechten An- 
BprQcfaen genügen und so jenen Mangel einigermafsen ersetzen kSnneq. — 
„Die Anordnung des Stoffes ist bei jeder Theorie fast immer dieselbe; zuerst 
werden die Definitionen und Grundbegriffe der Theorie gegeben, alsdann die 
Theoreme und Formeln ohne Beweis aufgestellt, welche die Verbindung 
zwischen den durch die vorhergehenden Definitionen eingeführten Dingen 
oder Grofsen bilden, und schliefslich ein kurzer Hinweis auf die Litteratur 
fiber die betreffende Theorie gebracht." — Am besten weggekommen ist wohl 
das 12. Kapitel, in welchem die Invariantentheorie der algebraischen Formen 
behandelt wird; dankenswert ist das 18. Kapitel: „Spezielle Funktionen", 
ferner die Zusammenstellung der Formeln für die elliptischen Funktionen 
sowie der verschiedenen Probleme der Vaiiationsrechnung. Am schwächsten 
ist das Kapitel über Differentialgleichungen geraten, welches noch voUstÄndig 
anf dem veralteten Standpunkt steht und von neueren Entwickelungen so 
gnt wie gamichts bringt; hier ist auch die Litteraturangabe nicht vollständig 
genug: die Arbeiten von Hamburger und Painleve z. B. durften nicht 
fehlen; die Theorie der singulären Integrale und der linearen Differential- 
gleichungen ist ganz unzureichend. In der Zahlentheorie fehlt die Be- 
I Stimmung der Klassenzahl der binären quadratischen Formen. 
I Sehr nützlich ist das vollständige Sach- und Namenregister, welches 

I ^n Leser schnell in den Stand setzt, das Gewünschte zu finden. Die 
■Übersetzung ist ausgezeichnet, die Ausstattung gut, das Format band- 
Ebch. Alles in allem kann das Buch jedem empfohlen werden, der sich 
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Gebiet der Mathematik zn orientürea 
G. Wallenbehg. 



Ernesto Pascal. Die Determlnaaten. Eine Darstelinng ihrer Theorie 
und Anwendungen mit Bücksieht auf die Gesamtheit der neuesten 
ForBchnngen. Berechtigte deutsche Ausgabe von Dr. Hermann Leitz- 
mann- A. n. d. T.: B. G. Teubncrs Sammlung von Lehrbüchern auf 
dem Gebiete der Mathematischen Wissenschaften mit Einschlufs ihrer 
Anwendungen. III. Band [XVI u. 26G S.] gr. 8. 1900. In Leinwand 
geh n. JC 10.— 
Dieser dritte Band der Teubnerschen Sammlung von Lehrbüchern der 
mathematischen Wissenschaften, der eine ausgezeichnete deutsche Bearbeitung 
des Pascalachen Lehrbuches der Determinanten bringt, wird vielen will- 
kommen sein, sowohl demjenigen, der sich mit diesem wichtigen Weriaeag 
mathematischer Forschung erst vertraut machen will, als auch dem, der 
dem Gebiete ein weiteres Studium widmen will. Denn der erste Teil des 
Buches giebt nach einer kurzen historischen Einleitung, von der Jacobischen 
Definition der Determinante als Summe von »] Produkten aus je n Faktoren 
ausgehend, eine auch jedem Anfänger leicht verständliche Ableitung der 
fundamentalen Eigenschaften der Determinanten, lehrt darauf die Bildung 
der Determinanten aus ihren Minoren, die Multiplikation zweier Determi- 
nanten, die Darstellung der Minoren der Produkldcterminante als Produkt 
zweier rechteckigen Matrices und die wichtigsten Beziehungen einer Determi- 
nante zu ihrer Reziproken. — Im zweiten, bei weitem umfangreicheren 
Teil wird dann aufserord entlich klar und übersichtlich der weitere Ausbau 
dargestellt, den die Theorie der Determinanten bis in die neueste Zät 
hinein gefunden hat. Um nur einiges aus dem reichen Inhalte anzuführen, 
seien die Abschnitte über symmetrische und halbsymmetrische Determinanten 
erwähnt, femer die sich anschliefsenden über die Pfaffsche Funktion, die 
Hankeischen und die cyklischen Determinanten; die üntersachung der De- 
terminanten, die ans sämtlichen Unterdeterminanten einer bestimmten Ordnung 
gebildet sind, die also eine Verallgemeinerung der reziproken Determinanten 
darstellen; die Erweiterung des Laplaceschen Satzes von Netto über die 
Zerlegung der Determinanten in eine Summe von Produkten aus Ünter- 
determinauten; die SStze über komponierte Determinanten von Kronecker, 
Sylvester, Picquet u. a., die Besprechung einer grofsen Zahl spezieller 
Determinanten, der orthogonalen Determinanten, der Konvergenz unendlicher 
Determinanten, der kubischen Determinanten u. s, w. In den letzten Ab- 
schnitten des Buches sind die Anwendungen der Determinanten auf lineare 
Gleichungen (Resultante und Diskriminante), ferner die Jacobische und die 
Hessesche Funktionaldeterminante ausführlich behandelt. 

Überall sind die Sätze klar ausgesprochen und mit mögliebst einfachen 
Beweisen versehen, so dafe auch weniger Geübte das Bucb leicht studieren 
kennen. Einem jeden Abschnitt ist ein ausführlicher Litte raturhericbt bei- 
gegeben, äufserst wertvoll für jeden, der sich schnell und bequem über das 
unterrichten will, was bisher auf einem bestimmten Gebiete geleistet ist- 
Die Auf&nduing eines solchen Teügebietes ist aufserdem durch ein gei 
Sachre^ter am Ende des Buches erleichtert. 



61 

Di« VoUatändigkeit, mit der der genannte Stoff bis zu den Forschnngeii 
I der letzten Jahre zus&nun engetragen und bearbeitet ist, sowie die augfiUn^ 
' UcbeD Litteratnmach weise rechtfertigen das Erscheinen des Buches neben 
den wertvollen vorhandenen Büchern über Determinanten, besonders dem 
wobl immer ooeh ain meisten geschätzten Baltzersehen. Das letztere ist 
durch das Puscalsche keineswegs überflüssig geworden, sondern beide er- 
gänzen sich. Sowohl der Aui^ngor wird Baltzer gern zu Kate ziehen, da 
f dieser die fundamentalen Eigenschaften der Determinanten in gröfserer Breite 
t darstellt und durch viele Beispiele erläutert; als auch wer sich über geo- 
metrische Anwendungen genauer unterrichten will, wird das Baltzerscbe 
Buch zur Hand uefamea, da die Darst«llang der Anwendungen nicht im 
Plane von Pascal lag. Nichtdesto weniger kann man auch bei ihm überall 
aas den Notizen über die einschlägige Litteratur ersehen, hei welchen 
Untersuchungen auf dem Gebiet« der Geometrie, Algebra oder Analjsis die 
betreffenden theoretischen Sätze gefunden wurden, oder hei welchen ihre 
Anwendung in Frage kommt. 

Grofs- Lichterfelde, Edh, Schlilzb, 



H. A. Loreutz. IielLTbuoh der Differential- and Integralreotinung 

und der Anfangsgründe der analytischen Geometrie mit besonderer Be- 
rücksichtigung der Bedürfnisse der Studierenden der Naturwissenschaften 
bearbeitet. Unter Mitwirkung des Verfassers übersetzt von G, C. Schmidt, 
Mit 118 Figuren. Leipzig 1900. Joh. Ambros. Barth. VH, 476 8. 
Das holländische Original ist 1883 erschienen. Wir bemerken dieses von 
t Tomberein, weil daraus hervorgeht, dafs gewisse Ähnlichkeiten mit Lambs 
I bifinitesimalkalk-ul von 1897 (vergL Bd. 43 der Zeitschrift f Math. u. Phys., ffist. 
I litter. Abtlg. 8. 204— 205) keinesfalls darauf beruhen können, dafs Hr. Loren tz 
tiuit«r dem Einflüsse des später veröffentlichten Werkes stand. In der That 
Bnüssten wir, wenn wir Vergleiche im einzelnen anstellen wollten, recht 
I vieles aus dem Lorentzschen Buche nennen, was uns im Lamhscben Werke 
[ bemerkenswert erschien. Die Stellung der Lehre vom Taylorschen Satxe 
I hinter der Lehre von den bestimmten Integralen, die Auffindung von Man- 
mal- und Minimatwerten ohne Kenntnis des Taylorschen Satzes, die be- 
sondere Betonung des integrierenden Faktors in dem Kapitel von den Diffe- 
rentialgleichungen, die Auswahl von für den Physiker und flir den Chemiker 
' besonders interessanten Übungsh ei spielen sind beiden Schriften gemeinsam, 
wenn aacb nicht in dem Grade, dafs von einem einfachen Übernehmen der 
entsprechenden Stücke die Rede sein könnte. Auch anderes glauben wir 
aus dem Lorentzschen Buche hervorheben /u sollen: eine etwa den vierten 
Teil des Ganzen In Anspruch nehmende Einleitung über Trigonometrie und 
analytische Geometrie, die Erörterung des Integrationsweges (S. 291 flg.), 
rän ganzes Kapitel über Fouriersche Beiben. Komplexe Gröfsen treten 
enlm&ls bei der Integration der linearen Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (S, 418) auf, wo sie die Zusamnieniassung von Exponentialgröfsen 
mit trigonometrischen Funktionen ermöglichen Hollen, Herr Lorentz definiert 
ue in rein formaler Weise, so dafs die Bedeutung (=y' — 1 als Folge 
«ner Übereinkunft erscheint. Unsere Leser erkennen aus diesen wenigen 
Andeutungen, dafs das neu erschienene Buch reich an Eigentümlichkeiten 
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ist nnd die Zahl der guten Werke über die InfiniteBimalrWiimngäM 
mals vermehii, hat. Das am Schlüsse angehängt« Register ist leider allmun- 
vollständig, als daTs es seinen Zweck erfüllen könnte. 

Heidelberg. M. Cxntor, 

AngUStin Loais ('aucLy. Bestimmte Integrale swiaohen imaginären 
Grenaen (1825), herausgegeben von P. Stackel. Leiii/.ig 1900, Engel- 
maim. (Ostwald's Klassiker Nr. 112.) 
Wenn auch GauTs schon im Dezember 1811 volle Klarheit Über den 
Sinn und den Wert eines bestimmten Integrals zwischen imaginären Grenzen 
besoTs, so blieb doch die Thatsache bis zur VerSfientlichung seines Brief- 
wechsels mit Bessel voUstänig unbekannt. Mit Recht gilt daher Cauchys 
Aufsatz von 1825 als derjenige, von welchem an die neue Lehre an die 
Öffentlichkeit trat. Hr. Stückel hat seiner tlbersetznng eine Übersicht von 
Cauchys bewegtem Leben und Litteratumach weise beigefügt, welche sich 
sehr nützlich erweisen, da Cauchy selbst in dieser Besiehung sich sehr 
kurz zu fassen liebte und, wenn er Vorgänger nannte, es bei der Namens- 
nennung beliefs, ohne za sagen, wo die betreffende Arbeit veröffentlicht sei. 
Heidelberg. M. Cantos. 

N. H. Abel. Über eine beBondere KlaBse algebraisch auflösbarer 
Glelohnngen (1829), herausgegeben von Alfred Loewy. Leipzig 1900, 
Engelmann. 50 S. (Ostwald's Klassiker N'r. 111.) 
Nachdem Abel 1826 die Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung 
der allgemeinen Gleichung »'*" Grades, sofern n>4, erkannt und bewiesen 
hatte, zeigte er 1829, daTs es zahlreiche Gleichungen höheren Grades giebt, 
denen algebraische Auflösbarkeit zukommt, die später sogenannten Abel- 
Bchen Gleichungen. Die in französischer Sprache geschriebene Abhand- 
lung ist von Herrn Loewy übersetzt und mit Anmerkungen versehen 
worden. Letztere betreffen insbesondere die Ergänzungen, welche Abels Er- 
gebnisse durch Galois, dann namentlich durch Kronecker erhalten haben. 
Heidelberg. M. Cantok. 

Bodolphe Gnimsries. Les math^matiqaes en Fortogal au Tmr » Siäole. 

Aperpu hiatorique et bibliographjquc. CoTmbra, 1900. Imprimerie de 
l'universite. 167 pag. 

In einer kurzen Übersicht schildert der Verfasser, wie an einen rasch 
Tortibergeb enden durch Pedro Nunes herbeigeführten Höhezustand der 
portugiesischen Mathematik im XVI. Jahrhundert ein tiefes Sinken derselben 
sich anknüpfte. An der Universität Colmbra wirkten Jesuiten, welche nur 
elementarste Kenntnisse lehrten, nnd erst 1772 hob sich dieser Unterricht 
wieder in Folge einer Neuordnung der Universität Zwei Namen treten 
hier bevor, welche, wie es scheint, verdienen, anch aufserhalb ihrer Heimat 
gekannt zu sein: Monteiro da Roeha und Anastacio da Cnnha. Den 
Hauptbestandteil des schön ausgestatteten Buches bilden aber die mit sehr knapp 
gehaltenen Inhaltsangaben verbnnilenen Titel aller mathematischen Schriften 
und Aufoätze, welche von ISOO bis 1899 in Portugal gedruckt worden sind. 

Heidelberg. M, Castok. 
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Bndolf Böger. Ebene Geometrie der Lage. Mit 142 Figuren. Leipzig 
1900, J. Goschen. 5 M. 289 S. 
Das vorliegende Buub ist der T. Band der Sammlnng Schubert. Der 
Titel entspricht dem Inhalte nicht ganz, denn dieser beachi^nkt sieb im 
wesentlichen auf die Theorie der Eegelscbuitte. Im ersten Teile werden sie direkt, 
im aweiten anter der Form des Polarsystems (Polarfeldes) behandelt. Der Ver- 
fasser will sich im allgemeinen an v. Staudt und Roye anschliefBen. Er 
iodert ihnen gegenüber die Reihenfolge in der Weise, dafs er die perspek- 
üviscbe Verwandtschaft an die Spitze des Baches stellt. Das Imaginäre 
wird ganz umgangen, indem der Begriff des Wurfes etwas allgemeiner 
ge&Jst wird als bei v. Staudt. 4 Punkte A, B, C, I) werden in 2 Paare ge- 
ordnet- Der Inbegriff von 2 solchen Paai'en wird als Wurf definiert. Die 

4 Punkte bUden also 3 Würfe: AB, CD; AC, BD and AD, BC. Unter 
ihnen heifst der zweite, bei welchem sich die Paare trennen, elliptisch. Die 

5 übrigen heifsen hyperbolisch. Von Doppelelementen (Ordnungseleiuentea) 
wird nur im letzeren Falle gesprochen. Der Veii'asser findet das Imaginäre 
mcht nur unnötig sondern geradezu schlldlicb; „denn es kann, weil ihm 
keine Vorstellung entspricht, nur verwirrend wii-ken. Das Wort imaginär 
sollte daher aus der Geometrie der Lage verschwinden". Wir können ans 
dieser — wir möchten sagen realistischen — Ansicht nicht anschliefHen. 
Die Geometrie arbeitet mit definierten Begriffen, welche zum Teil in dar 
Erscheinungswelt Analogien haben, zum Teil nicht. Einer der letzteren 
Begriffe ist das Imaginäre. Er erweist sich als sehr praktisch, giebt den 
Gesetzen einen allgemeinen Gültigkeitsbereich, und gerade, wenn es sich um 
Anschanung handelt, verwirrt er nicht, sondern er gestattet eine scharfe 
Scheidung zwischen dem, was voratellbar ist, und dem, was nur deEniert ist. 
Warum sollten wir also diesem Begriffe aus dem Wege gehen? Eeye 
nennt es geradezu ein Verdienst von v. Staudt'), dafs er das Imaginäre in 
die Geometrie der Lage eingel'Ührt hat, und wir möchten ihm voll und ganz 
beistimmen. Der Verfasser verzichtet für den Hauptlehrgang auf jede 
Bechnung und auf plani metrische Hilfsmittel. Damit schliefst er alle 
metrischen Beziehungen aus. „Weil aber — sagt er — durch Übung und 
Cnterricht Gleichheit und Parallelität wichtige Hilfsmittel für unser An- 
SchauungBT ermögen geworden sind", so werden die planimetrischen Folge- 
rangen in besonderen — durch Sterne hervorgehobenen Abschnitten — be- 
handelt. Es ist dies eine Ari^ Kompromifs zwischen einem theoretischen 
Standpnnkte und den praktischen Bedürfnissen; denn gerade fUr diese — 
fllr das Konstruieren — sind die metrischen Beziehungen von grofsem 
Werte. Beyo behandelt sie stets sehr eingehend und schliefst sie samt dem 
Doppel Verhältnis ohne weiteres in sein System ein. 

Um das Unendlichfeme zu vermeiden, führt der Verfasser fllr jede 
Gerade eben Tineigentlicben Punkt ein. Uns liegt es näher, einen unend- 
lich fernen Funkt za definieren, als von einem Punkte zu reden, der eigent- 
lich kein Punkt ist. 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen geben wir näher auf den Inhalt 
tes Buches ein und bemerken, dafs der Stuff nach dem Prinzip der Dualität 
angeordnet ist. Wir beschränken uns daber bei der Inhaltsangabe auf die 

1) Beyer Geometrie der Lage, i. Aufl. S, 204. 
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eine Hälft« und betonen besonders die Abweichungen des Verfassers ^ 
gewöhnlichen Sprachgebrauche. 

Der Verfasser erklärt zuerst perspektivische Gebilde, leitet die harmo- 
nische Gruppe mit Hilfe des vollständigen Vierecks ab und geht hierauf 
zur projekti viachen Verwandtschaft über. Das Erzeugnis von 2 projektivi- 
Schen Büscheln wird als „krummes Grundgebilde" definiert. Die Konstruktion 
von Kegelschnitten, der Satz von Pascal und spezielle Fälle scbliel'aen sich 
dieser Erklärung an. Dann wird die luvolution definiert Das vertansch- 
bare (nach Boye doppelte) Entsprechen nennt der Verfasser ein zweifaches. 
Projektivität und Involution werdeo auf den Kegelschnitt äbertragen. Der 
Verfasser redet von „krummen "Würfen, krummen Involutionen, krummen 
Strahlen huscheln" und kommt so zur Theorie von Pol und Polare. Die 
Polinvolntion auf einer Geraden nennt er konjugierte Involution (konjugiert 
sind doch nur die Paare), Im Zusammenhango mit dieser Involution wer- 
den die Geraden als elliptische und hyberbolische uoterscbieden. Wir glauben, 
die Anschauung wird duj'cb diese Worte weniger gefördert, als wenn wir 
von Geraden reden, weiche den Kegelschnitt reell und imaginär — d. h. 
nicht — schneiden. 

Zum Schlüsse des ersten Abschnittes werden unter Stom eine Reihe 
metrischer Relationen behandelt — Durchmesser, Brennpunkte, Krümmnngs- 
kreise — welche sich zum Teile an besondere Involutionen knüpfen. Da- 
bei werden die Namen; zirkuläre (Reclitwinkel) Involution, fokale Involution, 
diagonale Involution eingeführt. Die fokale Involution ist diejenige, welche 
die Brennpunkt« zu Doppelpunkten hat. Die diagonale Involution geht von 
2 Involutionen 3*, /i* auf g, h aus. Dem Schnittpunkte U der Geraden 3, 
h sollen die resp. Punkte G, H entsprechen. Diro Verbindungslinie sei m. 
Schneidet dann eine beliebige Gerade a aus g, h ein Punktepaar x, y, so 
werde ihr die Gerade <(, zugeordnet, welche die Punkte a",, ,V| verbindet. 
Die Geradenpaare aa^ schneiden aus u Paare einer neuen Involution, 
welche diagonale Involution genaimt wird. Auf der Geraden a wird durch 
das Paar x, ij und durch die Schnittpunkte A■^ A mit a, und u eine wettere 
Involution bestimmt, welche Hauptinvolution heifst. Bei der Funktinvolutüin 
wird der entsprechende Punkt zum unendlich fernen Punkte „Fluchtpunkt 
genannt (sonst in der Litteratar Mittelpunkt). Die Polare des Brenn- 
punktes heifst Richtlinie (sonst Dii-cktrix). 

Der zweite Teil des Buches über das Polarfeld hegitmt mit neuen Namen. 
2 krumme Punktinvolutionen heüsen resultierend, wenn ihre Zeutra (Pole) 
konjugierte Punkte sind. Zu irgend 2 Involutionen mit den Zentren Q, R 
gehört eine dritte Involution, welche zu beiden resultierend ist. Dir Zentroni 
ist der Pol der Geraden QU. Alle Involutionen, deren Zentra auf dieser 
Geraden liegen, haben dieselbe resultierende Involution und heifsen kompo- 
nierende Involutionen. Jede resultierende zu einer konjugierten Involution 
heifst zum Kegelschnitt adjungiert. Die Reihen, welche eine Gerade ans 
2 projekti vischen Büscheln schneidet, werden „konjugierte Projekti vitäten" 
genannt. 

Nach diosen and einigen weiteren unwesentlichen Definitionen be- 
spricht der Verfasser die kollineare und reciproke Verwandtschaft, sowie 
den involutorischen Fall, welcher als „Polarfeld zweiter Ordnung" «ingefthrt 
wird. (Polare Felder bei Beje.) Dasselbe wird in verschiedener Weiw 
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bestimmt und die Ordnangskorve wird hervorgehobeE. Dann werden 
Bflschel von Polarfeldem betrachtet. Bekanntlich gehen die Polaren eines 
Punktes P in Bezug auf alle Felder durch einen festen Punkt F^. Solche 
(doppelt konjugierte) Punkt« werden absolut konjugiert genannt, und es 
wird der Kegelschnitt konstruiert, welcher einer Geraden entspricht. Ferner 
wird eine projektivische, resp. involutorische Verwandtschaft zwischen einer 
gerben und einer krummen Punktreihe in folgender Weise hergestellt; 
Ans einem Punkte A eines Kegelschnittes wird eine gerade Keihe auf den 
Segelschnitt projiziert. Sie entstehende krumme Reihe wird sodann aus 
einem Punkte A der Geraden auf den Kegelschnitt zurfickprojiziert. Da- 
durch wird eine Korreapondena /wischea den Punkten des Kegelschnittes 
ttod der Geraden festgelegt Diese Beziehung heifst Involution dritter Ord- 
nung. Schliefslich wird ein Paar einer Polinvolution durch eine neue — 
die adjungierte Involution — ersetzt, welche dieses Paar zu Doppelpunkten 
hat. Dadurch wird es möglich, ohne Eiafilhruog des Imaginären das Polar- 
feld in allgemeinster Form durch 5 adjungierte Involutionen zu bestimmen. 
Diese Aufgabe hat der Verfasser vor Jahren in einer Abhandlung gelehrt'), 
und man erkennt leicht, dafs aus derselben das vorliegende Buch heraus- 
gewachsen ist. Dies mag wohl der Grund sein, warum es nach unserer 
Meinung nicht ganz einem Lehrbnche entspricht, welches nach dem Pro- 
spekte der Schnbertsohen Sammlung „den BedQrftiissen des Praktikers 
Rechnung tragen und auch für den Nichtfachmann verständlich sein soU". 
Besonders nach konstruktiver Seite hin wird der Praktiker weniger finden 
als in anderen bekannten Lehrbüchern. 

Wir machen noch auf einige Einzelheiten aufmerksam, welche uns 
aufgefallen sind. Abgesehen von manchen neuen Wortbildungen für Dinge, 
Welche sich längst unter gut gewählten Namen in der Litteratur eingelebt 
haben, finden wii* es störend, stets schlechtweg von einer krummen Linie, 
«ner Kurve zu reden, wo es sich nur um Kegelschnitte handelt. Mifsver- 
stsnden kann wohl auch Satz 35 werden. Die 2 Punktreihen wei-den zu 
einer dritten perspektivisch gemacht, bleiben aber projektivisch. Im tlbrigen 
ist die Sprache des Buches eine klare und dasselbe ist vorzüglich ausgestattet. 

Zürich. Chr. Bevel. 



Bndolf Böger. Elemente der Geometrie der Loge, für den Schulunterricht 
bearbeitet. Mit 3.^) Fig. Leipzig. G- J. Göschen 1900. 62 8. 90 Pfg. 
Der Verfasser findet — wohl mit Recht — dafs in dem Unterricht 
i-der oberen Klassen die Geometrie hinter der Arithmetik zurücktritt. Er 
[ will diesem Übeistande mit dem vorliegenden Büchlein abhelfen. Dasselbe 
[ ist ein geschickt zusammengestellter Auszug aus der „ebenen Geometrie der 
[ Lage", welche der Verfasser in der „Sammlung Schubert" herausgab Es 
f behandelt harmonische Elemente, die projektivische Verwandtschaft und ihre 
I Jtjiwendung auf „krumme Grundgebilde" d. h. auf die Kegelschnitte. In 
I einem Anhange werden eine Anzahl (120) von Aufgaben und Lehrsätzen 

susammeageste 1 1 1. 



1) BOger: Über Büschel und Netze von ebenen Polarsfgtenien zweiter Ordnung. 
[ BambuTK läse, 

Arehl* dir Hatbsiutik und Pbrilk. m. BgUie. HL 6 
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Das Bfiehlein wird seinen Zweck besonders dann gut erfflllen, 

der Lehrer das Hauptgewicht auf konstruktive Uhungen legt, denn diese 

werden gewöhnlich gegenüber den numerischen Rechnungen vernachlässigt. 

Zürich. Christian Beyel. 

TV. Ahrens. HBthematiBOhe Unterhaltungen und Spiele. Leipzig, 1901, 

B. G. Teubner, S". VUI + 428 S. 

In der neneren deutschen mathematischen Litteratur findet man ver- 
hSltnismärstg wenige Bücher und Abhandlungen, die sich mit den in vielen 
Beziehungen interessanten Problemen beschäftigen, auf die man durch ver- 
Bchiedene Spiele und Unterhaltungen geführt wird. Es ist daher das Er- 
scheinen des obigen Buches mit Freude zu begrüTsen umsomehr, als es den 
änTserst reichhaltigen Stoff in koapper und klarer Dtu-stellung bietet, die 
ebenso dem Laien verständlich sein wird wie sie den Mathematiker fesselt; 
es stellt sich das Buch den trefflichen Schubert sehen „Klatheniatischen 
Mulsestunden" ergänzend aur Seite. 

Aus deiu roichen Inhalte möchte ich als besonders interessant hervor- 
beben die ausführliche Behandlung der verschiedenen Brettspiele, den Ab- 
schnitt über magische Quadrate, die Probleme aus der Analysis sitns und 
das Färb enkai-tcn - Problem. Besonders erwähnt zu werden verdient der 
Qbersichtlicfa angeordnete, umfangreiche litterariscbe Index, der über 300 
einschlägige Abhandlungen und Bücher auffährt. 

Berlin. P. Schafheitun. 



B. Weinstein, Thermodynaniik nnd Kinetik der Körper. Erster 
Band: Allgemeine Thennodjnamik und Kinetik und Theorie der idealen 
und wirklichen Gase und Dämpfe. F. Vieweg und Sohn. Braunschweig 
1900. XVm u. 484 8. 8» 
Das mit ongewöhnlichem Pleifs und Scharfsinn geschriebene Buch ent- 
hält viel des Interessanten und Originellen, als Lehrbuch der Thermodynamik 
aber ist es nicht zu betrachten. Ungewöhnlich ist die Anordnung und die 
Darstellung, ebenso die Auswahl der mit Vorliebe behandelten Probleme. 

In der Anordnung fällt das Durch ei nande rarheiten der Thermodynamik 
und der Kinetik auf. So werden die beiden Hauptsätze der mechanischen 
Wärmetheorie erst therraodynamisch, unmittelbar darauf aus kinetischen 
Hypothesen abgeleitet. Ganz durchführen hat der Verfasser den Versuch 
der parallelen Anwendung therm odynamischer und kinetischer Methoden nicht 
können. Die grundsätzUche Verschiedenheit beider nötigt zu einer Sonderung, 
welche auch schon deshalb erwünscht ist, weil der Urad der Erkenntnis, 
welchen beide gewähren, durchaus verschieden ist. 

Was die Darstellnng betrifft, so tritt in ihr das Bestreben hervor, den 
dargebotenen Stoff nicht blofs plausibel zu machen, sondern die benutzten 
Methoden mit eindringender Kritik auf ihren Wert und ihre Strenge zu prüfen, 
ihre Grenzen und Mängel festzustellen und die Punkte aufzusuchen, an denen 
sie abänderungabedürftig oder -fähig sind. In dieser Kritik besteht meines 
Erachtens der Hauptvorzug und Hauptreiz des Buches, welches gerade da- 
durch auch den Leser zur Kritik anregt. Ohne dieser Anregung hier weiter 
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1 folges, möchte ich nur auf die Herleitung des Maiwellschen Verteilungs- 
gBsetzes hinweisen. Die Annahme des Verfassers, dafs die Abweichungen 
' der drei Geschwindigkeitskomponentea vom Mittel unabhSngig von einander 
und, scheint mii' ebensowenig gestattet, wie die ursprünglich von Maxwelt 
gemachte Annahme, dafs die Gesch windigt ei tskomponenten selbst unabhängig 
von einander sind. 

unter deo behandelten Problemen nimmt den bevorzugtesten PIat£ die 
, Zustandsgieichung ein, mit welcher sich der Verfasser mehrfach in eigenen 
ünteranchungen beschäftigt hat, Im dritt*n Kapitel werden die allgemeinsten 
Znstandsgleichungen der Körper aus dem Virialsatz abgeleitet und zwar 
Qnt«r zwei Voraussetzungen, einmal unter der Annahme einer kontinuierlichen 
Substanz, das zweite Mal für molekulare Beschaffenheit, wobei die Rechnung 
jedesmal für den Fall durchgeführt wird, dafs nur Femkräfte wirken, und 
iÜr den Fall, dafs bei den Zusammenstofsen auch Druckkräfte auftreten, 
welche von den Femkräften verschieden sind. In diesen Ableitungen steckt 
I ungeheure Arbeit, deren Frllchto für die physikalische Erkenntnis vor- 
läufig noch recht bescheiden sind. Das geht besonders aus dem letzten 
Kapitel des Buches hervor, in welchem unter aufserordentlich sorgfältiger 
Benutzung des vorliegenden Beobachtungsmaterials der Versuch gemacht 
wird, die Resultate der Theorie mit der Erfahrung an wirklichen Gasen zu 
I vergleichen. Es ist zu hoffen, dafs die physikalische Bedeutung der ünter- 
I inchungen des Verfassers, welche eine Verallgemeinerung der Überlegimgen 
■ Waals, Clausius u. a. darstellen, in Zukunft klarer hervor- 
tTfitan möge. Vielleicht trägt das vorliegende Bach dazu bei, ausgedehnte 
eiperimen teile Untersuchungen Ober die Zustandsgi eichung der Körper an- 
zuregen, für welche der Verfasser im Vorwort die Hilfe des Staates, speziell 
der physikalisch-technischen Beichsanstalt anruft. 
Zum Schlols eine kurze Inhaltsangabe: 
' 1 Wärme und Wärmeersclteimingen. (Begriffsbestimmungen und De- 

finitionen.) 

n. Die Grundlagen der Wärmdefire. (Die beiden Hauptsätze der 
Thermodynamik, thermodynamisch und kinetisch betrachtet.) 

Die Zuslandsgleidiung der EOrper, insbesondere der Gase tnid 

Flüssigkeiten. (Bedeutung der Zustandsgleichungen und ihre Herleitung.j 

Glächungen und Darstellungen der Thermodifnamik. (SpeziSsehe 

I und latente Wärmen, Entropie, Energie etc, adiabatische, isothermische etc. 

' Vorgänge, graphische Darstellungen.) 

V. Zustandsgieichung und Ktn^ik der idealen Gase. (Gasgesetze und 
\ Grundlagen der kinetischen Gästheorie für ideale Gase.) 
I VI. TItermisches VerbaUen der idealen Gase. (Thermodynamik der idealen 

Gase, chemische Umsetzungen in Gasen.) 

Vn. Beicegimg, Reibung vnd Wärmelcilung in idealen Gasen. Maxtcells 
Theorie der Gase. (Besonders hervorzuheben ist die Kritik der Maiwellschen 

I Theorie,) 
\lil. Die unrklichen Gase. (Zustandsgleichnngen nach van der Waals, 
Clansins etc. verglichen mit der Erfahrung, kritischer Zustand der Gase 
und Flüssigkeiten, Verdampfung und Verflüssigung.) 
Berlin. ^ E. ParaGaHBiM. 
: 



1 

! 
< 

I 

I 



F. EohlranHcb. Lehrbuch der prabtisobeti Physik. Nennte 

gearbeitete Auflage des Leitfadens der praktischen Physik. XXVII u, 
610 S. Leipzig und Berlin, B. G. Teubner. 1901. 

Aus dem Untorritht im physikalischen Praktikum hervorgegangen and 
zunächst wesentlich für die Zwecke dieses Unten-ichts bestimmt, hat der alt- 
bewährte Leitfaden des Verfassers niit jeder nenen Auflage an umfang und 
Inhalt zugenommen und ist über seinen uisprünglichen Zweck hinausgewachsen. 
Daher hat der Verfasser neaerdicgs für die Zwecke des elementaren Prak- 
tikums einen „kleinen Leitfaden" erscheinen lassen, wähi'end das Torliegende 
„Lehrbuch" ein Bepertorium darsteUt, welches niemand, der eine Aufgabe 
der messenden Physik zu behandeln hat, ohne Erfolg tun Eat fragen wird. 
Unter den verschiedenen dem gleichen Zwecke dienenden Methoden wird man 
sich leicht die für den vorliegenden FaU geeignetste heraussuchen können. 
Die überall beigefügten Litteratumach weise erleichtern dem tiefer Ein- 
dringenden die Auffindung der Quellen. 

Gegenüber der 8. Auflage sind eine Anzahl wichtiger Kapitel neu 
hinzugekommen, so das Kapitel: ,^ertzscbe Wellen" bearbeitet von Arons, 
„Geifslersche Röhren, Katbodenstrahl en", n. a. Aber auch da, wo der 
eigentliche Lehrstoff sich nicht wesentlich geändert hat, spürt man Überall 
in Veränderungen der Anordnung und Darstellung die Sorgfalt und Gründ- 
lichkeit der Neubearbeitung. 

Bei dem wohlbegründeten Ruf absoluter Zuverlässigkeit, den sich der 
Leitfaden erworben hat, Ist man gewöhnt, alles, was im Kohlrauscb steht, 
als unbedingt richtig zu betrachten. Daher sei es gestattet, darauf hin- 
zuweisen, dafs auf S. 316 die Planckscbe Gleichung für die schwarie 
Strahlung als allgemein giltig hingestellt wird, obwohl dies noch nicht mit 
Sicherheit erwiesen ist, 

Auch die aufserordentüch wertvollen dem Buche beigefügten Tabellen 
sind vermehrt und amgearbeitet worden. So sind alle Zahlen einbeitlioh 
auf eine Zimmertemperatur von 18" bezogen worden. 

Auch In seiner neuen Gestalt wird das Buch bleiben, was es schon 
Generationen von Lernenden und Lehrenden gewesen ist, ein treuer und m- 
verlässiger Berater, der nicht im Bücherschrank, wohl aber auf dem Schreib- 
tisch und auf dem Eiperimentiertiach des Physikers zu finden ist. 

Berlin. E. Prinushbdi., 



i. J. Thomson. Loa döoharges dleotriquea dans lee gas. Ouvrage 

traduit de l'anglais avec des uotes par Louis Barbillion et une pr^face 
par Ch, Ed. Guillaume, Paris. XYl u, 172 S. Gauthier-Villsra, 1900. 
Das Thomsonscbe Buch ist aus einer Reihe von Vorträgen entstajiden 
und macht nicht den Anspruch, ein systematisch gegliedertes, den Stoff 
erschöpfendes Lehrbuch zu sein. Und das Gebiet, mit welchem es sich be- 
schäftigt, ist gerade jetzt in einer so grundlegenden Umwälzung begriffen, 
dafs es verfrüht wäre, ein Lehrbuch über Gasentladungen zu schreiben. 
Ohne aber ein Lehrbuch zu sein, wird das Werk jedem, der mit den nötigen 
Vorkenntnissen herantritt, eine reiche Quelle der Belehrung werden. Haben 
doch gerade der Verfasser und seme Schüler am thätigsten und erfolg- 
reichsten sich bemüht, durch quantitative Folgerungen die Hypothese von 
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Am Uaterialitat der Kathodea strahlen zu prfLfen und auszubauen, und dadurch 
in hervorragender Weise an der Begründung der Elektronentheorie mitgewirkt, 
welche in raacheio Siegeslauf die physikalische Welt erobert hat. Und sollte 
auch — was nicht ganz ausgeschlossen erscheint — dieser Siegeslauf ein 
ebenso rasches Ende finden, immer werden die von dem Verfasser gefundenen 
und io diesem Buche dargestellten Thatsachen eine bleibende Bedeutung 
behalt«n, und immer worden seine Arbeiten ein schönes Beispiel dafür liefern, 
nie die konsequente Anwendung einer Hjrpothese zur Entdeckung neuer 
Thatsachen führt. 

Seit dem Erscheinen des englischen Originals haben die in dem Buche 
behandelten Fragen teils durch den Verfasser selbst, teils durch andere 
wichtige Fortschritte gemacht, so dafs das Buch nicht im Stande ist, dem 
Leser einen guten Überblick über den jetzigen Stand der Wissenschaft zu 
geben. Aber als EinRlhrung in den Gedankenzug, welcher den Verfasser und 
die Mitatrehenden zu so schönen Erfolgen geführt bat, kann es auch jetzt 
noch jedem Leser empfohlen werden. 

Von den 3 Hauptkapiteln des Buches: „1 Elektrische Entladungen in 
Gasen. 11 Lichtelektrische Wirtamgen. III Kathodeastr&hlen" nimmt das 
letzte das Hauptinteresse in Anspruch. In einigen beigefügten Noten ergänzt 
der Übersetzer in wertvoller Weise die historische DarsteUung und führt sie 
bis auf die neueste Zeit fort. Die Vorrede von Guillaume beschäftigt sich 
wesentlich mit den Radiumstrahlen. Interessant ist eine hier mitgeteilte 
Hypothese von Villard, welcher die Konstanz des Verhältnisses zwischen 
elektrischer Ladung und Masse der die Kathodenstrahlen bildenden hypo- 
thetJBCben Teilchen dadurch zu erklären sucht, dafs in allen Vakuumröhren, 
welches Gas man auch einzuschliefsen sich bemüht hat, stets das gleiche 
Element vorhanden ist, etwa Wasserstoff, der durch Zersetzung des den 
AÜT&nden anhaftenden Wassers entsteht. 

Berlin. E. Pringsbeih. 

E. CahflQ. Elements de la thdorie des nombres. Paris, Gauthier- 
Villars. 1900. VIH + 403 Seiton. 
Die vorliegende Einführung in die Zahlentheorie motiviert ihr Er- 
scheinen mit dem ausdrticktichen Hinweise darauf, dafs in Frankreich kein 
modernes I<ehrbuch dieses Wissenschaftezweiges existiere, wBhrend in Deutsch- 
land eine ganze Aniahl von Compendien dem Lernenden zur Verfügung 
st«hen. unter diesen tJrastSnden kann die nachfolgende Besprechung sich 
der Haupteache nach darauf beschränken, die Umgrenzung des Stoffes dar- 
zulegen und auf diejenigen Einzelheiten hinzuweisen, in denen das Buch 
aber andere elementare Darstellungen der Zahlentbeorie hinausgeht. Ver- 
gleichen wir es mit dem wohlbekannten Lehrbuehe von Diriehlot-Dede- 
kind, das hier nur in seinem ersten ursprünglichen Teile in Betracht kommt, 
so giebt es insofern weniger, als die transcendente Bestimmung der Klassen- 
saU binarer quadratischer Formen ausgeschlossen ist; dafür bietet es 
Kndererseite in den elementaren Teilen der Zahlentheorie eine gröfsere 
Menge von Einzelheiten , stellt den Gegenstand in behagUcber Breite dar 
und giebt eine Fülle von Zahlenbeispielen, um auch den mathematischen 
Amateur für dieses reizvolle Gebiet der Mathematik za gewinnen. 
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Der Inhalt des Buches ist in sechs Kapit«) gegliedert, denen sich eine 
Aiuahl Noten über spezielle Zahlenprobleme , die in keinem direkten Zu- 
sammenhange mit dem Hauptgegenstande stebeu, und mehrere Zahlen- 
tabellea anschliessen. Von dieses sechs Kapiteln sind die ersten beiden 
den Elementen mit Eiiischlnfs der regulären Kettenhrnchentwickelnngen 
rationaler Bräche, die mittleren zwei den KongruenzeD und dem quadra- 
tischen Reziprozitätsgesetze, die letzten zwei den Irrationalzahlen und den 
binSren quadratischen Formen gewidmet. Die Theorie der quadratischen 
Formen ist vollkominea im Rahmen der Gaufs-Dirichl etscben An- 
gebauungen behandelt, nor die Beweise sind gelegentlich noch vereiufacbt, 
und z. B. ist die sonst ziemlich weitläufige Theorie der indefiniten Formen 
dadurch, daTs die Theorie der periodischen Kettenbrtlche in dem Kapitel 
tther Irrationalzahlen vorausgeschickt ist, in eine überaus übereichtlicbe und 
klare Gestalt gebracht worden. Aber vielleicht wäre es eben darum an- 
gebracht gewesen, den engen Zusammenhang zwischen quadratischen Formen 
und algebraischen Zahlen noch klarer dadurch hervortreten zu lassen, dafs 
eine vollständige Theorie der quadratischen Zahlkörper mit aufgenommen 
und die beiden Äquivalenzprobleme mit einander zur Deckung gebracht worden 
wären. Dem modernen Stande der Forschung und vor allem auch den 
Anwendungen, welche die Zahlentbeorie in der Fuuktionslehre gefunden hat, 
entspricht es durchaus , gewisse Grundbegriffe der Körpertheorie auch fiir 
die Elemente su gewinnen, und diesem Bedür&dsse kommt ja auch das 
vorangehende Kapitel erfreulicher Weise dadurch entgegen, dafs es, ab- 
weichend von älteren Auffassungen des Stoffgebietes der Zahlentheorie, eine 
ausfttbrliche Darlegung des Begriffes der Irrationalzahl (nach Dedekind) 
nnd gewisser Eigenschaften der algebraischen Zahlen bringt. Dieses Kapitel 
ist in jeder Hinsicht das interessanteste; besonders sei auf die schöne, dem 
Verfasser eigentümliche Herleitung des Satzes von Liouville über die 
Existenz transcond enter Zahlen verwiesen. 

Die Darstellung ist tiberaU präzis nnd elegant. Nor einige wenige 
Inkorrektheiten sind dem Referenten hei der Lektüre begegnet. Der Sati, 
der Nr. 95 ist gewifs richtig and geometrisch evident; aber die arith- 
metische Beweisftihrung ist unrichtig. Bei der Behandlung der Kongruenzen 
nach einem Primzahluiodul wird der Fall mehrtaeher Wurzeln ausdrücklich 
berücksichtigt und das Theorem der Nr. 135 wird allgemein ansgesprochen, 
aber nur filr einlache Wurzeln bewiesen; im Falle mehrfacher Wurzeln 
ist es auch richtig, bedarf aber eines besonderen und etwas anders ver- 
laufenden Beweises. 

Heidelberg. G. Landbbebo. 



E. Bardey'e AiithmetiBOhe Aufgaben nebst Lehrbaoli der Arithmetik 

vorzugsweise für Realschulen, höhere Bürgerschulen and verwandt« 
Anstalten neu bearbeitet und mit einer Logarithmentafel verseben von 
Dr. H. Hartenstein. 3. Aufl. Leipzig, B. G. Teubner. 1900. G«b. 
M. 2.—. 
Auf Grund einer Anregung in der Versammlung sächsischer Realschul- 
lehrer vom Jahre 1895 hat Herr Hartenstein die bekannte Bardeysche 
Aufgabensammlung für die besonderen Zwecke sechsklassiger Realschulen 
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umgearbeitet. Dabei sind niclit nnr die Kapitel fortgelassen worden, 
wekhe über das Pensum der Realschulen hlnauBgehen, es sind auch viele 
Aafg&ben durch andere ersetzt; es ist eine Tabelle der fUnfstelligenBriggiGchcn 
Logarithinen der Zahlen tou 1 — 10 QUO und der sechsstelligen Logarithmen 
der Zahlen von 10 000 bis 10 809 beigefügt, und die theoretischen Vor- 
bemerloiDgen zu den einzelnen Paragraphen haben eine zweckmäfsige Um- 
formung erfahren. Daher ist es erklärlich , dafs in wenigen Jahren das 
Buch schon znm dritten Male aufgelegt werden mul'ste. 

Berlin. C. Farbeb. 

E. Bardey's Aufgabenaammlnng, nietbadiscb geordnet, mehr als 8000 Auf- 
gaben enthaltend über alle Teile der Elemcntur- Arithmetik, vorzugsweise 
für Gymnasien, Realgymnasien imd Ober-Realschulen. Neue Ausgabe 
nach der 24. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0. Presler. 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1900, VH und 376 S, geh, 3,20 M. 
E. Bardey's Arithiiieti80he Aufgaben nebst Lehrbuch der ArithmeÜh, 
vorzugsweise für Realschulen, Progymnasien und Realprogymnasien. Neue 
Ausgabe nach der 10. Auflage bearbeitet von F. Pietzker und 0, Presler. 
Leipzig und Berlin, B. G. Teubner, 1901. VI und 314 S. geb. 2,60 M. 
Der manchen Universitäten gemachte Vorwurf, dafs sie dem angehenden 
Mathematiker fast ausschliefslich abstrakte Matbeniatik bieten und die Auf- 
gaben, die das Leben stellt, vernachlässigen, ist deshalb vielleicht nicht ganit 
ungerechtfertigt, weil der so vorgebildete Lehrer leicht in den Fehler ver- 
ftUt, die praktische Seite im Unterricht an den mittleren Schulen ver- 
ktlmmem und so deu kräftigsten Hebel für das Interesse und Verständnis 
der Schüler unbenutzt zu lassen. 

Diesem Zustande wollen die vorliegenden beiden Schulbücher nach 
Kräften engegen zu wirken versuchen. 

Im Interesse einer stetigen Fortentwickelung der Lehrmethode und des 
Lehrstoffes ist es mit Freuden zu begriifsea, dafs die Verfasser sich an die 
mit so anerkannten Vorzügen versehenen Lehrbücher von Bardey möglichst 
eng angelehnt haben. Noch ist es der alte „Bardey", aber ein neuer 
friBcber Geist weht bereits hindurch, bald verständiger gruppierend, bald die 
nicbtigen Momente deutlicher und schärfer markierend, hier durch Form 
oder Inhalt fast wertlose Aufgaben ausmeraend, dort im Sinne einer gesunden 
Konzentration Aufgaben aus den verschiedensten Unterrichtszweigen ein- 
schiebend. 

Im Gegensatz zu früher finden wir jetzt zeitgemäfse Aufgaben aus der 
Wärmelehre und der Elcktrizitätslebre, der Optik und der Mechanik, über 
Tragfähigkeit und Steigkraft, Über Geschwindigkeit und Weg der Radfahrer, 
der Wurfgeschosse und der Planeten, ans der Flottengescbichte und über 
Kriegschiffe; mehr als früher sind Aufgaben aus der Erdkunde und Astro- 
nomie, der Planimetrie und Stereometrie entnommen. Bei weitem die meisten 
Aufgaben sind allerdings geblieben oder haben nur Änderungen in den Zahlen 
oder ertbrderlichenfalls im Test erhalten. So war es früher wohl nicht ganz 
korrekt (Lebrb., XXVIII 42), dafs ff die Beschleunigung heifst, und die 
Herleitung von p/2 war nicht klar; die Neubearbeitung hat hier wie an so 
ttanchen anderen Stellen die bessernde Hand mit gröfatmdglicfaer Schonung 
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angelegt. Verschiedentlich hat logischer Zwang zu anderer Asordntmg 1 
stufenmliliBige Reihenfolge zur Einfügung neuer Aul'gahen geführt. Der mit 
der 4. Auflage oingoschaltete Teil über die Proportionen hogann bisher mit 
einer R«ihe von Fragen, die nicht beantwortet und danim für den Schüler 
wertlos waren. Auch hier wurde wie bei den anderen theoretisch en Ein- 
leitungen stark geändert und gebessert. 

Das für Nichtvolt an stalten bestimmte Lehrbuch hat mehrere nicht lebr- 
planraWsige Abschnitte glücklicherweise endlich verloren, Was sollte z. U. 
die Berechnung der Logarithmen durch Reihen in diesem Buche? In der 
für Vollanstalten bestimmten Aufgabensammlung bat dieser Abschnitt da- 
gegen eine willkonimene Bereicherung erfahren durch die Entwickelnng auch 
der anderen in der Schule vorkommenden transzendenten Funktionen in 
Reihen. Das Wesen der Lebensversicherong ist — zum ersten Male in 
einem Lehrbuche — in gröfster Ausführlichkeit in Abschnitt XSXHI klar 
und gründlich erörtert worden. 

Beide Schulbücher lassen sich ganz gut neben den alten gebrauchen; 
doch ist von der Einsicht der Herren Fachlehrer zu hoffen, dafs bald, den 
Forderungen der Gegenwart entsprechend, die immer lauter EinlaTs in die 
Schulen begehren, nur noch diese Neubearbeitungen in Gebrauch genommen 
werden, zumal zu dem Übergange eine behördliche Genehmigung nicht er- 
forderlich erscheint. 

Quedlinburg. Habekicht. 

Ignaz G. Wallentin. Onmdzüge der iratorlehre für die unteren 

Elasaen der Bealachule. 2. Auflage. Wien, A, Pichlers W"" &, Sohn. 

1900. 
Ignaü G. Wallentin. Lehrbuch der Physik für die oberen Klassen 

der Hittelaohiüen und verwandte Lehraoatolten. 9. Auflage. 

Ausgabe für Realschulen. Wien, A. Pichlers W^ & Sohn. 1900. 
Die Grund züge geben in elementarer Darstellung die wichtigsten 
Erklärungen und Versuche aus der Mechanik, Wärme und Elektrizitit; 
hieran schliefsen sich die Kapitel über Bewegung der Körper, Schall und 
Licht. Einige wichtige Abschnitte, wie z. B. die Dampfmaschinen, ebenso 
wie die Dynamomaschinen erscheinen dem Referenten etwas zu kurz be- 
handelt (die letzteren sind mit vier Zeilen abgethanj, wllhrend der ßtofe 
elastischer und unelastischer Körper eher hätte abgekürzt werden oder fortr 
bleiben können. Kicht immer sind die Erklärungen leicht verständlich, z. B. 
S. 37 „Wir nennen die gleichen Volumsänderungen der letzteren ent- 
sprechenden Temperatur änderungen gleich". Manche Angaben sind geeignet, 
Mifs Verständnisse hervorzurufen, wenn z. B. S. 52 u. 53 gesagt wird: ,J>ie 
Höhe der Wolken schätzt Humboldt in den Äquatorialgegenden auf 
3000 Meter; bei uns gehen sie an regnerischen Tagen bis 600 Meter ab- 
wärts"; oder wenn es auf derselben Seite heifst: „Durch Anpflanzen von 
Wäldern wird der Regen befördert. Orte (sie), die das Loos der Ent- 
waldung getroffen hat, haben selten Regen und sind daher unfruchtbar." 
Geradezu falsch ist es, wenn auf 8. 96 als Beispiel für den Satz: „Je 
spitziger und kantiger die das Medium durchschneidende Fläche der Körper 
ist, desto kleiner der Widerstand", „spitziges Binistbein der Vögel" auf- 
geführt wird. 
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Di« Pignren sind gut; jedoch ist nicht etwchtUch, weshalb in Fig. 127 
der Horizont als gerade Linie eingezeichnet ist. Der Dmck ist deutlich, 
II die Orthographie die in Österreich übliche. 

t Beachtenswerter erscheint dem Referenten das Lehrbuch der Physik, 
das in ausfUhrlicherer Weise die hauptsächlichsten KapitpJ der Physik in 
meist korrekter Änsdmcksweiso behandelt. Die Gnmdlehrcn der Astronomie 
Kind in einem besonderen Kapitel eingeschaltet. Becht wertvoll erseheint 
die Zusammenstellung von ungefuhr 300 Aufgaben am Schlüsse des Buches, 
die nach den verschiedenen Abschnitten geordnet, in jedem einzelnen von 
den leichteren siu schwierigeren fortschreiten und sich eng an das im 
Bache Besprochene anschliefsen. 
Berlin. A. Blümel. 

Ignax G. Wallentin, Grundzüge der Natarlehre für die unteren 

Ela«sen der Gymnaeien. Fünfte Auflage. 1899. 1^8 Seiten. 
Ignaz G. Wallentin. Lehrbuoh der Physik. Ausgabe für Gym- 
nasien. Zwölfte Auflage. 1900. 300 Seiten. Wien, A. Pichlers 
W"' & Sohn. 
Zweck and Ziel sind durch den Titel gekennzeichnet. Die Bücher 
enthalten in angemessenem Umfange die Grundlehren der Physik, Chemie 
und mathematischen Geographie. Von der üblichen Anordnung des Stoffes 
weichen sie nur in einigen Aufserlichkeiten ab, so durch das Auftreten des 
chemischen Teiles an ziemlich unerwartetes Stellen, ohne erkennbaren inneren 
Gnuid, also wohl nur der Folge im Schnlplan zuliebe. 

Naturwissenschaftliche ScbolbUcher kritisch zu betrachten, bietet die 
jetzige stärkere Betonung des naturwissenschaftlichen Unterrichts allen Anlafs. 
Denn wer die Fi-ftchte dieses Unterrichtes an den früheren Schülern nach 
lingerem Verlassen der Schule zu erkennen bemüht ist, wird zweifeln 
mässen, ob des alten Schellhach offenherzige Bemerkungen über den Gegen- 
stand schon einigen Wandel geschaffen haben. 

Die Schule kann und will nicht ans jedem Schüler einen kleinen 
Physiker machen, sie soll ihn aber mit einiger Kemitnig der grundlegenden 
Erscheinungen ausrüsten und in das Wesen des naturwissenschaftlichen 
Denkens einzuführen suchen, damit bei der Mehrzahl der Schüler Ver- 
ständnis für diese Seite des geistigen Lebens entwickelt werde, und tön 
kleinerer Teil für spätere Fachstudien Anregtmg und Vorbereitung finde. 
Ein Schulbuch hat sich deshalb weitgehende Beschränkung aufzuerlegen; 
aber es wird als Kennzeichen eines geschickten Pädagogen gelten mässen, 
wenn er es versteht, anregende Ausblicke über die eng gezogenen Grenzen 
hinaus zu eröffnen, um so auch dem komischen Wahne so mancher früheren 
Realschüler, ,,die Physik" oder „die Cheniie" auf der Schule „gehabt" zu 
haben, wirksam entgegen zu arbeiten. 

Das vorliegende Buch — wir können uns in der Besprechung auf das 
grSIsere der beiden beschränken — gehört nun zweifellos zu den besseren 
Erzeugnissen seiner Richtung, macht aber doch keinen vollständig befriedigenden 
Eindruck. Es tr&gt vor allem den Stoff zu abgerissen und zu sehr zu- 
rechtgemacht vor, nicht in natürlicher Entwickelung, unter der nicht 
Mhlechtweg die historische Entwickelung verstanden zu werden braucht. 
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Kranken bji demselben Übelstande auch noch die meiEton matheraatii 

Lehrbflcher, so sind wir doch, besonders durch die Arbeiten Uacbs, auf dem 
Gebtete der Phjsik jetzt schon an Besseres gewöhnt. Auch fehlen fast garn: 
Hinweise auf die physikalischen Erscheinungen, soweit sie sich nioht nnr 
an den Apparaten des physikalischen Kabinets zeigen, und im Zusammen- 
hange damit steht, dafs auf die Erläuterang'en der Gesetze durch möglichst 
einfache Vorrichtungen wenig Wert gelegt ist. Wie anregend z. B. wirkt 
es auf den Schüler, wenn er die Stotsgesetze sich durch leichte Versuche 
mit Geldstücken aaf einer glatten Tischflüche selbst vorführen kann! 

Es werde noch auf einige Einzelheiten aus verschiedenen Teilen des 
Buches eingegangen. 

Die Ableitung der Pendelformel bereitet erfabrungsgemäfs dem Schüler 
erhebliche Schwierigkeiten. Der Verfasser leitet nach vorläufiger Diskussion 
dei- Bewegungserscheinungen des Pendels diese Formel ab durch die ein- 
geschobene Behandlung der harmonischen Schwingung und nachfolgende 
Anwendung auf das Pendel, mit der üblichen Beschränkung auf kleine 
Amplituden. Noch besser dürfte es sein, die harmonische Schwingung und 
die mechanischen Bedingungen ihres Zustandekommens überhaupt voran- 
zustellen, da sich auf diese Weise besonders unter Zuhilfenahme graphischer 
Darstellungen die harmonische Schwingung einfacher und klarer ergicbt, als 
durch Betrachtung der Pendelhewegung unter besonderen Annahmen. — 
In der Wärmelehre ferner dürfte jetzt auch in einem Elementar buche der 
zweite Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie nicht fehlen, dessen phy- 
sikalischer Inhalt sich mit Hilfe mechanischer Analogien recht wohl auch 
Schülern klar machen I&fst und schon zur Vermeidung irrtümlicher Auf- 
fassung des ersten Hauptsatzes vorgetragen werden sollte. — In den 
Kapiteln über Magnetismus und Elektrizität worden einige Beispiele zur 
Versinnlichung der Grölae der auftretenden Klüfte recht nützlich gewesen 
sein, ebenso ein stärkeres Hervortreten der Äquivalenz von Magneten und 
Kreisströmen. Damit würde auch die onzeitgemäfse Unterscheidung von 
Magneto- Induktion und Volta- Induktion leicht vermieden werden können. 

Im Anschlüsse an die letzten Bemerkungen möchte Referent eine ihm 
von befreundeter Seite gewordene Anregung wiedergeben, ob es nämlich 
fflr Elementarbücber nicht zweckmäfsig sei, die strömende Elektrizität vor 
der statischen zu behandeln. Die Erscheinungen der ersteren sind sozusagen 
mhiger und im allgemeinen von dem Anfänger leichter zu verstehen; 
durch Hinzufügung des Begriffes der elektrischen Ladung ist auch ein 
Übergang zur staUschen Elektriziität zu gewinnen, der den Znsammenhang 
der Erscheinungen hervortreten läfst. 

Berlin. A. Rotth (Oberingenieur). 
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1. Aufgaben und Lelirsätze. Lösungen, 

A. Aufgaben und Lehrsätze. 
42. Es seien 

(1) /"= a^a^J + 2 \iX^x^ -\ h 6^rcJ = 0, 

(2) 9 = 6i,:rJ + 2 b^^x^x^ + • • + 2>44a;J = 

irgend 2 Flächen zweiter Ordnung in Tetraederkoordinaten; überdies mögen 
nicht alle Flächen des Büschels 

(3) x/" + Ag) EE Cii^jf + 2 c^^x^x^ -\ h c^a^^ = 

in Kegel oder Ebenenpaare ausarten. Alsdann wird die Determinante 

(4) 2 ± (qi c^8 C33 c^J = ff (x, A) 

nicht für alle Werte y verschwinden. Setzt man 

80 repillsentiert bekanntUch die Gleichung: 

(5) F(x, l) = C,,ul + 2 C,,u,u, + . • . + C,,ul = 

die Fläche (3) in Ebenenkoordinaten m,. Es fragt sich, wie viel Flächen- 
paare 

Xi/*+'ti9> = und Xj/*+A2g) = 



(6) 



im Bfischel (3) existieren, so dafs die beiden Flächenpaare 

'F(x,,Xj) = 0, Xi/"+Ai9 = und 

gleichzeitig apolar liegen oder, in algebraischer Fassung, dafs 

^ '' ', ag(«„x,). , , ag(x., t.) ^ 



76 Vennischte Mitteilungen. 

Man zeigt leicht, daXs es drei Flächenpaare (6) giebt, deren Parameter -r 
aus der Gleichung sechsten Grades T(x, il) = berechnet werden, wobei 

-^ \^^ *'J - li \ d% dl d% dl /' 



(7) 



{^K^y^j — iüi ax» ax» \ axax // 



Bedeutet in der That ^(iCi, a?j) irgend eine binftre Form von x^, a?j, 
und sucht man ein Wertepaar |^ und — den beiden Gleichungen 

(8) itP'ini) + ^9'M = 0, r,i9\W + W'ik) = 

gem&fs zu bestimmen, so erhält man ans 

and ans der zweiten Relation in (8) fär — die Gleichnng 



fa"-'.<//-., xx—i {n-x\ d'-'' 



(9) 



z^ (9 in.))'- ' - f» 7 ') J^fr (^' (^«))""* ^' ('»») 






a^r'^it — 2«; 



Nach der Theorie der assoziierten Eovarianten ^) ist die linke Seite in 
(9) das Produkt aus /*(%, i?^) in eine Kovariante vom Grade (« — l) (« — 2), 
welche allein als (eigentliche) Lösung, des Problems gelten kann. 

Für einen Kegelschnittbüschel x/'H- A9 = ist von mir bereits früher 
(Zeitschrift für Math. u. Phjs. 20, 153 fif.) gezeigt worden, dafs nur zwei C^ 

existieren, welche gleicheeiHg apölar zu einander liegen. Dieselben sind be- 
stinunt durch die Gleichung 

d^Gd^G /a*ö\2 



« Vax dl) "' 



ax* dl 

In den Fällen n= b bis n » 9 kann man die Ausrechnung nachsehen bei 
Clebsch, Binäre Formen, pag. 337. Der Fall « = 6 ist durch seine An- 
wendungen auf die Lehre von den Komplexen 2. Ordnung besonders 
interessant. 

Darmstadt, den 7. Mai 1901. S. Gundblfinger. 



1) über das Geschichtliche vergleiche man meine Arbeit: Über binäre 
Formen im Joom. für Math. 74, 87 — 91. Daselbst ist auch zum ersten Male 
das einfachste System von Rekursiansformeln zur Darstellung der assoziierten 
Eovarianten durch die fundamentalen Kovarianten gegeben. Diese Formeln sind 
später ohne Angabe der schon vorliegenden Quelle in die Theorie der binären 
Formen von Clebsch übergegangen. 



y 
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'3. £in bekannter Elementarsati'. der Zahlenlehre sagt aas, dals das 
Produkt von n konsekutiven ganzen Zaiilen a (a -\- 1) ■ ■ ■ {a -\- n — l) stete 
dnrch n.' teilbar ist. Es sind die notwendigen und hinreichenden Bedin- 
gungen aufzustolleD , unter denen bereits das Produkt von n — 1 konseku- 
tiven ganzen Zahlen (a -|- l) (a -|- 2) ■ ■ ■ (o -{- « — l) durch n! teilbar wird. . 
Königsberg i. Pr. W. Fr. Meter. 

44. Es seien Oi, Oj, ■ ■ ■, a^i„^ die v{n), zu einer natürlichen Zahl 
-=p"*_Pj* ' ■ ■ P»' teilertremden Zahlen <«, and es bedeat« ft das kleinste 

geineinsame Vielfache der Differenzen p^ — 1, p, — 1, ■ ■ ■, p^ — 1. Dann 
soll bewiesen werden, daTs irgend eine ganze symmetrische (homogene) 
Funktion der a vom Grade ff immer dann durch n teilbar ist, wenn g nicht 
durch n teilbar ist. Im besonderen ist die g** Potenzsumme der a sicher 
nicht durch « teilbar, wenn g teilbar durch (i ist. 

(Verallgemeinerung eines Satzes von Herrn K. Hensel, dieses Archiv 
(3) 1, 319). 

Königsberg i. Pr. W. Fr. Meyek. 

45. Gegeben seien in einer Ebene fünf Punkte 1, 2, . ., 5, durch die 
ein (nicht zerfallender) Kegelschnitt K bestimmt werde. Man zerlege die 
finf Pankte auf irgend eine Weise in ein Dreieck, etwa (l, 2, 3), und ein 
Punktepaar (4, ü). 

Dann eiistiert ein einziges Viereck (.d, B, C, D) derart, dafs einmal 
sein Kardinaldreieck durch {l, 2, 3) gebildet wird, und überdies das Punkte- 
paar (4, 6) bezüglich des Vierecks (A, B. C, D) [d. i. bezüglich des Kogel- 
schnittbüschels (A, B. C, D)] konjugiert ist. 

Von den vier durch A, B, C, D gebildeten Dreiecken greife man eines, 
etwa {A, B, G) heraas. Dann giebt es vier Kegelschnitte durch 4, 5, die 
dem Dreieck {Ä, B. C) ein beschrieben sind; diese berühren alle den Kegel- 
schnitt K. Solcher K berührenden Kegelschnitte, die allein durch die Figur 
der fünf Punkte 1, 2, . . ., 5 bestimmt sind, giebt es also im ganzen 160. 
(Verallgemeinerung eines bekannten Feuerbachschen Dreieokssatzes). 

Königsberg i. Pr. W. F». Mbybb. 

46. J'ai done le premler, je crois (Joam. de Math, sp^iales de M, de 
Longchamps fevrier 18S9), le teoreme euivant qai m'a servi de point de 
depart pour la teorie des triangles multiortologiques. Si deus triangles 
ABC, A'B'G' sont doublemimt ortohgiqiees par permiUalion drcuiawre, ils 
le sont tr^lement. Ce teoreme pour&it s'^noncer en genial ainsi. Si les 
perpmdicuUttrcs äbaiss^es de Ä, B, C sur B'C', CA', A'B' sonl concoararUes 
ainH que les perpmdiculaires abaissi'es de A, B, G sur O'A', A'B', B'G', 
les deus triangles ABC, A'B'C sont triortologiques par permutaiion circu- 
laires. Je propose d'espliquer pourquoi, si A'B'C' degenere dans le 
triangle aplati forme par les pieds des perpendiculaires abaissees de A, B, C 
SOI une droite quelconque, le t«oreme n'a plus lieu et qae seules les per- 
pendiculaires abaissees de A', B', G' sur BG, CA, AB sont concourantes. 

Paris. __^ E' Leuoise;. 
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TenniBcbta Mitt«ilimgeE 



47. Der Inhalt des Körpers, welcher aus einer Regelfläche durch zw« 
parallele Ebenen geschnitten wird, lUfst sich durch die Prismatoidfarmel 
berechnen. Bezeichnet man mit /( den Abstand jener beiden Ebenen, mit 
g und G die Zahlen der in ihnen beÖndlicheo Grundflächen des Körpers, 
endlich mit D die Zahl seines Hittelschnittes [d. i. des Schnittes lu der 
durch den Mittelpunkt von h parallel zu g und G gelagten Ebene], so ist 
der Inhalt des Körpers 

Hn-^ + ^4 

Um diesen Satz zu beweisen, denke man sich den Anfangspunkt der 
Koordinaten in eine der beiden Grundfiächen, z. B. ff, und die i-Achse in die 
darin auf derselben senkrecht stehende Gerade verlegt. Die Gleichungen 
der Regel fläche sind 

worin Y, Z, o, ß, y Funktionen eines Parameters t sind, und zwar die beiden 
ersteren Zahlen die Koordinaten eines beliebigen Punktes des Randes von 
g, die drei letzteren die Richtungskoainus des durch ihn gehenden Strahles 
bedeuten. Für den Inhalt des zur Abszisse x gehörigen Querschnittes der 
Regetfläche findet man mit Hilfe der allgemeinen Formel für den Inhalt 
einer ebenen Fläche den Ausdmci 

Q(x) = Ax^ -[- Bj; -i- 0, 

worin Ä, B, C Konstante bedeuten, welche sich bekanntlich durch g, C, D 
und h darstellen lassen. 

Innsbruck. 0. Stolz. 



B. Lösungen. 
» Sdireiben an Serm E. Jähnke. 



Äusxug B 

Zu 13 (I, 363). — Eine vollständige Lösung der ersten Eneserschen 
Aufgabe im ersten Band des Archivs liegt auch in Gleichung (13) auf 
8. 454 meiner Ausgabe von Hessea Baumgeometrie 1876. Sobald nfimlich 
die Xj^ den Gleichungen 

iyl"l, = 0, St/^'^x. - 0, ... 



M 



£yT^, '- 



genügen, gilt Gleichung (12*) 1. c. 

Die Beantwortung der zweiten Aufgabe dürfte durch folgende Betrach- 
tung gegeben sein. 

Es sei 



'^"' 



[«,i= 



Eq.+ 2a;„+iU, -h 2a:,^,H), + ■■ + 2a;„^^/^') 



1) um Verwechgelungen zu vermeiden, habe ich das i 
Schreiben (diese Zeitschrift 2, 216) durch p ersetzt. 



1 meinem enten 
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Dann ist die quadratische Form der olO» =1,8, •-,« + ?) («>»•> 9) 



(I) 



tf; = 



a 



11 



a 



Ir 



^1 «'1 



^1 i 






fl 



rl 



a 



rr 



W, 



V. 



w. 



r "r 








L i 



1 df 

2 dXr 



V 



X 



t 






' " t^ 

1 df 



«. /■ 



nur von den Yariabeln x^^^, ^r+2» * * *? ^»i a'l>hängig; wie man sofort sieht, 
wenn man in I die r + ^ ei-sten (Horizontal- resp. Vertikal-) Reihen mit 
^11 *•*» ^ri ^«+11 *"> ^n+Q multipliziert und successive von der letzten Reihe 
abzieht. Man kann daher setzen 



(I) 



worin 



(I') 







* 


2, 

a,(l 


r+l 


^ofi 


««^/*> 








«11 
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• • 


«Ir 
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'a 




«/»i 




««r 


"fi 


""fi 


• • • 


'.* 


«a/« 



••) 



Nimmt man 




i«ii ••• «ir «^1 ••• ^1 


(H) ^, - 


"'rl ^rr "r 'r 
Vj • • • V^ • • 




• • •»••««• 




fj '" t^ "0 


von Null verschieden an und setzt in (I) 


(n») i 





1) Vgl. das analoge Theorem bei Herrn Frobenius, Journal f. d. reine u 
angew. Math. 114, 189 Glchgen (3) u. (4). 
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so kann man x^, ^, - * -, x/^ ^n+if ' ' ') ^n+gi ^^^ ^^ bestimmen, dafs 
^i ' ' ' ^r ^^^^^ Werte annehmen und da£s gleichzeitig hei vöJUger WiUkür 



von x^^i, x^^^, 



* * '• X 



(11") ViXi + -+V,X, + 0-X^^^ + - + 0-X,^^ {»r + l^r + l +■•• + *'«*«} 

. etc. 

d. h. dafs: 

(n") », = 0, 10, = 0, t, = o. 

Man hat dann nach Analogie des Theorems von Herrn Frobenius*) 
(in) ^^,) = t|; + z, f;, = 0, «r, = 0, • • -, f. = 0, 

worin i|; durch (I) und (I») und % durch 



(in») 



t= — 



«11 • 


• «Ir 


»1 • 


• k 


11 


«rl • 


• Crr 


«r • 


• K 


Ir 


»1 • 


.. v^ 


• 


■■ 





'l • 


■■ K 


• 


• 





Sl • 


■■ Sr 


. 


• 






definiert werden. 

Mutatis mutandis kann die Signatur (der Bang) der quadratischen 

Form A^ % der willkürlichen Variabein |j, •••, ^ nach meiner Formel 11 

S. 454 in Hess es Eaumgeometrie') berechnet werden. Im Hinblick auf 
die Bemerkung in der Einleitung dieses Schreibens l&Ist sich die Zerlegung 
in (m) in Worten so ausdrücken: Die Signatur (der Bang) der quadra- 
tischen Form 9 =/^ia^jia?x^;i» ztoischen deren Variahein x^^ x^j • • •, x^ 

die Q linearen Gleichungen 



^x = Öl ^x^ ö» 



^,-0 



bestehen^ ist gleich der Summe der Signaturen (Rangeahlen) der beiden qua- 
dratischen Formen 

wobei ^[vjXi = 0, • • -, ^\U^i = 0. 



Darmstadt^ den 15. September 1901. 



S. GUNDELFINQER. 



1) 1. c. S. 191. 

2) Dieselbe gilt für jede quadratische Form ; sie giebt also auch die Zer- 
legung von A^^x iu »•— -Q Quadrate. 
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Zu 32 (Bd. n, S. 213) (Ed. Janisch). Man nehme Dreieck ahc als 
Fundamentaldreieck für trimetrische Normalkoordinaten, und die Gleichung 
des Kegelschnitts sei a^x^x^ + a^x^x^ + a^x^x^ = 0. Femer setze man 

-. ^ = X; dann sind die Koordinaten von m: Xa^ -\r(^jX (Aa^ + a,), — Xa^, 

Bezeichnet man noch die Koordinaten des Punktes s mit &^, b^j 63, so er- 
hält man nacheinander folgende Systeme von Koordinaten und Gleichungen: 

Koordinaten von a': , * * ' , , 69, 6«; 



c': 5i, &3, 



a»^^ 



046, + 0,61 

Gleichungen von ma': X(a2b^+a^h^)x^ — a^b^x^+(Xai+a^)b^x^^0^ 

mb': — Aai5jri'+ (fl8 5i+ Oi ^j)a^+ (^«1 + a2)Bifl!8 = 0, 
mc': Xa^aib2Xi+ a^a^\x^+ (Xa^ + a^) {a^b^+ a^b^)x^ = 0. 
Koordinaten von (ma', bc): 0, (^^+^2)^2? ^^s> 

(w5', ca): {Xai + a^)b^, 0, Aaift,; 

(wc', a6): ßj^i» -~ '^<'i^2» ^* 

Gleichung der Geraden (i: 

Xa^b^b^x^ + a^b^b^x^ — (Aa^ + «,) b^b^x^^ =0. 
Gleichung der Geraden 99» 5: 

^ (^«i^a + Oa^j + a^b^) x^ — (Aaj&j + Xa^b^ + Ogfej) fl;^ 
— {Xa^ + fl^) (A&i — b^ x^ = 0. 
Koordinaten des Punktes m'\ 

Oj o, 1 

Aajfes + Ojfe, + Oj?/, ' "~ ZO168 + Zosfei + o^"^ ' A61 — 6, * 

Gleichungen von 

b'ci - fli 62^8^1 + ^ («8^1 + «1^8) ^2 + ^ (ai&2 + «2^) ^8 = ^; 
c'a': ftj (0,63 + 0,62) ^1 — ^'2 ^8^1^ + ^2 (%^2 + «2^) ^'3 = Ö> 

a'5': 5, (a^ft, + «3^ ^1 + ^8 («8^ + «1^8) ^ — «8^^2^8 = Ö- 

Koordinaten von 

{m'a, b'cy. b^b^ (Xa^ + a^) (a^b^ + a^b^) + a^b^b^ {a^b^ + a^b^), 

— a^a^b^b^(Xbi — b^), aib^b^{Xaj^h^+ Xa^bj^+ a^b^)-, 

{m'b, ca')'. a^a^b^b^iXb^—b^), bjb^{Xa^+a^)(a^b^+aJ)^)+Xaib^b^{aJ)^+a^bi\ 

«2^^8(^«1^8+ «2^8+ «8^5 

(m'c, ab'): — a^b^b^{Xa^b^+ Xa^\ + a^b^), (hb^b^{Xa^b^+ a^b^+ a^b^, 
Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Geraden fi, 

ArchiT der Mathematik nnd Physik. JU. Beihe. m. G 
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Gleichungen 



-flj«,i.,(i&,-6,)*.= 0; 

-|-a,<ij6,(U,-6s)^3=05 
m'c': — (*, (ifl,iij+ a^b^+ aj&j}a:, + 6, (i.a^b^+ An,i, + (ij6ä)a'. 

+ (rt, bj + B, 6,) (I6i - 6j) xg = 0. 
Koordinaten von 

(m'a\ 6c): 0, o^öj (i&i - fc^), öj^lOibj + Aojbi+o.b, 

(m'6', ca): - Oji', (A&i - 6s)i ". ös{ia,i's + »söa + «a&j); 

: bi(ifli(ij-|-i<ia&i + "s6s). b^{^njh + "ih+''it^t)^ 
■ Geraden fi': 



Qleichung c 

{_6j, ij, Aa) erfüUei 



! Gleichung; 



Vi;- 

mitbin geht 



Die Koordinaten von i 

die Gerade n' durch s. 

Koordinaten von 

(ma, b'c'): b^bs(ka^ + «,) + «siilifc, - b^), Jgis(Aoi + o,), - oA*»» 

(mi, c'a'): 0,63(^0, + «1), fci!Ö,{la, + flj) - Os6i{iJ, - b^), - l"j,bihj; 

(mc, «'b"): nsb.bj, ia,6,6„ bjCagb, + 0363) + i^K^ + «i^)- 

Diese Koordinaten genügen der Gleichung der Gereden jt'. 

Der hierdurch bewiesene Satz der Aufgabe Nr. 33 hat sich schon bei 
meiner Bearbeitung der Aufgabe Nr. 1774 der Zeitschrift für mathe- 
niatischen und naturwissenschaftlichen Unterricht (Bd. XXXI, S. 447) als 
Verallgemeinerung dieser Aufgabe ergeben; auch sind dort die Resultat« der 
vorstehenden Ent Wickelungen bereit« angegeben worden. Betrachtet man 
zj, Tj, x^ als Limeukoordinaten, so ergiebt sich der folgende duale Satz: 

Sind abc und a'b'c zwei perspektivische, einem Kegelschnitte K um- 
geschriebene Breiseite, und ist m eine beliebige Tangente an £", daim 
schneiden sieh die drei Geraden {_ma, 6p), (»»&', Ca), (mc', ab') in einem 
auf der Kollineationaachse s Liegenden Punkte ft. Ist m' die zweite dnrcli 
den Punkt m$ gehende Tangente un K, dann geben durch denselben 
Punkt (i die drei Geraden (m'a, b'c), (m'b, c'a'), {m'c,a'b'). Umgekehrt 
schneiden sich in einem anderen auf s liegenden Punkte ji' die sechs 
Geraden {m'a\bc), (»»'&', ca), {m'c, ab), (ma,b'c'), {mb,c'a\ {mi;n'b'). 

Prenzlau. W. Stegemann. 

Anmerkung: Nach einer brieflichen Mitteilung des Herrn Prof. Sobotka 
(Bräun) findet sich der Satz in der Abhandlung „Sur Wie gerurälisation du 
aiAir^ne äe Rtscal de}' par M. Aubcrt (Nouv. Annates (3) 8, 529—535). 
Aubert leitet u. a. den Satz durch wiederholte Anwendung des PascalBcben 
Theorems ab. 



1); 

i 

>ht 



Prag. 



Ed. Jakisch. 
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Zu 38 (Bd. n, 8. 213) (W. Fuhrmann), Es sei -^ BÄK = <p, 
^ÄBI/^ili; die Gegen strahlen von AK und BL seien AK' und BL'. 
Zu der Sehnittiinie AB /ieh« miin durch A in der Halbebene BAE die 
Senkrechte AX und in der Halbebene ABL die Senkrechte ^ F; die Gegen- 
strahlen seien AX' und AT'-, dann ist -^ XAY = 9. Femer lege man 
in der Ebene BAK durch B die Parallele zu ÄK, welche ^X in C treffen 
möge; der Schnittpunkt von AY und BL sei D. Die Punkte Ä, B, C, I) 
bestiianien jetzt ein Tetraeder, dessen Seitenfläche BCD der Geraden AK 
parallel ist und die Gerade BL enthält; daher ist die Länge h des von A 
aus auf BCB gefällten Lotes AP nugleieh die kürzeste Entfernung der 
windschiefen Geraden AK und JRX. 

Es weiile nun zunächst Toi'ausgesetzt, dafs ip und ifi apitze Winkel 
lind. Dann liegt Punkt C auf AX', Punkt D auf AY. und es ist daher 
^CAD^ \m°—9. Fallt man nun von P aus auf BD und BC die 
Senkrechten PQ und PB, und aetzt man 5C=j), BB = q, PQ ^ x, 
PB = s. ^I>BC= a, so hat man: 



-q-pc 



Btt^p- 



Verbindet man noch Ä mit Q, so erhalt man aus dem rechtwinkligen 
Dreieck APQ: k'='AO^~x'. Die beiden Dreiecke ABB und ABC sind 
bei A rechtwinklig, und es ist -^ ABB = ^, -^ ^5(7 = 9!. Man hat also: 
AQ — a sini^f; BQ = p = a eosif»; BR ^ q = a ix&ip. Mithin: 




Serin ist noch der Winkel er zu bestimmen. Dies erfolgt mittels des 
aus dem Dreieck BCD. Es ist n&mJich BC C0S9 =^ a, 
BD cos V = o, und weil -^ CAD = 180° — * ist, 

■Ci)» ■= J C + ^ D* + 2 -d C ■ ^ /> ■ coa # = »* (tg* q) -I- tg V + 2 tg 9 tg if cos #). 

1ta.a findet nun: 

BC'+ Bp^ 



' \C0l'7 



'^°^'' iBC BD 

- «■ tg" 91 — a' tg* ^ — 2 a' tg go tg if coa öl 
= cos 91 cos V — sin qo sin iC cos Ö; 



3 coB 9 cos ^ cos d — cos* « = coa* q> coa' i(; — sin* <p sin" if/ coa' &. 
fiatzt man dies in die Gleichung für h* ein, so erhält man 



h'- 



h = 



VT-(c< 



«»)• 



Legt man durch AK die zu BCA senkrechte Ebene, welche BL in 
M treffen möge, so ist M der eine Endpunkt der von AK nach BL zu 
Behenden kikrzeaten Geraden. Da AK\ BC ist, und da die Ebene AEM 
»uch die Gerade AP enthält, so ist PM die zu BC parallele Schnittlinie 
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der Ebenen AKM und BCD. Zieht man durch P die Parallele zu BB^ 
welche BC mO trifft, so ist BMPO ein Parallelogramm, und man bat also: 

y P — $ cos a a sin 9 (sin q> cos ^ -f- cos 9 sin t^ cos 9) 



BM==PO 



sin a sin' a 1 — (cos tp cos ip — sin 9 sin t^ cos 9)* 



Damit ist die Lage des Punktes M auf der Geraden BL bestinunt. Ist 
N der andere, auf AK liegende Endpunkt der kürzesten Geraden, so ist 
APMN ein Bechteck; mithin: 

. -^ X g — p cos a a sin '^ (cos 9 sin ^ 4~ ^in 9 cos fp cos d) 

sin a sin* a 1 — (cos 9 cos \p — sin 9 sin ^ cos 9)* ' 

wodurch auch die Lage des Punktes N bestimmt ist. 

Ist einer der Winkel, etwa 9, ein stumpfer Winkel, so ist '^BAK' 
ein spitzer Winkel; die entwickelten Formeln können daher auf den Fl&chen- 
winkel TAX' bezogen werden, indem man 180®-— 9 statt q> und 180** — d 
statt %^ setzt. Aulserdem mufs man den hierdurch erhaltenen Wert von 
AN^ um ihn wieder auf den Flächenwinkel XA Y zu beziehen, mit entgegen- 
gesetztem Vorzeichen versehen, da im Flächenwinkel TAX' die Strecke AU 
in der Richtung AK' gemessen worden ist. Führt man dies alles aus, so 
bleiben die drei Formeln fär A, BM und AN unverändert. Sind beide 
Winkel q> und t\f stumpf, so sind -^BAK' und -^ABL' spitze Winkel; 
die Formeln können also auf den Flächenwinkel X' AY' bezogen werden, 
indem man 180®— q> statt 9 und 180®— i\f statt i\f setzt. Die Werte von 
AN und BM sind noch, um sie wieder auf den Flächenwinkel XAY zu 
beziehen, mit entgegengesetzten Vorzeichen zu versehen. Auch in diesem 
Falle kommt man zu den ursprünglichen Formeln zurück. Die letzteren 
gelten also für beliebige Winkel q> und if;. 

Prenzlau. W. Steoemann. 

Eine äh^iliche Bestimmung des kürzesten Abstandes ist auch von Herrn 
E. Bath, Stuttgart eingegangen. 



Zu 37 (Bd. n, S. 356) (S. Gundelfinger). Die Gleichung der ge- 
gebenen Kurve sei (x^ + y^Y + f{x^ y) 4. c = 0, wobei die Funktion f vom 
(2 n — l)ten Grad m x^ y und c das Absolutglied ist. Durch Einführung 
der Polarkoordinaten r, 9 erhält diese Gleichung die Form r^ " + 9 (0 + ^ ~ ö- 
Hier ist q>{r) vom (2w — l)ten Grad in Beziehung auf r. Das Produkt 
der 2n Wurzeln fj, rj, . . ., r^^ ist gleich dem Absolutglied c, also von 
dem Winkel tp unabhängig. Ist daher Q der Ursprung des Koordinaten- 
systems, und sind P^, P,, . . ., P^^ die den Wurzeln r^, rg, . . ., r,^ ent- 
sprechenden, auf einer Geraden liegenden Punkte der Kurve, so ist das 
Produkt QP^, QP^ , , , QP^^ dasselbe für alle durch Q gehenden Geraden. 

Stuttgart. E. Rath. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Herrn stud. K. Cwojdziilski, 
Lemberg eingegangen. 



I 



I 
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2. Anfragen. 

4. Die Aufgabe: Dnrcli einen gegebenen Punkt eine gerade Linie zu 
tieken, von der die Schenkel eines geg-ebeuen Winkels ein Stück von 
gegebener Länge abschneiden, findet mao aXe erstes Beispiel von durch 
Zirkel und Lineal im allgemeinen nicht lösbaren Aufgaben in dem bekannten 
Werkthen von Petersen: „Methoden und Theorien zur Auflösung geome- 
trischer Konstruktionsaufgaben". Es ist dort, weiter noch angeführt, daTs 
die Ldsung im allgemeinen nicht möglich ist, weil es sich um die 
Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden mit einer Konchoide handelt, 
dsJs aber für gewisse Lagen des Punktes (wenn er -i. B. auf der Halbierungs- 
linie des Winkels liegt) die Gerade eine so besondere Lage im Verhältnis 
mr Konchoide bekommen kann, dafs eine elementare Lösimg möglich wird. 
Bechnerisch zeigt sich die Unmöglichkeit der allgemeinen Lösung in dem Auf- 
treten einer Gloiehong -1, Grades, durch welche die Schnittpunkte bestimmt 
wn^eo und in deren Koeflizienten die Gröfsen eingehen , von denen die 
gegenseitigen Lagen- und GröfsenverUältnisse der gegebenen Stücke ab- 
kiögen. Ein sehr einfacher Fall ergiebt sich von vornherein durch die 
Annahme paralleler Winkelschenkel. 

Wo findet man eine Analyse alier möglichen Spezialfälle, in denen 
Bine Konstruktion mit Zirkel und Lineal ausgeführt werden kann? 

Windsbach. A. Wendler. 

5. Für die von Steiner (Ges. W. H, 668) erwähnte „einst berühmte 
Aafgabe" — In einer Ebene sind zwei sich schneidende Geraden p und g, 
weiter ein Punkt li gegeben. Es sind durch M solche Transversalen zu 
liahen, dafs ihre Längen zwischen p und g einer gegebenen Strecke (rf) 
Bleich werden — habe ich die folgenfle einfache Lösung gefunden: 

Man ziehe parallel zu p (oder g) eine Gerade r, welche von It den 
Dämlichen Abstand hat wie die Gerade p von B. Man betrachte p und r 
^a Asymptoten einer Hyperbel h, welche durch den Punkt E bestimmt 
•ät- Beschreibt man aus Ä einen Kreis {k) mit dem Radius', der der 
Begebenen Länge tl gleich ist, so schneidet dieser die Hyperbel A in zwei 
"^er vier Punkten (l, 2, a, 4). Die Verbindungslinien Ä,, J?^, B^, Bi 
siod die gesuchten Transversalen, 

Sollte die Gerade r parallel zu g gezogen sein, so bekommt man die 
ifentjschen Transversalen auf dieselbe Weise wie frfiher. 

Ist diese Lösung schon bekannt? 

Agram. G. Majcen. 

6> Ist der nachstehende Detenuinantensatz bekannt, bezw. wo ist er 
'«riffentUcht? 

Bedeuten Ca, die n' Koeffizienten einer orthogonalen Substitution, und 
bezeichnet man mit 

{',,;':.:■ ■■':,;] (..,.„,,.,-.,...., rä.) 

^ atia den r* Elementen o,*,, c,;t,, ■ ■ ■ (■,>»,, c,,»,, ■ ■ ■ ■ gebildete Deter- 
"üaaote, 80 ist 
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gleich Eins oder Null, je nachdem die beiden Zahlenreihen ti, - • -, ir und 
h^ ' ' ') ^r vollkommen oder nicht vollkommen mit einander übereinstimmen. 
Dabei ist die Summation auf alle Kombinationen ohne Wiederholungen zur 
t*ten Klasse zu erstrecken, die aus den Elementen 1, 2, • • •, n zu bilden sind. 
Für die Grenzfälle r = 1 und r =^ n ergeben sich die bekannten 
Orthogonalitätsbedingungen. 

Berlin. £. Jahnkb. 



3. Sprechsaal für die Encyklopädie der Hathematisolien Wissensoliaften. 

[Einsendungen für den Sprechsaal erbittet Herr Franz Meyer, Königsberg i. Pr., 

Mitteltragheim 61.] 

Zu I A 2. Kombinatorik. 

I. S. 44 , Z. 6 V. o. Weitgehende Untersuchungen über das Verschwinden 
halbsymmetrischer Determinanten und ihrer Unterdeterminanten sind von 
Grafs mann (Ausdehnungslehre, siehe ges. Werke I^, dort auch die Note 
von F. Engel, S. 490) sowie besonders von G. Frobenius (Joum. f. 
Math. 82, 242 ff.) angestellt worden. Vgl. auch E. v. Weber, Vor- 
lesungen über das Pfaffsche Problem (1900), S. 30 ff.) 

Freiburg i. B. A. Lobwy. 



Zu I B 3c, d. Galoissche Theorie mit Anwendungen. 

I. In Anmerkung 62, S. 500 sollte auf M. Cantors entscheidende Unter- 
suchung über die Entdeckimg der Auflösung der Gleichung dritten 
Grades hingewiesen sein (Gesch. der Mathem. 11, 2. Aufl., Kap. 65 
und 66). Erwünscht wäre femer ein genaueres Zitat in Anmerk. 85, 
S. 508, wo es heifst „die Eigenschaften waren Lambert und Eni er 
schon bekannt^. 

München. A. v. Braunmühl. 

Zu I C 1. Niedere Zahlentheorie. 

I. Bei Nr. 5 ist noch zu zitieren: J. Gh. Burckhardt, Tables des divi- 
seurs pour tous les nombres dcpuis 1 a 3036000, Paris 1814 — 17- 
Dieses Werk wird allerdings S. 578 angeführt, gehört aber auch hier 
her, da es eine Tabelle enthält, in welcher für alle Primzahlen p von ^ 

bis 2543 die Gröfse der Periode des Bruches — angegeben wird. — 

Nr. 10 sollte bezüglich der „befreundeten Zahlen", welche schon 
Altertum und später noch vielfach vorkommen, auf M. Cantor, Ges 
der Math. I und II 2. Aufl. (Register) sowie HI S. 595 — 596 - 
wiesen sein. 

München. A. v. Braunmühd. 




Venniacht« Mitteil ongen. 

Zu I C 2. Arithmptische Tbeorie der Forme 

!. In Anmerkung 30, S. 599 (PeUsche Gleiiihimg) ist : 
M. Uantor H, 2. Aufl. 8. 777. S. 629 Zeile ö von oben ist nach Dachet 
ta ergänzen: „und Fo-niat^\ sowie zu zitieren M. Cantor D, 2, 779. 
MOnchen. A. t. BBAUNiiiJHr.. 



I 
I 



Za I C 3. Analytische Zahlentheorie. 

1. In Anmerk. 69, S. 669 ist zu verweisen anf A. Pringsheim: „Über die 
ersten Beweise der Irrationalität von e und jc." Mönch. Ber. 1898. — 
Der S. 671 Zeile 12 und 11 von antcn stehende Sab: „Durch eine 
VeraUgatieinerutu/ der Hermiteschen Betrachtungen erlangte F. Linde- 
mann den Kachweis der Transcendcnz auch für n" Ist nicht zutreffend. 
Denn eine blofse „Verallgemeinerung" ist Lindemanns Beweis keines- 
iregs, sondern eB gehörte noch sehr viel mehr dazu, um denselben zu 
erhringen, was schon daraus hervorgeht, dal's Hermite selbst sagt: „Je 
ne me hasarderai [loint » la rocherche d'une deinonstration de la tran- 
scendance du nombre w. Que d'autres tentent l'entreprise, nul ne sora 
pIns heureui que moi de lenr succes, mais crojez-m'en, mon eher ami, 
ü ne laiasera pas que de lenr en couter quelques etforts . . .". Journal 
för Math. 76, 1873, S. 342. 

Manchen. A. v. BraukhIfbl. 

Zu I D 3. Interpolation. 

Zu S. 801, Zeile 15 von oben: Die sogenannte Lagrangesche Interpo- 
lationsformel wurde keineswegs zuerst von Lagrange 1795 gegeben, 
Sondern bereits 1776 von Edward Waring (das Nähere hierttber in 
äieioer Abhandlung „Historische Untersuchung der ersten Arbeiten über 
Interpolation", Bibüoth. math. 2, 1901, S. 95—96), 
Zu 8. 810, Z. 5 von oben bemerke ich: Stirling hat keine neue Inter- 
polationsfonuel gegeben, sondeju die 4 von ihm benützten finden sich 
Tuter den 6 von Newton im Methodns differentlalis (1711 von Jones 
^veröffentlicht) mitgeteilten. (Vgl. meinen oben zitierten Aufsatz 8. 91.) 
München. A. v. BHAUNMt/Hi,. 



Zu I E. Differenzenrechnung. 

Zu S. 927—928, Anmerk. 15'. Die Reihe (38) ist schon bei Archi- 
ruedes (Buch über die Kugel und den Oylinder prop. 22 und 23) sum- 
nuert and kommt dann wieder bei Kepler (Do motibus stellae MartJs, 
Opera Ed. Frisch DI, 335, 390) vor. Euler hat die Sununation der 




Reihen N^ sin (s + («") und ^^ cos(s + /*m) zuju erstenraale bereits 1743 

im Vn. B. der Miscellanea Berolin. p. r2ilfl'., also lange vor Bossut 
TBTÖifentlioht. 
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S. 925, Anmerk. 14 ist zu bemerken: 6. Heinrich hat (Biblioth. math. 
1 1900, S. 90 — 92) gezeigt, dafs die Simpsonsche Begel schon 1668 von 
James Gregory gegeben wurde. 

München. A. v. Braukmühl. 



Zu II A 2. Differential- und Integralrechnung. 

II. Auf S. 56 unter Litteratur l) Ältere Werke sollte noch bemerkt sein: 
Jacob Bernoulli, Opera, 2 Bde. Genev. 1744. 

München. A. y. Braünicühl. 

Zu n A 3: Bestimmte Integrale. 
n. S. 150, Zeile 9 Ton unten vermisse ich das Zitat yon Wallis' Formel 
für — : Opera I, 467 und 11, 356, Seite 161, Zeile 5 von oben eine 

nähere Angabe darüber, wo die Eulersche Gleichung r(^) =y« sich 
zuerst findet, desgleichen S. 175, Zeile 21 von oben, wo Wallis die 
Betafunktion zuerst untersuchte. Auf derselben Seite sollte Zeile 9 Ton 
unten erwähnt sein, dafs Euler die Betafunktion zum erstenmale schon 
in Comm. Acad. Petrop. ad annos 1730/31 V, 36 — 57 bringt — In 
Anmerk. 156, S. 182 fehlt die Angabe, dafs Euler die ersten 12 Ber- 
nouUischen Zahlen schon 1739 in ComuL Acad. Petrop. 116 — 127 

berechnete und benützte, femer sollte ebenda bei der Formel 

(2 m)! 
B = 2m— 1 2 m ^^m ^^ Eulcrs lutroductio in analysin infinit. Cap. 15 

m 7t 

und auf Comm. Acad. Petrop. IX, 160 ff. verwiesen sein. — Bei „Euler- 
schen Zahlen^^ Zeile 14 von oben auf &. 183 ist endlich zu bemerken, 
dafs Studnicka über ein Analogen zu denselben geschrieben hat. Sitz.- 
Ber. der böhmischen Gesellsch. 1900. 

München. A. y. BraunmOhl. 



Die Verwandtscliaft zwischen einer Geraden nnd ihrem 

Lotpnnkt in Bezng anf ein Dreieck. 

Von Joseph Neuberg in Lüttich. 

Diese Verwandtschaft habe ich untersucht in der NouveUe Corre- 
spondance mathemoHque 4 (1878), p. 379—382; der betreflFende Artikel 
tragt die Überschrift Sur une transformcUion des figures und enthalt 
die Losungen der von mir vorgelegten einschlägigen Aufgaben 111 
una 112 {Ibid., t II (1876), p. 189). Die interessante Abhandlung 
des Herrn Cwojdziriski über den Lotpunkt (Archiv (3) 1, 175 — 180) 
Tecli.tfertigt eine neue Bearbeitung desselben Gegenstandes, welche meine 
erai^en Resultate mit einigen Zusätzen wiedergiebt. 

1. Von den Ecken des Fundamentaldreiecks Ä^A^A^ fälle man auf 
eine beliebige Gerade m die Lote A^B^, A^B^, A^B^, und von den 
FoXspunkten die Lote B^C^j B^C\, B^C^ auf die zugehörigen Seiten. 
Letztere Lote schneiden sich in einem Punkte M, dem Lotpwnkte von m. 

Von welcher Art ist die Verwandtschaft (w, -3f)? Einige besondere 
Falle geben hierüber die ersten Aufschlüsse. 

Jeder Geraden m entspricht nur ein Punkt Jf, mit Ausnahme der 
unendlich entfernten Geraden m^ , deren Richtung unbestimmt ist, und 
die somit jeden in ihr enthaltenen Punkt zum Gegenpunkte hat. 

Nimmt man für m eine der drei Seiten des Grunddreiecks, so 
findet man jedesmal flir M den Höhenpunkt jBT^; folglich hat H^ 
wenigstens drei Gegengeraden. 

Bei paralleler Verschiebung von m in der Richtung A^B^ erleidet 
^ö Figur MB^B^B^ dieselbe Verschiebung; mithin, wenn sich m um 
einen festen Punkt im Unendlichen dreht, ist der eigenüiclie Ort von 
^ öine zu m senkrechte Gerade; der vollständige Ort begreift ausserdem 
^^ Gerade m^. 

OD 

2. Bewegt sich B^ auf einer Senkrechten n^ zu A^A^, so verbleibt 

*^cli M auf n^. Die Senkrechte m in. B^ auf A^B^ umhüllt dann eine 

^8iabel «1, welche A^ zum Fokus und n^ zur Scheiteltangente hat. 

l<in \)ezeichne mit n^ oder jTj die Parabeln, welche der Bewegung von 

AiohiT d«r Mathematik and Physik. HL Beihe. HL 7 



«,, «j durch einen und denselben Punkt M, 
von M eine gemeinaame Tangeute der drei 



B, auf einer Senkrechten w, zu A^A^ oder der von Bg auf einer Seok- 
rechten Kj zu A^A^ entsprechen; der Ort des Punktes M ist »Isdaim m, 
oder «j. 

3. Gehen die Linien t 
80 ist die Gegengerade 
Parabeln sr^, Jt,, jTt Folglich entsprechen einem Punkte M drei Ge- 
raden m. Ich nenne diese Linien m,, »n,, »ij; sie können alle drei reell 
sein, oder eine nur ist reell und die beiden anderen, ohschon imaginär, 
schneiden aich in einem reellen Punkte: Die Verwandischaft (m, M) 
ist eindreideutig. 

4. Der Umkreis des Dreiecks »it»!,»», geht durch den Brennpunkt 
jeder eiu geschriebenen Parabel, mithin durch die Punkte A^, A^, A^. 
Mit anderen Worten, die Gegengeraden eines Punktes bilden ein Sehnen- 
dreieck des dem Grunddreiecke umschriebenen £reises, dessen Zentram 
ich mit bezeichne. 

Die Leitlinien </,, d,, dj von n,, n,, n-, kreuzen sich im Höh^i- 
punkte Hn des Dreiecks tn^m^nty H^ und M„ liegen offenbar sym- 
metrisch zu M. 

Giebt mau eine Gerade m, , so findet mau leicht die zu demselben 
Lotpunkte M gehörigen Geraden »ij, m^ Man suche den Lotpunkt M 
von »(, , verlängere die Strecke S^M um MMm = Hi,M und fälle von 
H,„ auf »ij eine Senkrechte, welche die Kreislinie in zwei (immer 
reellen) Punkten N^, Ni, schneidet; w, ist das Mittellot einer der 
Strecken If,,,N,, -H„A'i, z. B. von Il„,Ni. Wenn »i, die Kreislinie 
in zwei reellen Punkten JVj, N^ trifl't, ist M auch der Lotpunkt der 
Geraden ■A',A'j, ^lA',; liegt m^ aul'serhalb des Kreises, so ist N^ der 
Schnittpunkt von zwei imaginären Gegengeraden des Punktes M. 

5. Betrachtet man die dem Dreiecke »', fft^nig eingeschriebene 
Parabelschar, so ist der Büschel der Leitlinien symmetrisch kongruent 
mit dem Büschel, welcher die zugehörigen Brennpunkte von einem 
festen Punkte der Kreislinie O projiziert; denn der Leitstrahl des 
Punktes »ijWij und der durch diesen Punkt gezogene Durchmesser sind 
symmetrisch zu der Halbierungslinie des Winkels m, »ig. Hieraus 
folgt, dafs die Richtung der Leitlinie imd der Brennpunkt sich gegen- 
seitig bestimmen. Wenn auch M seine Lnge ändert, so gehört doch 
zu jedem Punkte der Kreislinie als Brennpunkt dieselbe Richtung 
der Leitlinie, weil dies so ist für die Punkte X,, A^, A^ Nun ist A^A^A^ 
das Gegendreieck des Höhenpunktes H^\ folglich ist die Leitlinie jeder 
der erwähnten Parabeln parallel zu der Simsonschen Linie 
Brennpunktes in Bezug auf das Dreieck A^A^A^ 
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^V Lassen wir jptzt M auf einer gegebenen Geraden « fortrücken; der 

^B Punkt H^ gleitet alsdann auf einer zu n parallelen Geraden d. Die 

^H versctiedenen Parabel sc hareu , welche dem veränderlichen Dreiecke 

^H mjm,m, eingeschrieben sind, haben «ine gemeinsame Kurve, nämlich 

^^1 die Parabel n, welche d zur Leitlinie hat; denn d bestimmt den zu- 

^H gehörigen Fokus. Hieraus folgt der Satz: 

^H Bewegt sich M auf einer beliebigen Geraden «, so uttJiüüen die 

^H Gegengeraden &,ne Parabel %, deren Leiäinie d zu n parallel ist. 

^H 6. Wenn m eine Kurve ü der Klasse v umstreicht, so bewegt sich 

^H der Lotpuiüit M auf einer Kurve V der Ordnung '2v. Denn die 

^H Schnittpunkte der Kurve V mit einer Geraden n entsprechen den 

^H Tangenten von V, welche auch die der Geraden n entsprechende 

^H Parabel x berühren. 

^f 7. Im besondem, wenn m sich um einen festen Punkt P dreht, 

^B so beschreibt der Lotpunkt M einen Kegelschnitt W. Wie schon Herr 

^B Cwojdziriski bemerkt hat, findet man unmittelbar die sechs Punkte 

^^L dieses Ortes, vrelche den zu den Seiten des Gruuddreieckes senkrechten 

^H oder parallelen Lagen von m entsprechen: es sind die Projektionen 

^H P,, P,, Pj von P auf die Seiten, und die Punkte Q^, Q^, Q^, welche 

^H man erhält, indem man auf den Höhen die Strecken H^Q^^ P^P, 

H ^,ft = P,P, H^Qs = P,P abträgt. Der Mittelpunkt von TF halbiert 

H Bomit die Strecke PE„. 

^H Ist P das Zentrum des UmkreiseSj so wird W der Feuerbachsche 

^H Kreis. 'J Für keine andere Lage von P kann W ein Kreis sein; denn 

^H der Krei» P^P^P^ hat zum Zentrum die Mitte der Strecke zwischen 

^H dem Punkte P und seinem Winkel gegen punkte. 

^H 8. Es sei jetzt P ein Punkt der Kreislinie und ji seine Fufs- 

^H pnnktUnie in Bezug auf das Grunddreieck. Der zu P gehörige Kegel- 
^V schnitt W entartet in die doppelt zu zählende Gerade p. 

Umgekehrt, wenn M die Linie p durchläuft, so entartet die zu- 
gehörige Parabel n (§ 5) in den Punkt P und den Richtungspunkt 
der Senkrechten zu p\ denn, da p den Abstand H^P halbiert, ist die 
Leitlinie die durch P zu p parallel gezogene Gerade, und der Brenn- 
punkt ist P selbst. Das Dreieck ih,«1j«?3 besteht jetzt aus einer Senk- 
rechten zu p und zwei von P ausgehenden Geraden. Ein oben (§ 1) 
I erwähnter Satz kann jetzt so vervollständigt werden: 
(Mai 



1) Dieser Satz iet zuerst von Hemi Soons (Tirlemont) ansgeaprochen wordes 
(Uatliesii 1396, S. 57). 
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Für paraUde Lagen von m ist der Ort des Lotpunktes 
senkrechte Gerade p; ändert man die Bichiung von m, so erzeugt p eine 
Stcincrsche HypocyMoide. 

Eine besondere Beachtung verdient der Fall, wo M eine Seite, 
z. B. Ä^Ä^, des Gnmddreieeks durchläuft; eine Gegengerade ist dann 
die Senkrechte in Jlf zu Ä^A^, und die beiden anderen schneiden sich 
im zweiten Endpunkte dea DurchmesBera A^ des ümkreiBes. 

9. Wenn der Punkt M eine Kurve V von der Ordnung (t durch- 
läuft, 80 ist die Enveloppe der Gegengeraden m eine Kurve fj von der 
Klasse 2fi. Denn die Geraden m, welche jetzt durch einen gegebenen 
Punkt P gehen, entsprechen den Schnittpunkten der Kurve V mit dem 
zn P gehörigen Kegelschnitte W. 

10. Ich werde noch kurz meine synthetischen TJnterauehungen mit 
den Gleichungen des Herrn Cwujdzin'aki in Zusammenhang bringen. 

Die Gleichung der Gerade m sei 

K,Si + K^z, + K^z^ = 0, 
nnd man setze 
tt = Kl + E\-i-Kl- '2K,K^ cos A, ~ 2K^K^ cos A, - 2K^Kt cos 

Alsdann sind 2a^, 2a,, äicg die partiellen Ableitungen der Funktion a 
nach K^, ffj, K^\ die Gleichung ß = stellt die unendlich entfernten 
Kreiapunkte dar, und mau kann k,, «,, a^ ansehen als die Koordi- 
naten der Kichtungspuukte der Senkrechten zu m; in Linienkoordinaten 
repräsentieren die Gleichungen a, = 0, a, -= 0, «3 = die Kichtuogs- 
punkte der Höhen A^H^, A^H^, A^H^. Die Koordinaten des Richtoogs- 
punktes von m sind: 
ß^-K^imA^-K3S\ixAi,ßt = K^smA^—KiamAi,ß^ = K^BmA,—K^9mA^, 

und die Tangentialgleichungen /3, = 0, j3j = 0, /Sj = gehören zu den 
Richtungspunkten der Seiten A^A^, A^Ä^, A^^A^. Die Gleichungen 
der Geraden BiC^, -Z^C,, S^C^ nehmen jetzt folgende Gestalt an: 
(I) «ff, -I- i>X,ft - 0, aS, + LfiTsÄ ^ 0, «ifj -I- L-ffs/Sj = 0. 

Dieses sind auch die Gleichungen der Parabeln n, , n^, sr, in 
Linienkoordinaten, wenn {^^, x^, z^) die Koordinaten eines festen Punktes 
M sind. Die aus (I) abgeleitete Gletchimg 

(H) JE,Ä,S, sin A^ -|- Ä,ff, ff, sin A^ + K^K^H^ sin ^ = 

bezieht sich auf eine Parabel, welche den zwei Dreiecken AyA^A^ 
m^m^nif eingeschrieben ist; die Leitlinie iat H^M. 
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Die Fonneln (I) können auch so geschrieben werden: 

man kann hier JB^, H^, H^ als Koordinaten des Punktes in Bezug auf 
die Höhen HA^y SA^, HA^ ansehen. 

Löst man zwei der Gleichungen (I) nach z^, z^y e^, so kommt: 

60^ = cci(Ki cos A^ cos A^ — K^ cos A^ — K^ cos A^)y 
6z^ = OjCiTj cos A^ cos A^ — jBTj cos A^ — Ky^ cos A^, 

WO 6 ein Proportionalitätsfaktor ist. Die Elammeni; gleich Null ge- 
setzt^ repräsentieren die zweiten Endpunkte der Durchmesser A^O, 
A^O, A^O des Umkreises. 

11. Auch die Lotpunktgerade des vollständigen Vierseits läfst sich 
leicht aus den obigen Entwickelungen ableiten. Ist nämlich m^m^m^ 
das Gegendreieck des Punktes My so giebt es eine diesem Dreiecke 
und dem Grunddreiecke eingeschriebene Parabel^ welche die Gerade 
H^MH^ zur Leitlinie hat. Nennt man jetzt a^^ o,^ a, die Seiten des 
Dreiecks A^A^A^ und a^ eine Gegengerade des Pimktes^ so hat man 
den Satz: 

Wenn man vier Geraden a^, Og, a,, a^ giebt, so befindet sich der 
Loipunkt von jeder dieser Linien in Bezug auf das durcJi die drei andern 
gebildete Dreieck auf der Leitlinie der die vier Linien berührenden Parabel. 

Lfittich, 22. Mai 1901. 



über die Klassifikation der Enrven und Flächen 

zweiten Grades. 

Von C. KoEHLER in Heidelberg. 

(Fortsetzung.) 

5. Einteilung der Flächeti zweiter Ordnung, — Zur projektiven Ein- 
teilung der durch die Gleichung 

(8) f{x, x) =2 «'*^»^* = <".*="*.•' •»*=i'«' 3'*) 

gegebenen Fläche dient aufser dem Rang ihrer Determinante A 
die Reihe 

(T) Ä, Äkkauy Äkk,n, 1, 

in der i, Je, l unter den Zahlen 1, 2, 3, 4 stets so gewählt werden 
sollen, dafs ihre beiden mittleren Glieder nicht mgleich verschwinden und 
aufserdem Akk ^0 ist für q(A) = 1. 

Dies ist immer möglich^ wenn q{A) < 3 ist. Denn nach Nr. 3 laist 
sich die Reihe 

(Tk) Akkau, Akk,iiy 1, 

falls Q(Akk) < 2 isty stets so aufstellen^ dafs ihre beiden ersten Glieder 
nicht zugleich verschwinden. Wäre aber Q{Akk) = 2 für Ä; = 1, 2, 3, 4, 
so müfste nach derselben Nimimer die Fläche die vier Seitenebenen St 
des Eoordinatentetraeders in je einer Doppelgeraden schneiden^ also 
eine Doppelebene und somit q{A) = 3 sein. 

Wir zeigen nun, dafs die projektive Beschaffenheit der Fläche auÜBer 
von q{A) nur von der Anzahl iv{A) der Zeichenwechsel der Reihe (2^ 
abhängt. 

Es sei zunächst q{A) = 0, also (8) eine nicht entartete Fläche 
und I J^xr I = I t;!«? I eine beliebige, sie nicht berührende Gerade; dann 
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Bchliefsen wir aus Gleichung (14a) iimnittelbar, dafa für .4 > diese 
Gerade stets zugleich zwei reelle Berührungaebenen und zwei reelle 
Flächenpunkte, bezw. zwei imaginäre Berührungs ebenen und zwei ima- 
ginäre Flächenpunkte trügt, die Fläche aelbat also geradlinig oder 
imaginär sein raul's, dafs dagegen für Ä < die Gerade | yz \ entweder 
zwei reelle BerühningHebeiieu oder zwei reelle Flächenpunkte tragt, die 
Fläche selbst also reell, aber nieht geradlinig ist.') Für ^4 > ist 
aber die Fläche geradlinig oder imaginär, je nachdem ihr Schnitt mit 
einer beliebigen Ebene, also auch mit der Koordinatenebene S^ reell 
oder imaginär ist. Nach Nr. 3 ist das erstere oder das letztere der 
Fall, je nachdem die Reihe {T^) Zeichen Wechsel aufweist oder nicht, 
d. h. je nachdem die Reihe (T) zwei oder keinen Zeichenwechael besitzt. 
Für Ä<0 dagegen zeigt {T) immer einen oder drei Zeichenwechsel. 
Die Fläche ist somit für q(A) = imaginär, geradlinig oder nicht- 
genulUnig, je nachdem it'(.4) — 0, = 2 oder = 1, 3 isi 

lat pt^)= 1, so geht die Reihe (T) in (TJ über, und ihre 
Zeichenwechsel geben nach Nr. 3 Auskunll darüber, ob die wegen 
j1,, 4" nicht entartete Schnittkurve der Fläche mit der Ebene S, reell 
oder imaginär, ob also der durch {ß) dargestellte Kegel selbst reell 
oder imaginär ist. 

Für ^{A) = 2 endlich ist das dorch (8) gegebene Ebenenpaar 
zugleich mit dem Pauktepaar, das es wegen An^ti + mit der 
Geraden | S^S, | gemein hat, reell oder imaginär; man erkennt also 
wieder direkt aus den Zeichen wechseln von (7^, welcher Ton beiden 
Ballen eintritt.') 



1) Hiermit aind, wie beiläufig bemerkt werden soll, Bac:b die beiden Iblt^endc-n 
brannten S&tie bewieeen: 

Zwei windachiefe redproke Polaren einer geradlinigen Fläche zweiter Ord- 
□img schneiden die Fläche entweder beide reeQ oder beide imaginär, und es 
^ehen entweder dnrch beide zwei reelle oder durch beide zwei imaginElre Be- 
Tdbnuigsebeiien. 

Von xwei windachiefen reziproken Polaren einer nichtgeradlinigen FlA«be 
Eweiter Ordnung schneidet stet« die eine die Flilche reell, die andere imaginär, 
nnd ea gehen dnrch die eine «wei imaginäre, durch die andere Ewei reelle Be- 
rühmngveben e n . 

3) Hinreichend, aber nicht notwendig, um eine Fläche «weiter Ordnung ala 
neu m cbsiakterisieren, i«t fotgendea Kriterinm: Wenn in der Reihe der HaDpt- 
niiterdet«rminant<n A, -i.,, Ai^ ,,. a^,. ein Glied verschwindet, dem mindertciui 
ein nicht verschwindende« Glied vorangeht, so ist die FUcbe inunei reeU. 

Ist neulich J 4- 0, eo beugt d^^ •= 0. bezw. A^^ ,, — U, dab die Eben« 
St, bexw. die Gerade | S,S, | die FUche berObrt, während ihr fOr o,, — du 
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Demnach ist die FULche zweiter Ordnung für 

l)p(^) = Ound 

a) w{Ä) = eine imaginäre nicht entartete Fläche , 

ß) w(Ä) >= 2 eine geradlinige nicht entartete Fläche , 

y) to{Ä) = 1; 3 eine nichtgeradlinige nicht entartete Fläche, 

2) q(ä) = 1 und 

a) w(Ä) »0 ein imaginärer Eegel^ 
ß) w{Ä) = 1, 2 ein reeUer Kegel , 

3) q{ä) = 2 und 

a) w{Ä) = ein imaginäres Ebenenpaar; 
ß) w(Ä) = 1 ein reelles Ebenenpaar, 

4) q{ä) = 3 eine (immer reelle) Doppelebene. 

Damit ist die projektive Einteilung dieser Flächen vollzogen. Ihre 
inetrische Einteilung fällt zusammen mit der projektiven Einteilimg ihrer 
Schnittkurve in der Ebene s^ imd ist somit nach Nr. 6 bestimmt 
durch q{Q) und w{Q)y wo 



Q- 



«11 ^8 «18 «14 

«12 «M «88 «U 

«18 «88 «88 «8i 

«14 «84 «84 «44 

9l i% 98 ^4 

und der Wert von w{Q) aus der Reihe 

(R'") QQkk^iiy Qkk, i 



«1 

$4 




(*, J = l,2,8,4) 



Ecke Ni des Eoordinatentetraeders angehört u. s. f. — Es sei gestattet, im An- 
Bchlafs hieran ein kleines Versehen in der Abhandlung von Brückel (1. c. S. 216, 
Anmerkung 7) zu berichtigen. Das Verschwinden eines Äj^j^ ^ ist nicht hin- 
reichend, um ein Parallelebenenpaar als reell zu erweisen, wie das Beispiel des 
imaginären Ebenenpaares 




zeigt, für das -4„^„ = J.,i^88 = J.j,^44 = ist. Jl^^^ ^^ = besagt nur, dafs 

die immer reelle Schnittlinie des Ebenenpaares durch die Tetraederkante 
I 5^5, 1 geht. 



Ober die Klassifikatioii der Kurven tuid Fiäcbea zweiten Grades. 
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entnehmen ist. Der Fläche gehört demnach an für 
l)e({?) = Ound 

a) w{Q) = ein imaginärer imeigentJicher Kegelschnitt, 
ß) "'(W — ^1^ ^i" reeller unei gentlieh er Kegelschnitt, 

2) 0(Q) = 1 und 

«) «;(^) = ein imaginäres imei gentliches Geradenpaar, 
ß) tc{Q) — 1 ein reelles imei gentlich es Geradenpaar, 

3) p(^) = 2 eine uneigentliche Doppelgerade*}, 

4) (f{Q) = 3 die uneigentliche Ebene. 

Hiernach giebt Tabelle UI (S. 108) die gesamte Einteilung der 
nSchen zweiter Ordnung.') 

6. Einlcilang der Kurven zweiter Klasse. — Ist 

die Gleichung einer solchen Kurve, 

A = I «,t i 

ihre Determinante, so erbalten wir ihre projektive Einteilung nach dem 
tn der Ebene giltigen Reziprozitätsgesetz aus Nr. 3; sie ist somit durch 
#(A) und durch den aus der Reihe 



1) S. Anmerknng I S. 31, 

2) Ist die Fläche (8) auf ein KooTdiaatentetroeder bezogen, deBseo Seite 
(, _i die unendlich ferne Ebene ist, ho aind die Betrachtungen von Nr. '2 und 

■- 4 für ihre Klaasifiifttion entbehrlifh. Zur projektirm Einteilung benutzt man 
HD für e{Ä) = statt der Gleicbnng (Ua) die bekannte Determinantcnrelation 

■ der eich dieselben SchlfiBse wie aus Jener ziehen lassen, da eineTseita 
,j „ < oder > ist, je nachdem »nf der Geraden t SjS, | zwei reelle oder Kwei 
Flächenpunkte liegen, andreraeits aber, wie ans der Darstellung der 
durch die Gleichung F(u, u) — folgt, ^ttJ,, — .^i < °^^ > <* '»t, 
je nachdem durch die Gerade | 5j5, | zwei reelle oder zwei imaginäre BeruhrungB- 
ebenen gehen. Die metrische Einteilung der Fl&che aber ergiebt sich, da dann ihre 
Sohnittkorve mit der Ebene t^ durch die Gleichung ^ ay^ijs^ — (i, t = i, J, 3) 
gegeben ist, nach Nr. 8 direkt aus dem Wert von |/(A^^) und dem aus der Reihe 

ED bestimmenden Werte von ib{A„). Für eine Fläche, die auf ein Kartesüches 
istem bezogen ist, tritt also in dar Tabelle A^^ an Stelle von Q, und 
Beibe (R"") an Stelle der Reihe (R'"). 
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zu entnehmenden Wert von w(A) bestimmt. Die Eurre ist aüo ftir 

1) p(A)^0 und 

ß) tt'(A) = ein imaginärer Kegelschnitt, 
ß) «(A) ^ 1, 2 ein reeller KegeUchnitt, 

2) p(A)=l und 

o) w(A) »- ein imaginärsB Punktepaar, 

ß) »(A) =- 1 ein reelles Punktepaar, 

3) 9(^) — ^ '^^ (immer reeller) Doppelpunkt. 

Die metrische Einteilung hangt, so lange die Kurve nur als Straiilen- 
gebilde betrachtet wird, allein ab von der Stellung, welche tue Gerade 
//^ in Bezug auf sie einnimmt. Wir haben demnach nur zu xmietr- 
ficheiden 

1) Kurven, denen g^ nicht angehört, iur die also <p[g, 9) + Ö, 
2} Kurven, denen g^ als Tanifenle angehört, für die also ip(<i, tj) — ^, 

aber ip{q, «) e|e 0^), 
3) Kurven, denen g^ als singulare Gerade angehört, d. h. für die 

^is, m) ^ ist. 

Weim wir aber auch die Hekundären Elemente der Knrve, die 
Kurvenpun^'fe, mit in Betracht ziehen, so ist die Einteilung noch zn 
vervoÜBtündigen. Denn dann kann es unter den eigentlichen Qeraden 
der Kurve solche geben, die einen unendlich fernen Kurvenpunkt tragen, 
die also vor den übrigen eigentlichen Geraden derselben metrisch aus- 
gezeichnet sind. Nennen wir eine eigenäiclie Gerade, welche die Kurve 
im üneruUichen berührt, eine Asymptote*) derselben, so hängt somit ihre 
metrische Einteilung aufser von der Stellung, die g^ zu ihr einnimmt 
und die immer das Haupte inte ilungspr in zip liefert, noch ab von dem 
Vorhandensein und der Beschaffenheit ihrer Asymptoten. 

Diese weitere metrische Einteilung ist in den Fällen 2) und 3) 
schon durch die projektive Einteilung der Kurve erledigt und beein- 



1) Da .p(g, u) =^B,-i«,4i = 



Pi(?)"( 'st, bedeutet rp(q, u) -\l 0, dali 



nicht alle ^^{j) = sind, dafs »Iso 3^ keine „sinKiiläre" Gerade der Kurve iit, 
während tp(q, v) ~zZ g^ alt aiugulüre Gerade deraelben charakteriaiert, ^ Ebento 
ist für eine Fläche zweiter Klasse i^ eine „einguläie" Ebene, wenn ^(g, u) -iz i«t. 
3) Ebenso buU im folgenden untei der Asymptoten^ene einer Fläche zweit« 
Klasse eine eigentliche Ebene, die die Fläche im Unendlichen berührt, und nnta 
dem Aeymptotenkegel deraelben die Gesamtheit ihrer Asymptoten eönten ver- 
■tanden werden. 



über die KlaBaifikatiou der Kiirvou imd FlÜi'hen iweit«n firades. 
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Durst deshalb die Gesamte in teilung nicht. Im Falle 2) nämlicli hat 
die Kurve für plA) = keine Asymptote, für p(A) = 1 einen Parallel- 
strahlenbiiachel reeller Äsyraptuten; im Falle 3) hat sie für p(A) = 1 
zwei ParallelstrahlenbUschel von Asymptoten, die reell oder imaginär 
sind, je nachdem die Reihe A^j, 1 Zeichenwechsel besitzt oder nicht, 
fBr p(A} = 2 aber einen Parallelstrahlenbüsi^hel reeller Asymptoten. 

Im Falle 1) dagegen, iu dem die Kurve «) imaginäre Asymptoten, 
ß) reelle Asymptoten, y) keine Asymptoten besitzen kann, müssen wir 
r) und ß) noch metrisch trennen; denn diese Fälle können beide bei 
einem reellen Kegelschnitt, also für p(A) = und m'(A) = 1,2 eintreten, 
während y) immer und nur für A = eintritt. Ist aber v{q,q) + 
und p(A) = und sind |. = iPiiQ) die Koordinaten des Mittelpunktes 
der Kurve, so folgt aus der zu (3a) reziproken Gleichung'), wenn 
9(x, x) die adjungierte Form von g>{u, u) bedeutet, dafs ihre Asymp- 
toten imaginär oder reell sind, je nachdem *(5, S)>oder <0 ist, d.h. ds 



(21) *(S,I) = 



- Viil) 

- f»{9) 





= A9<(2, q), 



Vi (5) VAU) 9M 
je nachdem ^<p{g, q) ~> oder < ist. 

Für die metrische Einteilung unserer Kurve erhalten wir somit 
folgende Kriterien: 

Die Kurve tragt für 

1) tf> {q, g) + und 
tt) Aqp((/, j) > g^ nicht, aber ein im^inäres Asymptotenpaar, 
ß) A9j(2, g')<0 g^ nicht, aber ein reelles Asymptotenpaar, 
y) A = weder g^, noch Asymptoten, 

2) 91(21 q) —'^ "^"^ 'pilt '•) -1= 9a, ^s Tangente, 

8) q)(g,M) = g^ als singuläje Gerade.*) 

t) B. Bncb Anmerkung t) S. 25. 

8) Han kSuite die unter 1) und S) faLIenden Kurven auch nach dem Rang 
vnd ToTxeichen der in (21) auftretenden Detcrminaiite 

einteilen. Setzt man aämlicb 

* _ I »(w. ") ?'(''. "■) I 

I und VI zwei beliebige durch den Mittelpunkt J der Kurve gehende Gerade 
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Hiernach ergiebt sich fQr die fiesamteinteilung der Kurrm sweitw 
KUsse Tabelle U^) S. 107. 

7. Einteilung der Beriikrungskeiiel, beste, -cylinder einer Fläche etcetter 
Klasse. — Eh sei 
(22) .p(,.,«)-^«„«,a.-0 C,r%> <■'-■'■'■') 

die Gleichung einer Fläche zweiter Klasse und A = | a^ \ ihre Deter- 
mintuitie, dann können wir mit Hülfe des im Haume giltigen Rexipro- 
zitätsgesetzes die projektive Einteilung des Kegels, der die durch den 
beliebig gegebenen Raumpunkt y gehenden Ebenen der Fläche enthalt, 
direkt aus Nr. 4 entnehmen. 



Setzen wir 



«j3 «14 - ^1 



9i 



Vi Vi 
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sind, BO ist darch Rang und Yorzeichen von X die Anzahl und BeBchaffenheit 
der durch den Mittelpuukt gebenden Tangenten der Kurve, die aher nicht inuoei 
Asymptoten in dem oben angegebenen Sinne sind, LeBtimmt, Nun ist nach den 
Gleichungen (3bj und (7), wenn man in ihnen Ihinlit- und Linienkoordioat«n 
vertauscht, ® ^ O und e(I;) = pfD); man erhält somit, wenn man w(0) aus der 
Beihe O, 1 bestimmt, folgende, mit der Einteilung der Eorveu zweiter Ordnung formal 
besser als die ohige überetnetimniende metriache Einteilung: Die Eurve besitzt ßr 
I. q) (q, «) ='ß UDd 



1) e(0) = und 
a) «XO) = 
ß) »(O) = 1 

a) e(0) = 1 



ji iniaginoreB durch den Mittelpunlit gehendes Tangentenpssr, 
in reelles durch den Mittelpunkt gehendes Tangent«npaar, 
ine (doppelt zo zählende) duich den Mittelpunkt gehende 
Tangente, 
3) p(0) '= 2 einen Büachel von Tangenten durch den Mittelpunkt, 

n. gi(j, it) = g^ als singulare Gerade. 

Diese formale ObereinBttmmong würde aber erkauft mit der Darcbbrechung 
des metrischen Haupteinteilnngspriuzips iÜir die Kurven zweiter Elasee; denn ei 
würde z, B, die Ahteilung 1 3) die Parabel und das eigentliche Punktepaar ent- 
halten, also zwei Kurven, zu denen g^ nicht dieselbe Stellung einnimmt. Es liegt 
eben in der Natur des Problems, dafs die metrisdit Einteilung der Kurven zweiter 
Klasse anders ausfällt als diejenige der Kurven zweiter Ordnung, 

Ij Wenn die Gerade g^ die Seite x, =^ des Koordinatendreiecks bildet, 
ist ji -= 0, g, =^ 0, g, = 1. Es tritt also, falls die Kurve auf ein Kartetiieh«» 
KimTdinaUniiysUm bezogen ist, ß,j an Stelle von qo(9, 5) und ip,{'a) an Stelle von 
9(«- «)■ 



über die KiasaifikatioD der Kurven und Flüchen zweiten Grades. 



1 beBÜmmen ir(y) aus 

BO ist dieser Kegel för 

1) e(y) = und 
«) w(T)^0 
ß)w{T)=l, 

2) (.(7) = 1 und 
k) «7(7) =-0 

3)(.{r) = 2 

4) e(n = 3 



der Reihe 



ein im^in&rer nicht entarteter Kegel, 
ein reeller nicht entarteter Kegel, 

ein imaginäres Ger&deupaar, 

ein reelles Qeradenpaar, 

eine (immer reelle) Düppelgerade, 

während ihm und also auch der Fläche für 

alle Ebenen des Punktes y angehören. 

Auf demselben Wege gewinnen ivtr aus Nr. 4 das filr die nun 
Torzunehmende metrische Einteilung verwendbare Kriterium: Je nachdem 



> oder < ist, trägt die beliebige durch y gehende Gerade ys zwei 
imaginäre oder zwei reelle Ebenen des Kegels. 

Von einer metrisckai Einteilung des Kegels kann natürlich nur die 
Bede sein, wenn der Punkt y im Unendlichen liegt, in welchem Falle 
wir den Kegel — auch wenn er entartet — einen Cylimler nennen 
iroUen. Es sei also jetzt y eiu uueigentlicher Punkt und 

l)9)(g,2) + 0, d. h. die uneigentliche Ebene f^ keine Ebene der Fläche 
und somit auch keine Ebene des Cylinders. Dann ergiebt sich 
wie in Nr. 6, dafa in diesem Fall eine weitere Einteilung, die sich auf 
die Asymptoten ebenen des Cylinders stützen muTfi, nur noch für 
^(}') = 0, also för den nicht entarteten Cyiinder vorzmiehmen ist, da 
für Y — keine der Geraden, in die der Cyiinder dann entartet, in t^ 
liegen kann, er also dann keine Asymptoten ebenen besitzt. Ist aber 
(f{Y) = und e- = ip,{g) der Mittelpunkt der Fläcte, der für <p{q,q)^*J 
eigentlicher Punkt sein mufs, so ist die Achse | yz \ des Cylinders 

eigentliche Gerade, und es gehen durch sie nach dem oben an- 
gegebenen Kriterium zwei imaginäre oder zwei reelle Asymptotenebeuen, 
^ nachdem 

iat, d. h. da diese Determinante, wenn man ihre mit q,, bezw. ^j, (y», j. 



multiplizierten vier ersten Kolonnen zur letzten addiert und die 

Gleichung ^qtPi^O berückBichtigt, gleich Y<p(q,q) wird, je nachdem 

Yffiq, q)> oder < 0. 

Wenn <p(^, q) = 0, aber (piq, m) ^~ ist, so ist (^ eine Berübrungs- 
ebene der FUche, also eine Berührungs- oder eine singulare Kbene des 
Cylinders. Der zweite Fall tritt aber, so lange qo(3, «)n^0 ist, dann 
und nur dann ein, wenn y der Mittelpunkt der Fläche^), al§o 
■i.Vi = vM) <■ = '• '■ '■ *' oder f^ 

ist. Es bildet demnach für ^1 

2) (p(q, q) = 0, aber *p{q, u) =^= und ^;e X ^t/,Ut 

die Ebene c^ eine Bertihnmgaebene des Cylinders. Endlich ist für 

3) ip(q, ?) = und <p{q, «) ee oder zz X^ y,H. 

die Ebene f^ eine singulare Ebene des Cylinders. 

Fassen wir die metrische Einteilung nochmals zusammen, so tr^ 
der Cylinder für 

1) if>{q,q)'¥^ i">d 

a.) Yip{q, s) > "^ f^nicht,abereinPaarimaginärerAaymptotenel(eneu, 
ß) Yip{q, 2} < tl e^ nicht, aber ein Paar reeller Asymptotenebenen, 
y) F^O weder «_, noch Asjmptotenebenen, 

2) ip{q,q)=0, tp{q,u)=\-.0 und ==A^^j/.Mj f^ als Berührungsebene, ^g 

3) y(g,g)=0, y(g,«)=Ooder^Ji ^, y,«, *„ als singulare Ebene. ^H 



1) Obgleich die Gesamteinteilung der Flächen zweiter Klasae erst in Nr. 8 
folgt, darf dieser Schlufe doch schon hier gezogen werden, weil der Zusammen- 
hang zwischen dem Grad der Entartung dieser Flüchen und dem Bang ihm 
Determinante, sowie das Rezipiozitätsgesetz als bekannt vorausgesetzt wird. 
Ist nflmlich e(A) =- 0, m enthält i„ als Borfllirungaebeue der Flöehe »wei (reelle 
oder imaginäre) Erzeugende deraellien. Liegt nun der Punkt y,. auf keiner von 
diesen, so entartet der Cylinder nichtj liegt er nur auf einer derselben, so ent- 
artet der Cylinder in diese und in die durch y gehende eigentiidte Erzeugende; 
ist y aber der Schnittpunkt der beiden uneigeatlichen Erzeugendeo, also der 
Mittelpunkt der Fläche, so tragen diese alle Ebenen de» Cylinders, i^ wird al»a 
erat dann eine singulare Ebene desselben. Ebenso schliefst man, falls p(A) = l 
oder = ä ist. Wenn aber e(A) ^ 3 ist und i^ der Fläche, d, h. einem Doppel- 
punkte angehört, ea ist diese Ebene schon für die Fläche siugulür; dieser Fall 
kann also hier nicht eintreten. 



über die Elaesifikation d 



1 und Flächen zweitea Grades 



Wir erhalten somit Tabelle VI (S. 111") für die Gesamte inte ilung 
■■uuaeree Kegels, bezw, Cjlinders uud sehen, wenn wir sie mit Tabelle II 
gleichen, wie leicht Biet die letztere in die erstere mnwaadeln läfst, 

8. Einteilung der Fläehen Etveiter Klasse. — Die projektive Ein- 
■ tailimg der Fläche 

[(22) .fd.,..)-^«..»,«.-» (.,.-.„, .-,.-.,«.) 

erBchlieieen wir nach dem im Räume ^Itigeu Reziprozitätsgesetz aus 
Nr. 6. Bedeutet h'(A) die Anzahl der in der Reihe 

(T) A, Aj.tt,,, A,.,„, 1 (.-.^.'^i,.,«.») 

■nftretenden Zeichenwechsel, ao ist die Fläche zweiter Klasse für 

1) p{A) = und 

a) M'(A) = eine imagiuäre nicht entartete Fläche, 
ß) «"(A) = 2 eine geradlinige nicht entartete Fläche, 

y) fc(A) = 1, 3 eine nichtgeradlinige nicht entartete Fläche, 

2) e(A) = 1 und 

ßj M'(A) = ein imaginärer Kegelschnitt, 

/3) *r{A) = 1, 2 ein reeller Kegelschnitt, 
3} p(A) = 2 und 

b) ip(A) =0 ein imaginäres Punktepaar, 
/S) H''(A) = 1 ein reelles Punktepaar, 

^) pC^) — 3 ^i" (immer reeller) Doppelpunkt. 

Die metrische Einteilung ergiebt, so lange wir die Fläche nur als 
£Z>eneKge bilde betrachten, wie bei den Kurven zweiter Klasse, nur drei 
in von solchen: 

1) Flächen, denen £„ nicht angehört, d. h. flr die tp{q,q) + 0, 

2) Flächen, denen e„ als Serührungsebene angehört, d. h. für die 
9.(2, g)-0 und ip(q,u)='pO, 

3) Flächen, denen e„ als singul&'e Ebene angehört, d, h. Rlr die 
<p(q, «) ^ 

TaSfl wir aber eaich die Punkte der Fläche mit in Betracht ziehen, 
wie in Nr. 6, dafo für ip(q, j) + und (>(A) = oder p(A) — 1 
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0. Eoehlrr: 



diese Einteilung nicht genügt Es mnfs dann noch festgestellt 
werden y ob der Asymptotenkegel der Fläche reell oder imaginär 
isi^) Nach Nr. 7 haben wir, um dies zu entscheiden, in Gleichung (23) 
Vi "^ 9<(9) 2^ setzen und dann w{Y) aus der Reihe (P') zu bestimmen. 
Bilden wir also aus der Determinante 
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(4.1 = 1,8.8,4), 



SO ist der Asymptotenk^el imaginär oder reell, je nachdem fr(O)=»0 
oder »« 1, 2 ist Für 9(5, ^) + und p(A) = 2 oder = 3, in welchen 
F&llen die Flache ein eigentliches Punktepaar oder ein eigentlicher 
Doppelpunkt ist^ ist der Mittelpunktskegel der Flache kein Asymptoten- 
kegel ^ und es muls, da er sich dann auf eine Doppelgerade , bezw. 
auf einen Ebenenbündel reduziert, Pi.^^ ^ ^7 bezw. = 3 sein, die 
Reihe {P") also illusorisch werden, was wir durch •r(D) ^ be- 
zeichnen wollen. 

IVnmach tiigt die Fläche für 



1^ f>\,q^q) + und 

ß^ ir(C)-l,2 



f ^ nicht, aber einen imaginären Asrmptotenkegel, 
f^ nicht, aber einen reellen Asymptotenkegel, 
weder f^« noch einen Asymptotenkegel, 

2"^ ^\^q^ f ^ <-> und f\^q^ n^ =^ f^ als Berührongsebene, 

S^ fii^f««^ f^ als singulare Ebene. 



Aus Tabelle IV ,^^ li^?"^ ergi^bt sich somit in allen Fallen die 
iiktive und mothsche IbtetchaffMiheit jeder Flache zweiter Klasse, 



abfc in r«m «%r<wUic^r iWümI^ rfvrfiillt^ ^^nuritt boi a<? xM'trüdwn Fiiiteilnng 
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sobald ihre Gleichung in einem beliebigen Eoordinatensytem ge- 
geben ist.^) 

Heidelberg, den 30. Juli 1901. 

1) Wenn die Ebene x^ ^=^ des Koordinatentetraeders mit der Ebene s^ zu- 
sammenfällt, also gj = 5, = g, = 0, g^ = 1 ist, wird 9 (q, q) = a^^ und 9 {q, ü) = 9^ (w). 
Femer ist dann 
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= Aa^^ 



nnd O 



kk 



^ik*«44 1 



o 



i^jt^,, = fi^micc^i filr Ä;, Z = 1, 2, 3; die Reihe (P") geht 



somit über in 



AA 



kk,ll^ 



\ik«44 1 



(t,i = l,8,S>, 



da wir sie nur benutzen, wenn 9(9, q) := a^^ ^ ist, also den Faktor ce^ im 
ersten Glied unterdrücken können, und da aufserdem, wie leicht zu zeigen ist, 
für p(A) = und p(A) ==: 1, d. h. in den beiden einzigen Fällen, in denen wir für 
a^ ^B von ihr Gebrauch zu machen haben, k und 2 unter den Zahlen 1, 2, 3 cUlein 
stets so gewählt werden können, dafs ihre beiden ersten Glieder nicht zugleich 
Terschwinden. Ist nämlich p(A) = 0, so kann nicht Ajj jg *= ^n ss ^^ ^M 88 ^^ ^ 
sein, da hieraus folgen würde, dafs die drei unendlich fernen Kanten des Koor- 
dinatentetraeders die durch (22) dargestellte nicht entartete Fläche berühren oder 
ihr ganz angehören müfsten, was offenbar unmöglich ist. Ist aber p(A) = 1, so 
würden die Gleichungen Aj, = A,, = A3, = den in diesem Falle durch (22) dar- 
^stellten Kegelschnitt als einen uneigentlichen charakterisieren; es müfste somit 
gegen Voraussetzung 9(9, ^ = «44 = sein. 

Für eine Fläche zweiter Klasse, die auf ein beliebiges cartesischea Koordi- 
natensystem bezogen ist, hat man demnach in Tabelle lY 9(9,9) durch «4^, 
9(9, u) durch 94 (tt) zu ersetzen und ir(C) aus der Reihe (P*") zu bestimmen. 

Heidelberg, den 21. Februar 1902. 
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C. KoEBOiER! 



I. Klassifikation der Kurve zweiter Ordnung f{xjx)=^^a^XiXj^-=-0. 
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q{A) = Rang der Determinante A = ^dt ^ii^j<**8- 

^(Q) ==: Rang der durch Rändern aus A hervorgehenden Determinante ^ = i~"m- 
{q. = Koordinaten von g^) 

10 (A) = Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe Aa^^^ A^j^^ 1, in der i und k unter den 
Zahlen 1, 2, 3 so zu wählen sind, dafs sie aus mindestens zwei Gliedern 
besteht. 

to{Q) =^ Anzahl der Zeichenwechsel der Reihe Q, 1. 
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fn. Haaaiflkation der Kurve zweiter Klasse <?(«,«) =^«^«(«1 = 0. 
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Unter einco: ,4iQearBn" Konstniktionsaufgabe kann man eine solche 
verstehen, die mit: dem Lineal allein lösbar ist, oder anch eine solche, 
die, ohne transzendent zu Bein, nur eine Lösung zuläfst. Diese beiden 
Definitionen sind nur in Bezug auf projektive Probleme gleichbedeutend; 
denn man kann z. B. eine Strecke, die rational von gegebenen Strecken 
abhängt, im allgemeinen nicht mit dem Lineal allein, sondern nur mit 
Lineal und Zirkel konstruieren. Eine mit Lineal und Zirkel lösbare 
Konstruktionsaufgabe kann nach Poncelet und Steiner'} auch mit 
dem Lineal allein und mit einem einzigen gezeichnet vorliegenden Kreise 
gelöst werden; eine solche Äiifgabe heifst eine „quadratische", weil sie 
äquivalent ist der Konstruktion von Ausdrücken, die keine andern als 
quadratische Irrationalitäten enthalten. 

Entsprechend verstehen wir unter einer „kubischen" Aufgabe eine 
solche, die äquivalent der Konstruktion von Ausdrücken ist, die keine 
andeni Irrationalitäten als Wurzeln kubischer Gleichungen enthalten. 
Es ist aber unmittelbar klar, dals diejenigett Hilfsmittel, mit denen man 
die Wurzeln einer kubischen Gleichimg konstruieren kann, auch die 
Konstruktion der Wurzeln reduzibler kubischer Gleichimgen, also der 
Wurzeln linearer und quadratischer Gleichungen ermöglichen. Wir 
deßnieren daher allgemeiner eine kubische Aufgabe als eine solche, 
welche der Konstruktion von Ausdrücken äquivalent ist, die keine 
andern Irrationalitäten als Wurzeln quadratischer und kubischer 
Gleichungen enthalten. Insbesnndere gehören also die bi quadratischen 
Gleichungen hierher; denn die Wurzel einer reduzierten biquadratischen 
Gleichung mit der (geeignet gewählten) kubischen Resolvente 

t'— oä'+ be ~c = wird durch Ye +1/« — ^ + Sl/- dar^stellt 

1) Poncelet: Traitä des propriätca projectives des fignres. Paris 1822. Sect. HI. 
art. 361 bis 866. J. Steiner: Die geometrischen ConatmcticneD ausgefQhrt mitteilt 
der geraden Linie und eines festen KreiBea. Berlin 1833 ^ Werke I S. 461. 



K Th. ViBLBs; ütei kubiaotc KonHlruktionen. 
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Welcher Konstniktionsmittel man sich hei kub lachen Aufgaben 
bedienen kann, darüher ÜufBert sich Smith') wie folgt: On admet ,. que 
tout Probleme qai n'a que n Solutions et qui n'est paB trauscendental, 
peut ae reaoudre par des intersectiona de droitee et de courbes de l'ordre n. 
Et en effet, la verite' de ces theoreines parait decouier des premiers 
prtncipes de 1' Algehre. Mais , , . il se prcsente un chois de methodes . . .; 
Ton peut faire dependre la Solution de tout prohleme cuhique 
on biquadratique, soit des intersections de courbes du troisieme ou du 
quatrieme ordre par des droites, soit des intersectiona rautuelles de 
courbes de second ordre, pnisqu'on a la menie evidence algebnque 
de la generalite abaolue des deux methodes. Or c'eat la derniere de 
deux methodes qui parait ia plus simple, et qui a ete, a just« tltre, 
preferee par les geometrea. Ainsi, l'on a ramene la recherche des 
JKiiots d'interaection d'iine droite par une courbe du troiaieme ou du 
qoatrieme ordre ä la recherche plus simple des points d'tntersections 
de deux couiques, tandJs que personne, que nous sachione, n'a suiri la 
marclie inverse, qui ä la verite serait p«u naturelle. . . Noua deraontre- 
ronB qu'en se servant de cette courbe auxiliaire (une sectioa conique 
doimee) on resout tous les problemes cubiques et biquadratiques avec 
la regle et le eompaa seulement, en les ramenant, pour ainai dire, dans 
les limitea de la geometrie elementaire. 

Übrigens erweist sich die Auflösung einer kubischen Aufgabe durch 
eine gegebene kubische Kurve und daa Lineal allein, wenn es sich um 
.«ne metrische Aufgabe haudelt, als illusorisch. So liegt es zwar auf 
der Hand, dafs die fileichung .r' = px + ? durch die Kurve x* = y und 
die Gerade y ^^ pJ^ + q gelöst wird, aber die Konstruktion dieser Geraden 
erfordert im allgemeinen auch die Anwendung dea Zirkels. 

Die Kegelschnitte betrachteten schon die Alten als die natur- 
gemäfsen Lösungsmittel für kubische Aufgaben, welche sie als „prohle- 
mata solida {jcQoßli^fiCiTa ersQea)" wohl unterschieden neben die „proble- 
mata plana (jiQoßX^^fiuTa ixCxiäay stellten, die durch Zirkel und Lineal 
gelöst wurden. Und man verlangte sogar, dafs nur bei Konstruktionen, 
deren Losung mit Zirkel und Lineal nicht gelingt, die Kegelschnitte, 
und erst bei deren Unzulänglichkeit noch höhere Kurven hinzugezogen 
würden.*) So löste Menächmus^) die Aufgabe der Multiplikation des 
WfirfelB oder die Gleichung x^= a, welche früher durch Kurven dritter 

1) H, J. S. Smith; Mömoire aur qnelque« problfemes cuhiqnes et biqnadrati- 
I qnee. Aunali di Hat. (8) S, 112—166, äl8— -343; H^m. conr. par l'Ac. de Beilin 
1 1SÖ8 = Paperg n, p. 1. 

S) Papptifl ed. Enltacli I, S. 870,18 bis 272,4. 

3) Archimsdei ed. Heiberg III, S 92. 
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OrdBuüg gelöst wurde, dnrch irgend zwei der drei Eegelsclmitte: J:' = y, 
y*= aa', xij = a; während ApolIoniuB') zu einem derselben fam ein- 
fachsten zu der feeten Parabel .r^= y) den Kreis x^ + y' — ax — y = 
biuzunimmt. 

Für die Trisektion des Winkels teilt Pappus^ zwei AuflÖsimgen 
durch Kegelschnitte mit, deren erste er den Alten zuschreibt. Mit der 
Multiplikation des Würfels und der Triseetion des Winkels ist aber 
die Auflösung jeder kubischen und bi quadratischen Gleichung, überhaupt 
jedes kubischen Problems gegeben.*) Denn ist nur eine Wmzel 
der Gleichung x^—Sax — 2b — reell, so wird sie dorcli 



+ J 



; geliefert, erfordert also nur eine Kubtk- 



Vb-hVb^-a' 

wurzelausziebung ans einer mit Zirkel und Lineal konstuierbaren 
reellen Gröfse; sind alle drei Wurzeln reell, so ei^eben sie sich ans 
+ 2 l/ö cos i arc cos — ^, also durch Triseetion eines mit Zirkel und 

Lineal konstruier baren Winkels. Aber auch bei komplexen Elementen 
ist dies richtig; denn Quadrat- und Kubikwurzeln aus komplexen 
Gröl Ben kommen auf solche aus reellen positiven GrSfsen und auf 
Zwei- und Dreiteilungen reeller Winkel zurück. 

Biese Äquivalenz der beiden speziellen Probleme mit dem all- 
gemeinen kubischen kannten die Alten natürlich nicht. Aber anderer- 
seits losten dieselben einige geometrische Probleme, welche auf all- 
gemeiue (d. h, den allgemeinen üquivalent-e) kubische und biquiidratische 
Gleichungen führen. So führt das von Archimedes*) durch Kegel- 
schnitte geloste Problem: eine Kugel durch eine Ebene in einem ge- 
gebenen Verhältnis zu teilen, auf die kubische Gleichimg x'-{- ax*= h, 
welche durch die Substitution x \\ - in die allgemeine reduzierte kuhische 
Gleichung Übei^eht. Der von Archimedes angeknüpfte Diorismus ist 
also gleichwertig der Diskussion einer allgemeinen kubischen Gleichung. 
Ebenso ist das Apollonische'') Problem: von einem Punkte die 
Normalen auf einen gegebenen Kegelschnitt zu fällen, einer allgemeinen 
biquadratischeo Gleichung und sein Diorismus der Diskussion einer 
allgemeinen biquadratischen Gleichung äquivalent. 



ed. Heiberg m. 8. 76; Pa 
:. math. (3) 8 (1888) S. 333. 



1) s. Ärchimede« 
P. Tannerj. BuU. d. i 
I) L c. 8. 272, 280. 
3) Dies bemerkt schon Descartea. 
i) 1 c. I 8, 316. m S. 162. 
&) Kegelschnitte, Buch V. 



ä ed. HnUach I. 1 



. Qeometiia (Amsteidiim 1688) 8. H. 
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Die AufiTasBung solcher Probleme als Gleichungen findet eich, wie 
es flclieint, zuerst bei den Arabern; diese lösen auch die allgemeine 
kabisclie Gleichung -i'-f «■'*'+ ''a- + c = 0, aber nur spezielle biqua- 
dmtische Gleichungen durch Kegelaclinitte. ') 

Der nächste Fortschritt hierin wurde von Fermat gemacht. 
Fermat'l löste die allgemeinen kubischen und biqnadratischen Gleichungen 
durch eine Parabel und einen Kreis. Die Parabel ist bei seiner Auf- 
lösung sogar eine „feste"; d. h. ihre Gleichung von der aufzulösenden 
Gleichung unabhängig. Aber Fermat hebt diesen Umstand nicht hervor. 
Mit BewiifstBein wurde die Beschränkung auf einen ,/esten" und be- 
liebigen Kegelschnitt und sogar auf ei» endliches Stück eines solchen 
ron Descartes vollzogen, der, wie die Alten, die Kegelschnitte als 
nächfit einfaches Konstruktionsmittel betrachtet. Descartes spricht 
den Satz aus'): 

Jam vero postqiiam compertuni est Problema propoHitum esse So- 
lidum; . . potest semper radix ejus inveniri per aliquam trium Coni- 
canim Sectionum, quaecunque illa tandem sit; aut etiam per ipsarum 
particuiam aliquam, quantumlibet esiguam, nee utendo nisi rectia lineia 
et circulis. Verum suffecerit regidani generalem hie adducere, in- 
TCniendi radices omnea ope Paralmlae, quando quidem haee aliquo modo 
flrt simpliciseima. 



1) Omar (f 1123), Mdmoire sur les dümoDetratione des pTolil^mee de l'alg^bre, 
pnbl. et trad. por Woepcke, Paris 1951. 8. 46. 

2) Ad locoB {ilanos et eolidoa iaagoge, Oeuvres publ. pur Tannerj et 
Senr;, 1. S. 91 epez. B. 107 = HI. S. So Bpez. S. 99. DeXs Fermat dieae Schrift 
TOr Descartea' Gäom^tric publiziert hat, geht aus der .^oge de Monateur 
de Fermat. CoDseiller au Parlement de Toulonse'' (Le Journal des S^avants I 
|166ö| Ameterdam 16TJ S, H,l) hervor, wo es heirat: „. . une iutroductiou anz lieux 
plana et solides; qui est un trait^ analytiqae coacemant la aolation dea problemes 
plani et lolideB, qni avait eatä veu devant qne M, Des-cartes eüt neu publik mir 

3) 1. c, S. 86. Der franzBaiachc Originaltext, 1637, dea Deacartea (die latei- 
njecbe OberBetznng , erato Auflage 1G49, zweite 16S3, rührt von Franciscns 
van Schooten her) laut«t: Or. quand on s'eut aaaurä que le problente piopoaä 
ert solide, aoit qne I'^quatioa par laquelle on le cherche monte au carrä de carrä, 
aoit qu'elle ne moni« que juBqaes au cnbe, od peat toiijoiira ea tronver la racine 
par l'une dea troia aections coniquea, laquelle que ee soit, ou m?nie jiar quelque 
partie de l'une d'eUea, tant petite qu'elle putsae C-tre, en ne se servant au reate 
qne de lignee droites et de cercles. Mais je me contenterai ici de donuer une 
rtgle gi^närale pour lea trouver toutea par le moyen d'nne parabole, A. cause qu'elle 
mt en quelque fa^on la plus simple. (Tert nach dem Abdruck von „La göom^tria 
de Eenä Deacartea" in „La gi^om^trie analjtique d'Auguste Comte. Nouvelle 
Mitüm pt6c6d4e de la Gi^om^tde de DeBcartes". Paris, Louia Bahl. 1S91, 
B. 87—88. Red.) 
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Er löst die biquadratist^he Gleichung x^ + ax* + fca: + c = mit 

Hülfe der festen Parabel y = px^ und des Kreiees x*+y-+bp^x + 

— y+c;j'=0, desaen Mittelpunkt und Hadius mit Zirkel und 

Lineal konstruierbar sind. Die Lösung der kubischen Gleichung 
i'+03- + fc = ist l'iir c = hierin enthalten. Da die 4 Wurzeln 
Xi, X3, x^, x^ der bi quadratischen Gleichung die Bedingung 
Xi -\- x^ -^r x.^ -\- x^ = ertulleu , erhält man ein Kriterium dafür, dab 
Tier Punkte einer Parabel auf einem Kreise liegen; nämlich der Schwer- 
punkt der vier Punkte mufa diinn auf der Parabelaohse liegen. Durch 
vier Kreispunkte geben zwei Parabeln; der Schnittpunkt ihrer Achsen 
ist der Schwerpunkt der vier Punkte. 

Unter Zugrundelegung einer beliebigen festen Ellipse oder Hyperbel 
löste Newton^) die kubische Gleichung. Da sich Kegelschnitt und 
Kreis in vier Punkten schneiden, ist es natiirgemälaer, sogleich die 
bi quadratische Gleichung aufzulösen und den Fall der kubischen 
Gleichung wie oben daraus zu folgern. Die von De la Hire*) gegebene 
Lösung ist unzureichend, da die beiden willkürlichen Parameter seiner 
Kegelacbnittgleichung sich nicht immer reell so bestimmen lassen, dalä 
die Gleichung in die eines gegebenen Kegelschnitts übergeht. Durch 
rein geometrische Überlegungen ist die Lösbarkeit eines allgemeinen 
kubischen Problems mit Hilfe eines festen Kegelschnitts nebst Zirkel 
und Lineal zuerst von Smith und Kortura*) gezeigt worden. 

Sehr viel elementarer ist die analytisch- geometrische Behandlung. 
Wird zunächst eine Ellipse zu Grunde gelegt, so transformiere man 
die bi quadratische Gleichung x*-\- 4ax^-\- 6hx'+ 4cx + d ^ durch 
lineare Variation x \\ x -\- a in eine solche, in welcher ac>0 ist; als- 
dann durch j:=|/^( in die Gleichung t^ + Ai' + ßt^ + At + C = 0. 
Ist nun "i + n- " 1 die Gleichung der Ellipse und ip = arctg (J : -| 
die exzentrische Anomalie des Punktes {x, y) derselben, so lassen sich 
seine Koordinaten als rationale Funktionen x = a t—ttm If — ^i~ 



= tg^ = I : (1 — -) = (l + -) - fc darstellen; und die vier Wurzeln i 



1) Arithmetica umverealü, Cant&brigiae IT07, S. 322. ^H 

2) Nouveani ^l^ens des eections coniquee, Paria 167D, S. 400. 

S) Smith 1. c; Kortnm; Über geometrische Aufgaben dritten und vierten 
Grades. Bonn 18Ö9. Beide Schriften waren zur Bewerbung um den Steiner-PMM 
(1898) der Berl. Akademie eingereicht worden; der Preis wurde unter i 
geteilt. 
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gegebenen Gleichung entsprechen den vier Schnittpunkten der Ellipiie 
mit dem Ereiae: 



jr<+y»+S 



l )x+Ay + (C + l) 



Die Exzentrizität f'=o'— 6' darf nicht verschwinden; sollte 
l + C=BBein, 80 zerfiillt die gegebene Gleichung in {(*+!)(?*+ ^' + 6^-0, 
ist also durch Quadratwurzeln, d. h. durch Zirkel und Lineal lösbar. 
Die vier Wurzeln (, = tg^' (j = 1, 2, 3, 4) erfüllen die Bedingung: 

^ti^iit,¥,^T. "^«^ tg ^' + ^'+^' + ^^ ^O; aUo: vier Punkte 
einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn ihre exzentrischen Ano- 
malien eine Summe ^i (raod. 2n) haben. Ist P {x, ;/) ein Ellipsen- 
Punkt, Q (x. ,y) der eutsprecbende Ponkt des Hauptkreises a*+y=-tt', 
der Mittelpunkt, S der Scheitel (w, 0) der Ellipse, ao ist der 
Winkel QOS^ip, des Kreissektor QOS^^a*, der Ellipsensektor 
-PO)S= ^ ab. Das obige Kriterium kajm daher auch so auagesprocheu 
werden: vier Punkte einer Ellipse liegen auf einem Kreise, wenn die 
Summe der zugehörigen Ellipsensektoren kongnient Null ist, für den 
Ellipsen-Inhalt ab Modul. 

Ist dagegen eine Hyperbel gegeben, so niufs die zu lösende 
Gleichung jr^-t- 4aa-'-f 6?»j-'-|- 4cjr -f (/ = durch a: || a' + « so trana- 
fonniert werden, dafa die neuen Koeffizienten von 4a'' und ix, nämlich 
« -f a und n^-)- 3(1«'+ S^ia -4- c, entgegengesetzte Vorzeichen haben. 
Dies ist stets für reelle a zu erreichen, da das Produkt 
(a + a)(a*4- 3ac'-J- ^ha + c) wenigstens zwei reelle Wurzeln hat. Nur 
wenna=— o zugleich Wurzel von a,^-\-3aa^-\-Zba-\-c = ist, kann diese 
Transformation unmöglich werden; aber dann geht die Gleichung durch 
xli X ~ a in eine durch Quadratwurzeln allein lösbare Gleichung 
+ Gb'x*+ä'^0 über. 

Wir kdnnen also ac<0 annehmen, und die Gleichung vermittelst 

= y~t in t^-Afi-Bt* + At+C=0 transformieren. Ist nun 

Y = 1 die gegebene Hyperbel, P (z, y) ein Punkt derselben, S der 

Scheitel des durch P gebenden Astes, und setzt man den Inhalt des 

Hyperbelsektors SOP gleich ^ah, wo man <p das Vorzeichen von x-y 



[■ beil^, so ist tg hyp ip = 



, und X und y lassen sich rational ver- 



mittekt * = lghyp| = |:g + l] = (| - l) : | auadrücken: :c = a|-^-J-J, 
y = 6— --,. Die vier Wurzeln der gegebenen Gleichung entsprechen 
den Schnittpunkten der Hyperbel mit einem Kreise, dessen Gleichung 
dieselbe wie im Falle der Ellipse ist; nur ist jetzt e*==ffl*+Ä'. Für 
1 + C=B zerfällt die biquadratische Gleichung in (('-1)((*-Ji-C)^ta 
Die vier Wurzeln /, = tg hyp ^* erfüllen die Bedingung ^^M 

^t, = -tj,t,t,^l, d. h. tghyp 'P' + ^'+'^' + '^- ^O; 

also liegen vier Punkte einer Hyperbel auf einem Kreise, wenn die 
Summe der zugehörigen Ilyperbelsektoren gleich Null ist. 

Die beiden Kriterien für vier Kreispunkte einer Ellipse oder einer 
H}'perbel bleiben offenbar erfüllt, wenn man irgend zwei der vier 
Punkte durch ilire diametralea Gegenpunkte ersetzt; analytisch findet 
dies seinen Ausdruck darin, dafa die Gleichungen ± ^, ^ = ^^^3^*^,7 
durch ii^end zwei der resp. Substitutionen (, || —■- in sich übergehen. 

Der zweite Teil des Deacartesachen Satzes, daiä von dem Kegel- 
schnitt nur ein Stück gegeben zu sein braucht, ist rein geometrisch 
von Smith^) bewiesen worden. Analytisch ergiebt sich seine Richtigkeit 
einfach wie folgt. Es sei z. B. ein EUipsenbogen gegeben, dessen Punkte 
den im Intervall t' <.t" gelegenen Werten von / entsprechen. Die 
Gleichung x*+ 4aa^-|- Qbx*+ icx + d = wird durch jede der Trans- 

... ,0,0 l/ä'+Jaa'+Sb'aJ, 

formationen x ^ a + ßt, vro ß 
Ellipse und Kreis auflösbare transformiert. Ist nun x^ eine (reelle) 
Wurzel der gegebenen Gleichung und sei t + d: 1 zwischen (' und (" 
gelegen, so wähle man für « einen hinreichend nahen rationalen 
Käheruugswert einer reellen Wurzel der kubischen Gleichung: 

{x, ~ af{a -f a) = t»(a«+ 3a«^+ 36« + c), 
und es sei (^ der zugehörige Wert von r. Dann ist der zugehörige 
Wert von ß = -\ — '-r — reell und eine Wurzel t^ — - -g — der trans- 
formierten Gleichung liegt zwischen t' und t", d. h. der auflösende Kreis 
schneidet den gegebenen EUipsenbogen. 

Durch eme quadratische Transfoi-mation kann man auch erreichen, 
dals zwei der äcbnittpunkte auf dem gegebenen Bogen liegen. 



V ~ 4- — '^^ "* ®"^^ durch 



I) 1. c. Partie ü. Art. 6 = Paperg 11, p. 26 ff. 
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Wir haben bisher angenommen, dafs Achsen und Mittelpunkt des 
EegeUchnitta bekannt seien; von dieser Beschränkang können wir uns 
frei machen, da mau aus fünf Punkton eines Kegelschnitts seine 
Achsen der Lage und Gröfse nach mit Zirkel und Lineal konstruieren 
kann.') 

Betrachten wir non einige besondere kubische Aufgaben. Die 
Aufgabe: von einem Punkte M {Xi, y,) die Normalen auf einen Kegel- 
schnitt zu fäUen, löste Apollonius") durch eine Hyperbel mit zu den 
Kegelaehnittachsen parallelen Asymptoten, die durch M und die Fufs- 
punkte, und bei Ellipse und Hyperbel noch durch den Mittelpunkt 
hindurchgeht. Da Pappus') für den Fall der Parabel t" = Üpy die 
Anwendung eines Kegelschnittes tadelt, ist anzunehmen, dal's er die 
Lösung der Aufgabe durch den Kreis x' + y^-~ (j(f + }>) y ~ jx^x = 
kannte, der durch die drei Fnfspunkte und den Scheitel hindurchgeht. 

Hier labt sich eine Diskussion der bi quadratischen Gleichung 
a*+ Gax*+ 4bx -f- c = auknUpt'eu. Liegt nämlich der Mittelpunkt M 
des auflösenden Kreises: 



^'+ (u-py+p^+(~-^p){y-p) + 



+ 3a- 



auf der konkaven Seite der Evolute x- = ^^ (y — ;*)', ist also i*+ 4o'<0, 
■o läfst sich von M aus nur eine reelle Normale » auf die Parabel 
fällen, und die bi quadratische Gleichung hat 2 oder reelle Wurzeln, 
je nachdem der Kadius r des auflösenden Kreises > oder <n ist; 
welcher dieser beiden Fälle eintritt, ergiebt sich aus dem Vorzeichen 
von f(r), wenn f\n) = ü die Gleichung ist, der die drei Normalen 
genügen. Ist aber t*+4a*>0, so hat /"(«) = drei reelle Wurzeln 
iii>M,>«3>0, und die biquadratische Gleichung zwei, wenn r>ni 
oder Wj>r>«j ist, vier, wenn n,>r>«j. Null, wenn n^^r ist; 
welcher dieser Fülle eintritt, ergiebt sieh nach der Descartesschen 
Zeichenregel unzweideutig aus den Vorzeichen der Reihe f{rj, ("{r), 

rv), rw. 

Für Ellipse und Hyperbel wurde das Normalen-Problem mittelst 
«ioea Kreises gelöst von De la Hire*) und Catalan''), einfacher und 

1) Apollonina, Buch IV; Pappua, Ausg. v UnUach S. 107B = Ausg. v. 
Gerhardt S. 343. 

t) Apolloaius Buch T. 

8) 1. c. S. 270, Tgl. hiei^ Zeuthen: Die Lehre von den EegeUchnitten im 
Altertum. Deutsch von B. v. FiBcher-Benxou, Kopenhagen 1886. 8. S58. 

4) 1. C, a. UO. 

5) Vom. Ann. de Matli. (l) 1 (ISlBj. 333. 
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eleganter von JoachimsthaP): die andern Endpunkte der vom 
Scheitel S senkrecht zu den vier Normalen gezogenen Sehnen liegen 
auf dem Kreise 

seine gemeinsame Sehne mit dem Hauptkreise x^+ y*= a* berührt den 
Kegelschnitt in einem Punkte Tj so dafs ST senkrecht za OM ist. 

Schliefslich wollen wir mit Hülfe der Ellipse -r + ^ = 1 ^ den 

Kreis a;*+ y*= a* ein reguläres Siebeneck SS^S^S^S^S^S^ konstruieren. 
Projiziert man seine Ecken senkrecht zur Hauptachse a auf die Ellipse 
in die Punkte T^, so liegen ST^T^T^ auf dem einen, ST^T^T^ auf 
dem andern der beiden S^reise: 

(a;-a)»+y»+(2o-|l)(a;-o)±*-3^y = 0. 

Königsberg i. Pr., den 24. April 1901. 



1) J. f. Math. 48 (1864), 377. 



über Beweise voa Schnittpuiiktsätzen. 

Ton Gebhabd Hessenbebo in Ghärlottenburg. 

1, Wie Herr Hubert in der Giittinger FeBtechrift 1B99 gezeigt 

hat, läTst sieh jeder reine Schnittpirnktsatz aus dem DeBarguesschen 

Satz und dem speziellen Fall des Pascal sehen Satzes herleiten, der 

durch das Degenerieren eines Kegelschnittes in zwei Gerade entsteht.*) 

Wie aas den Unterauchimgen von Herrn Hubert weiterhin her- 

Toi^eht, lassen sich beliebig viele Fälle Pasealscher Konfigurationen 

aas der Desargues sehen herleiten, — eine Thatsache, die übrigens 

dem bekannten Staudtschen Versuch, den projektiven Fundaraental- 

Batz zu beweisen, zu Grunde liegt. Daraus folgt also, dafs es Schnitt- 

punktsätze giebt, die sieb unter alleiniger Anwendung der Desargues- 

acheii sowohl wie der Pascalschen KouHguration beweisen lassen. 

3. Als einfaches Beispiel sei folgender Satz gewählt: 

I. Liegen die Ecken eines einfachen Sechsecks abwechselnd auf 

«wei Geraden, mid liegt der Schnitipunkt dieser Geraden mit den Schnitt- 

I punkten von zwei Paar Gegenseilen des Sechsecks in gerader Linie, so 

I liegen die drei Scbnittpunkte der Gegeuseitenpaare des Sechsecks in 

gerader Linie. 

Der Satz ist ein spezieller Fall des Pascalschen und entsteht 
[ BUS ihm durch den kursiven Zusatz. 

Wir haben noch /u zeigen, dal's er aus dem Desarguesachen 
I Satz hergeleitet werden kann. 

Die Ecken des Sechsecks seien in der Keihenfolge der Verbindung 
' i*, bis Pg; P^P^ schneide P^P^ in S„ P^P^ desgL P.^P^ in Sj. P.P« 
I endlich Pf,Pi in S,. Nach Voraussetzung liegen P,P^P^ in gerader 
Linie, ebenso P,PjPg. Der Schnittpunkt M der beiden Geraden liegt 
[mit S^Sf in gerader Linie. Zu beweisen ist, dafs S^S^S^ in gerader 
I Linie liegen. 

1) g 35, S. TS f. Ein wesentlicher Schritt zum Beweise dea Satzee ist 
■chon TOD Herrn Wiener im JahreBberitht 1, 46—48; 8, 70—80 der Deatichen 
Mathematiker -Vereinignng gethun. und zwar durch den NacbweiK, dafs der pro- 
jektive Fundamental natz aus dem D( 
geleitet werden kann. 

Aichli <■•>[ Malhemitik und Phyiik Hl, 



Bachen und dem Pascalacheii her- 



Geh HA HD Hesbesberq: 



Die Dreiecke P^P^P^, P^Pr,Pr, achneiden sicli mit den homo- 



logen Seiten in Sj bezw. iS. 
isomit gehen die 




Diese drei liegen in einer 

i\Ft, fjA. P»Pe <i"^cb 

einen Punkt. Danach 

liegen die Dreiecke 

spektiT, die Schnittpunkte 
der homologen Seiten 
sind S„ S„ M. 

Diese liegen in einer 
Geraden, mithin auch S,, 
Sj.Sj, w. z. b. w. — 

3. Es ist nun viel- 
leicht nicht ohne Inter- 
esse, umgekehrt einen 
speziellen F&ll des De- 
B a r g n e a sehen Satzes 
kennen zu lernen, der 
sich aus dem Pascal- 
schen Satz beweisen läl'st. 
Er lautet: 

II. Liegen zwei Dreiecke perapektiviach, und geht die Verbindungs- 
gerade zweier nif^kt homologen Punkte mit den Gegensciien derseB>en <^dt 
einen Punkt, so schneiden sieb die homologen Seiten in Punkten einer 
Geraden. 

Läfst man den kursiven Zusatz fort, so hat man den Desargnes- 
schen Satz. Es bleibt also noch zu zeigen, wie sich die Figur aus 
dem Pascalachen Satz herleiten läTst 

Die Dreiecke seien A^AgÄ^, B^P^B^. Nach Voraussetzung 
schneiden sich A^B^, A^B^, A^Bg in einem Punkte S, femer A^B,, 
A^A^, BgB^ in einem Punkte M. Die Schnittpunkte von A^A^ mit 
£,Pj, A^A^ mit B^B^, A^A, mit B^B^ seien bezüglich Cg, C, und C,. 
Endlich bezeichne N den Schnittpunkt von A^A^ mit BiB^. Es ist zu 
zeigen, daTs C\, (7„ C^ in gerader Linie liegen. ,^_ 

Das Sechseck ^^M 

MA^A^SB^BjM ^M 

ist in der angeschriebenen Reihenfolge der Ecken ein Pascalsches, da 
M, A^, B^ sowohl wie A^, S, B^ in gerader Linie liegen. Die Schnitt- 
punkte Aj, N und £j der Gegenseitenpaare liegen mithin ebenfalls ^ 
gerader Linie. 
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Nunmelir bilden die Punkte 

■ia der angeschjiebeoeii Reihenfolge ein PascalscheB Sechseck, da N, 
%, Aj, wie eben gezeigt, und B^. M, A^ nach VorauBaetzung in 
jerader Linie liegen. Die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare sind C,, 
, C,, liegen also in gerader Linie. 

i. Der soeben bewieaene Satz II ist von wesentlich anderem 
-akt«r als Satz I, d<\ die in ihm enthalteHen Pascalsdien Seciis- 




Igemeine sind, d. h. uicht zu denjenigen speziellen gehören, 
) mit HOlfe des Deaarguesschen Satzes konstruiert werden können. 
5. Im Widerspruch mit der — unzutreffenden — Behauptung 
BolzanoR, wonach jeder Satz nur auf eine Weise bewiesen werden 
kann, hat Herr Hilbert für den Pascalschen Satz zwei wesentlich 
verschiedene Beweise angegeben.^) Da femer der Deaargnessche und 
fjäer Pascalsche Satz unter wesentlich verschiedenen Bedingungen be- 
isbar sind, so folgt, dafs die Zurüekfiihrung der beiden hier ange- 
jebeiien Sätze auf die Axiome der Geometrie drä wesentlich verachie- 
sne Beweise für jeden ergeben würde. 
Charlottenburg, im Mai 1901. 

1) 1. c, % 14, S- 2ä; §3t, S. Tl. 




Zur Theorie der Resultanten zweier linearen homogenen 
Differentialgleichungen. 



Von L. Hefktes 



Boun. 



Die an zwei algebraische QleichuBgen ankntlpfende Eliminationa- 
theorie ist vou Herrn von Esclierich^) auf lineare homogene Diffe- 
rentialgleichungen übertragen worden. Zu der aus zwei aoleben zn 
bildenden Besullanfe bin später ich selbst*) auf anderem Wege gelangt. 
Sodann habe ich kürzlich') einige Punkte der algebraischen Theorie, 
nämlich die Bedingungen für die Existenz eines gemeinsamen Teilers 
von bestimmtem Grade und die Aufstellung dieses Teilers in Deter- 
minantengestalt, in möglichst einfacher Form abgeleitet. Gerade diese 
Behandlung läfst sich nun auch bei linearen Differentialgleichungen 
durchführen. Sie liefert bei zwei linearen homogenen DÜferential- 
gleichongen die Bedingungen für die Existenz einer bestimmten Anzahl 
gemeinsamer Integrale in einer anscheinend bisher noch nicht lie- 
merkten Form und sodann die Aiiistellung des diese Integrale ent- 
haltenden Differentialausdrucks in DeterniLnantengestalt — Alles genau 
analog den entsprechenden algebraischen Formeln. 

Des Zusammenhangs wegeii sei es gestattet, in No. 1 einige Punkte 
kurz in Erinnerung zu bringen, obwohl sie wesentlich ebenso schon 
bei Herrn von Escherieb stehen. No. 3, 3, 4 enthalten die vor- 
stehend angedeuteten Resultate, No. 5 endlich ein Beispiel. 

1. Besuitante zweier linearen homogenen DifferentiaJausdriicke. — 
Seien 

(1) i'Ms)>o!/<"+A!<'-" + --+fty-0, Sl 

(2) eWs5,!^-) + 3,v<— > + ■■• + , .s,-0 ^ 



1) Denkichriften der Kaia. Akad. d. WissenBoh. Wien, Matli. Nat, KI. « 



•i) Crelleg Jootu. 116 (1896), I57tf. 
3) Math. Ann. 61 (IBDl), 641 ff. 
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i lineare homogene DifTerentialgleichiuigen , 

Jfi, y». ■■■, yy und 1),, »j,, ..., 1). 

I bezw. je ein FandamentalsjBtem von (1) und (2). Beide Gleichungen 

f liabea dann and nur dann ein Integnd gemein, wenn die Determinant« 



[{3) 



I 



idatiiaeh verschwindet. Denn, ist dies der Fall, so sind noch bekanntem 
Sfttze die w + V Funktionen linear abhängig; d, h, es besteht eine 
Relation 

tr c.!/, + ■ . ■ + c,y, + C,^, + • ■ • + C.i?. = 0, 

Irorio veder alle c noch alle C Null sain können, da sonst die y oder 
die I] kein Fundamentalsystem wären. Also ist dann ein Integral von 
(1) gleich einem solchen von (2), Und ist umgekehrt letzteres der Fall, 
Bo sind die n + v Funktionen linear abhängig, also die Determinante 
S identisch Null. 

Die Determinante S ist in der Algebra analog dem Produkt sämt- 
licher Differenzen zwischen den Wurzeln der einen und der anderen 
der beiden algebraischen Gleichungen und zeigt ebenso evident wie 
durch ihr Verschwinden das Vorhandensein gemeinsamer 
Lösungen an. Wie dort in der Algebra streben wir aber auch hier 
nach einer Bedingung, die sich nicht in den Uisutigeti, sondern in den 
Koeffizienten der vorgelegten Gleichungen ausdrückt. Diese erhalten 
wir entweder ohne Benutzung der Determinante S sehr einfach so, ■ 

in der zitierten Arbeit (Grelle 116) geschehen ist, oder - 
genau ^ nach Herrn von Escherich (a. a. 0.) in folgender Art, 
wobei gleich der Zusammenhang zwischen der neuen Bedingung und 
5 hervortritt. 

Durch d-fache Differentiation nach der unabhängigen Variabein x 

le aoB (1) und ( 

P<«(y)=l)oi!/'''+'''+Piiy<''+'-"H V P.+i-\,iy' -^ P^+x.iy, 



V2G 
Dann ist 



(6) 



Pt.- 


uPi..-t, .. 


-, P.+,-i 


--I 


0, 


Pt. .-«, • • 


■> P'+<-t 


— ! 


0, 


0, 


■ Pu Pt, ■ 


,P, 


«•,.- 


1, 91, '-17 ■■ 


; ?.+ — 1 


.-, 


0, 


90,.-!, . 


-, «.+.-. 


-' 


0, 


0, 


■ 9d, ?., ■ 


, 1. 



n Zeilfln') 



die Resultante von P und Q; denn sie unterscheidet sich yoo S nur 
durch einen nicht identisch verschwindenden Fattor. Aus den bei Herrn 
¥0n Escherichia, a. 0. No. II) ausgeführten Umformungen von iS und 
R folgt nämlich unmittelbar 

(7) R = Pl-9a-^ ' ■ c " ■^■ 
Somit ist auch das identische Verschwinden von B notwendig und 

hinreichend für die Existene gemeinsamer Integrale von (1) und (2) oder 
— mit anderen Worten — für die Existenz änes gemeinsamen Teilers 
der beiden DifferenÜalausdrücke P und Q. 

Die Resultante R wird also gebildet, indem genommen werden 
als erste Zeile die Koeffizienten von P'"'~'Hj), als zweite die von 
p{i— si^yj^ denen eine Null vorangeht, u. s. w., als tite die Koef^zienten 
P(y) selbst, denen n — 1 Nidlen vorangehen; dann folgen v Zeilen, die 
entsprechend aus Q{j)) und seinen Ableitungen gebildet sind. 

ä. Umformung der Resultante zteeier Differcntialausdriicke mit ge- 
tneinsatnem Teuer. — Die beiden Differentialausdrücke R und Q 
nun einen gemeinsamen Teiler von der Ordnimg k haben, d. h. 

(8) P=Pr(j,) and Q = QT{y), 



nd 

md I 



|r(t()s(.ji« +(,s^<-'i +... + („, 

(9) P(i,) =p,^-» + i),j<-'-u + • • ■ +p.-,y, 

' «W = S.9<-'1 + !,»'-'-"+ ■ ■ ■ + 9.-1», 

Dum kann man die Resultante R von P und Q statt direkt, wie oben 

angegeben, auch in zwei Schritten so bilden, dafs man zunächst T\ij) durch 



V^ I 

I 



t) Dieae Deteinünant« ist, abgesehei 
identiBch mit der Determinante S. bei v. 
sich von der Determinante J (Grelle litt 
der SoefSzieuteo, uui durch Transpositioi 



von der Bezeichnung der EoefSEJeiiten. 
Dscherich {a. a. 0.) und unterscheidet 

168), abgesehen von der BeEeichuimg 
, und Umstellung von FatallelreLbeD. 
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i/<^' ersetzt und das quadratische Syetem der Koeffizienten von y^+^-i), 
y.+v-s)^ ^ y'^ y j[j p(y«) und (9(y<'>) und in ihren Ableitungen bis 
zur (« — l)ten, bezw. (i' — l)ten aufschreibt, wobei die k letzten Kolonnen 
nur Nullen enthalten. Die Determinante dieses Systems ist die Resul- 
tante von P(y*) und <2(j/'") in Bezug aul' y: 



(10)« = 



!>«,.- 


1. J11..-1, 


.., i>.+,_,_,,„„0, .. 


, 


0, 


p», .->, • 


. ., }i.+._I_^ ._„ 0, .. 


, 


0. 


0, 


■,p„ h, •■,?— 1. 0, ■■ 


, 


So..- 


1. 91..-1, 


^., 5,+ .-<-,,.-„ 0, .. 


, 


0, 


», .-I. ■ 


.., 5,+._i_,,,_„ 0, .. 


, 


0, 


0, 


■, 9., ?„ ■ -, ?.-J. 0, ■ 


, 



Nunmehr denken wir uns in jenen (Gleichungen, deren Koeffizienten 
das System von E bilden, wieder y*^* durcü T{y) ersetzt, also 






(11) 



V" ,, ny), 

d. h. wir machen in jenen n -\- v linearen Gleichungen zwischen 
j('"+'~'', . . ., y', y die durch (11) angedeutete lineare homogene Sub- 
BÜtation. Also erhalten wir das KoefSzientensystem , das wir fOr R 
brauchen, durch Komposition der Zeilen von R mit deu Kolonnen der 
rechten Seite von (11), nachdem diesem System noch i. Zeilen mit 
Nullen hinzugefügt sind, weil y*^~", . . ., y', y links in (11) nicht 
vorkommen. Also ist, wenn wir mit | R ) das System der Deter- 
minante R bezeichnen u. s. w., 



(12) |fl|-(Ji| 



,*.,.+ 
<.,.+ 



'.+.-.. 


.+,_i_l 


>.+.-•. 


,+ v-i-S 


K. t,,- 


■ -, fi 


0, 0, . 


... 


0, 0, . 


.., 



\ 



{k Zeilen) 
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wobei die Zeilen von {R} mit den Kolonnen des zweiten ! 
reclitB zu komponieren sind. 
Da nun 

fc, 11+1— a—i = ^ m+»— i-» = ■ ■ ■ = ^, I = fo 
and in dem ^System in (12) links unter der Hauptdiagonale nur 
Xullen stehen, so ergiebt sicli aus (13) für Ji selbst die Umformung 

(13) R-s-e+'-', 

die dadurcli zustande kommt, dafs nur die mit geeignden (aus dem t- 
System abm^escnden) Faktoren mulHplisnerten Kolonnen von weiter rechts 
ste)ienden Kolonnen stibtrahiert werden. 

Mit anderen Worten: Die Resultante von P=PT(y) imd Q=(^T(i/) 
ist bis auf einen niclit idenUscii vascJiunndenden Faktor in die Mesaltank 
von P(y*^') wnd ^(y"'), deren k leide Kolonnen nm NuUen enthalten, jm 



3. Bedingungen für die Exisf^rtz eines gemeinsamen Teilers genau 
von der Ordnung X. — Durch die vorstehende Umformung der Resul- 
tanten von PT nud QT ist zunächst auf's neue bewiesen, dafs die Re- 
sultante von P und Q bei Vorhandensein eines genieinaamen Teilers 
identisch verschwindet. Wir können aus (13) aber auch die Bedin- 
gungen fUr das Vorhandensein eines Teilers genau Iter Ordnung her- 
leiten. 

Mit E {q= 1, 2, ...) bezeichnen wir die Unterdeterminante von B, 
die aus P durch Streichung der p letzten und p ersten Kolonnen, der 
p ersten j»-Zeilen und p ersten g-Zeilen entsteht'), mit JR die ent- 
sprechende Unterdeterminante von P. Aus (12) folgt direkt, dafs R 
ganz ebenso in R umgeformt wird, wie man in (13) von R xn i 
überging, d. h. es folgt die Relation 

(14) B, _ B, . (;+-'-«'. 

Nimmt man nun p = A , so ist also 

(14a) Ri = Ritl-^'-^'. 

Ri ist aber gerade die Resultante von P{y) und Q(jf), deren i 

1) Diese Definition der Unterdeterminante R iit völlig analog wie in der 
Algebra; denn wenn man dort gewöhnlich E aua R durch Streichung der Sf 
letzten Koloonen, der p letzten p- und g letzten g-Zeilen bildet, bo konmit du 
bei dem Bau der aigebraischen ReHultante R auf dasselbe hinaus, ala wenn man 
die oben beEchriebeoe Operation benutzt. 
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tiBches Verschwinden also die charakteristische Bedingang dafür ist, 
dafa P und Q noch einen gemeinsamen Teiler besitzen. Dies ist aber 
wiederum cbarakteristisch dafür, daJs J* und Q selbst einen Teiler 
höherer als Ater Ordnung gemein haben. Also haben wir das 
K^eultat: 

ZHe cJiarahteristisi-lien Bcdiw/ungen dafUr, dafs P(y) niui Q(if) 
einen gemeinsamen Teiler genau Iter Ordnung oder die Gleichungeti (1) 
find (2) genau 2. linear tmahliängige Integrale gemein haben, lauten: 
(15) Ä = 0, fl, =0, ..., Bi_i=0; RiJ.O. 

4. Determinanlenform des grö/sten gemeinsamen Teilers zweier 
linearen DifferenUala/usdrikke. — Bei P und Q seien jetzt die Bedin- 
gungen erf&llt, daTs sie einen gemeinsamen Teiler genau Ater Ordnung 
haben. Es ist also 

Ri = Bx- ^+*"" -^ 0. 

Durch Multiplikation mit y, die rechts in der letzten Kolonne von Mi 
aoegef&hrt werden soll, folgt 



ä)Bry=';+ 



Addiert man rechts die bezw. mit i/("-f-'-^^ — ')^ y'"^' 
multiplizierte erste, zweite, u, s. w. vorletzte Kolonne 
steht in dieser der Reihe nach von oben nach unten 



,ur letzten, so 



P'"-'-"(»), P<-'-"(!l) P'(j), PW, «1- 

..■, «■(?), «(s). 

Ersetzt man jetzt noch in (16) y durch T(y), so geht die letzte Ko- 
lonne rechts über in 

J"-'-"W, P'—'-"(!i), •■■, P'W. -P(y)> «"-'-"(»),■■•. «■(!(), «(»). 

Aber auch in den anderen Kolonnen der Determinante können wir 
wieder zu den gegebenen Koeffizienten von P und Q selbst zurück- 
kehren, indem wir die vorletzte Kolonne mit („ multiplizieren und 
bh ihr die mit geeigneten Faktoren multiplizierten vorhergehenden 
L Kolonnen addieren, dann mit der drittletzten Kolonne ebenso verfahren, 
In. B. w-, kurz indem wir die vorher volhtogene Umformung, die von Bi 
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ZU jB^ führte^ zurückbilden. Dabei bleibt rechts der Faktor t^ Übrig, 
duick den wir noch dividieren, sodafs der links atehande gifltitij ^e- 
meinsame Teiler von P und Q als Xoelfizienten von ^^) gerade Rz hat: 

Po, n-X-ly Pl, n-i-1, . . ., l)«+r_2a-a, n-i-l, P(»-'*-l)(y) ' 
0, Po, n-X-9, . . ., Pn+r-U-i, i»-2-f, P^«-'*"-^) 



(17) iJ.^^ = 



0, 0, . . ., Po, A, . . ., i>r-a-i, P(y) 



0, 



0, 



• • -y Qof «l; • • -y ««-2~i, ©(?) 



Diese Formel besagt: 

Ist Rx in der Beihe der Determinanten R, R^y R^, . . . die ersk 
nickt identisch verschtoindende, so erhält man den cUsdann vorhandenen 
gröfsten gemeinsamen Teuer Xter Ordnung von P und Q, indem man in 
der Determinante Rx die letete Kolonne durch 

P(— '-»(y), .., P'(y), P(y), ««-»-«(y), . . ., «'(y), Q{y) 

ersetzt. Der höchste Koeffizient des so gebildeten gemeinsamen Teilers ist 
gleich Rx. 

5. Beispiel. — Vielleicht ist es erwünscht, die vorstehende all- 
gemeine Entwickelang noch durch ein mögHchst einfaches Beispiel 
illustriert zu sehen. 

Sei P = xy + y'-(l + x^)y, also 

P' = xY'' - (2x + l)y" - (1 + x^y' - 2a;y; Q = y" - y, 



also Q' — y'" 


— y'. Mithin ist 




X*, 2a; + 1, - (1 + «*), - 2x 


B — 


0, «», 1, -(l + x*) 

1, 0,-1, 




0, 1, 0, -1 



= 0, 



wie sich durch Addition aller Kolonnen zur letzten ergiebt. 

Durch Streichen der ersten und letzten Kolonne, der ersten und 
dritten Zeile erhält man 

»» 1 
1 



R,= 



= -1+0. 
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Also haben P und ^ einen Teuer erster Ordnung gemein und keinen 
höheren. Er ist 



= -y' + y, 



_ IM = **' ^^ " + y' ~ (^ + ^)y 

*. - 1, y"-y 

wobei der Koeffizient von y' gleich R^ ist. In der That ist 

P = a^(y'-yy + (l+^)(j,'-y), Q= (y' - y)' + (y' - y), 

also 

'P = x'y + (1 + x')y, ~Q = y' + y. 

Bonn, den 16. September 1901. 



Snr la conrbe ^nipotentielle; 

Par M. F. Gomes Teixeira ä Porto. 

1. Le nom de conrbe equipotentieUe a ^te donne par Gayley^ dans 
iin important article publie dans le Phüosophical Magazine (t. XIV, 
1857)^ ä la courbe representöe par requation^ en coordonnees bi- 
polaireSy 

oü nty m' ei h representent des quantites constantes donn^es^ et p et p' 
les distances des points de la courbe ä denx foyers dont la distance 
est ^gale ä a. Dans ce travail reminent geom^tre determine la forme 
generale des ovales qui constituent la courbe^ et leur disposition par 
rapport aux foyers, pour les diverses valeurs de Ic, par des consid^tions 
presque intuitives, sans entrer en d^tails analytiques. Ici nous allons 
donner quelques indications sur une maniere de faire la theorie analy- 
tique de la courbe, et en d^duire quelques-unes de ses proprietft 
qui ne se trouvent pas dans le travail de Gayley. 

2* En prenant pour origine des coordonnees un foyer et pour axe 
des abscisses la droite qui passe par Tautre, on a 

et, par consequent, en eliminant Xj y ei q' entre ces equations et (1), 



(2) 



2a{kg — am)* 



/Q\ ., __ k*y— (q — gt)(e — «,)••' (p — ttg) 

^^ 2f— 2a(kQ — am)* 



OÜ ^; c^; . . ., ttg representent les racines des equations 

(9 ~" öt)(Äp — am) — am'Q = 0, 
{fi — a)(JcQ — am) + aw'p == 0, 
{fi + a)(Äp — am) — am'g = 0, 
(ff + a)(kQ — am) + am'q = 0. 



(4) 



» 
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A l'egard de ces racines il convient de remarquer que eellea de la 
, premiere et des deux demieres sont reeUea et inögales. Celles de la 
[^ demi^me sont reelles quand on a 

{k-\- m — m*)* — 4km % 

et imagiaairea dana le cas contraire; et par consequent elleB sont 
reelles et inegales quaad k > {Ym -\- Ym ')*, et quand k < (Ym — V^')*j 
imaginaires quand k est compris entre c«s deux valeurs, et egales quand 
k = (Ym + VV)» et quand k = {Y^n - J^')*. 

3. Gela pose, aupposons que les racinea a„ o,, . . ., a^ sont tontes 
ffcUea et inegales et que a, > o, > . . . > o^. Dans ce cas y est reelle 
qttaud p est compris entre Ug et a,, ou entre «g et tt^, ou entre «^ et a^, 
ou entre o, et a„ et imaginaire dans les autres cas. La courbe est 
donc conipoaee de qiiatrc ovales, symetriques par rapport ü Taxe des 
ftbsciaseB et qui coupent cet ase. 

En deterniinant au nioyen de l'equatiün (2) les yaleurs de x qui 
eorrespondent aux valeurs a^, cc,, . . ., a^ donn^s ä p, on pourrait 
trouTer, en chaque cas particuÜer, la disposition des ovales par rapport 

fojers; mais on n'en a pas besoin, parce que cela r^sulte imme- 
diat«iiient de l'analyse de Caylej. 

Nous allons detenniner les points des ovalea oü la tangente est 
.parallele ou perpendicutaire ä Taxe. Pour cela, employons la formule 
iy^ i'[J"(e)(Ag-am)-ftJ-(p)] 

F((f) = - (p - Ol) (p -«,)... (p - Og); 

wSn de detenniner les raleura que p prend dans les points oü la 
tangente est parallMe ä Taxe de la courbe, on en tire l'equation 

F'(p)(*? - «»») - ^A^{p) = 0, 
qui est du huitieme degre par rapport ä ^. A l'egard du nombre de 
points nous remarquona que, la fonction F'(p) etant n^ative pour 

tt^j Kg, Kf, , . ., «j, et positive pour p -- «,, a^, , «,, a,, le 

Premier membre de cette equation cbange six fois de signe, quand on 
donne ä p les valeurs «g, a,, o^, , . ., «,. Donc des deux cötes de J'axe 
diaque ovale a seulement un point oü la tangente est parallele ä cet 
t'exception d'uoe qui peut en avoir un ou trois. 
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La tangente est perpendicul&ire ä Taxe dans les pointa qöTc 
pondent ans valeurs de q donnees par l'equation 

am — aimm^» 
{kg — amf + a'mm'* =0 ou p = — — ^- ~ ■ 

A ces valeurs de p eorreapondent deux points, plac& syra^triquement 
par rapport ä Taxe de la courbe et qui aont reela quand p est eompria 
dana un des intervalles (og, k,), (og, a^), . . ., (a,, «j). 

4. On etudie de la meme mtmi^re le cas oü deux des racines a^ 
«1, . . ., Kg sont imaginaires. ÄJors la courbe est compos^e seulement 
de trois ovales. 

Si deux des racines k^ a^, . . ., Cg sont Egales, la courbe est com- 
pos^ de quatre ovales, mais deux d'entre elles ont un poiut couunan 
plac^ sur l'axe. Dans ce poiut on a 

n\ k = (VV + V'm')', et 

5. Les points qu'on determine en coupant la courbe par uue 
transversale quelconque, jouissent de quelques proprietes qui, ä ce apt 
je orois, n'ont pas encore ete remarquöea. 

Soit 

Ax -\- By -\- C = 

l'equation de la transversale consideree. Elle coupe la courbe en buit 
points oä p prend lea valeurs donnees par l'equation auivante, qui 
r^sulte de l'^mination de 2; et de y entre ladite equation et les 
^quatiouB (2) et (3): 

on 

B»i-*J'(p) - {(itp - amy\2aC + ^(a* + p')] - a'm'*p'| 
ou 

Cette Equation fait voir que la somme des distauces p,, pj, ■■•»% 
des pointa oü la droite coupe la courbe, au foyer qu'on a pris ] 
origiue des coordonn^es, aatisfait ä la coudition 



4 

r une 



pi + e. + ■ ■ ■ + Pb - 4 -^- . 
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1 Toit attSBi que la somine des diatances q[, pj, . 
ä l'autre foyer satisfait ä la conditioii 

?; + ?; + ■■■ + Pb = -4^- 

On en conclut que la somme des distances entre les poinis i 
transversale quekonqti^ coupe la courbc ei un foyer est consiante. 
On Toit, au moyen de la meme eqnation, qu'on a 



K) 



PiPs ■■ Pa 



= "^[' 



o'+ 4 



ClC+a.) -| 
X"+B" J 



t 



En posant C = 0, le produit dea diatances ä Vorigine des points oü les 
transveTs&les passant par ce point conpent la courbe, satiB&it ä la 
conditioii 

(6) PiP»- ■es==-t?-■ 

De la mSme mani^re on trouve, pour les transTersales qui paasent par 
l'autre foyer, 

9x9i ■■■?; = ^^ ■ 

On en conclat que le produit des dislances ä un foyer des points ou 
xme transversale quelconqite passant par ce foyer, coupe la courhe est 
etmstant. 

Mais ce n'est paa ce corollalre de l'equation (5) qu'il y a int^ret iL 
consid^rer Sei, parce qu'il est un cas particulier d'un tbeor^ine general 
applicable ä toutea les courbes cycliques. Ce qu'ü nous convient 
de considerer, resulte en poaaut daus cette equation 

C+^a=0. 
'X'^qnatiüu de la droite consid^ree prend la forme 
Ä(x - «) + Bj, - 0, 

'«t on voit qu'elle paase par le foyer (o, 0). Et, ayant egard & l'^quation 
(6), on conclnt que le produit des distances ä un foyer des points oü 
ies transversales, qui passent par Vautre, coupent la courbe, est constant. 
Porto (Portugal), aoüt, 1901. 



■Weiterer Beitrag zur verallgemeinerten 
ßöBBelsprnngaufgabe. 

Von F. FiTTiNG in Mtinchen- Gladbach. 

In einer früheren Abhandlung^), die sich mit folgender Au^g;abe 
beschäftigte: 

Man seichne n Punkte und bade durch Fortschreite von einem 
dieser Panife am alien übrigen, tvobei keiner dopp^ berührt werden darf, 
„Weg^' mit der Einschränkunff , da/'s eine Reilie von „Wegelementm", 
d. h. Sprüngen zwischen geiciss^t Punkten verboten sein soll. Wieviel 
solche Wege giebt es? 

hatte sich Verfasser von dem Oedasken leiten lasBeu, zum Ansganga- 
punkt der Betrachtnng jenen Fall zu nehmen, wo verbotene Sprünge 
nicht vorhanden sind, und deshalb n\ von einander verschiedene Wege 
gezählt werden. Durch succeBsives AusHfhliefsen gewisser „Elemeuten- 
paare", unter welchem Namen die durch zwei Punkte A und B ge- 
gebenen, in ihrer Eichtuug entgegengesetzten Wegelemente AB und 
BA zusammengefafst wurden, sollten daraus allmählich die kom- 
plizierteren Fälle abgeleitet werden. 

Der Gedanke erwies sich als fruchtbar, insofern es gelang, eine 
Keihe von allgemein geltenden llekursionsforraeln aufzustellen, deren 
Zahl hier noch vermehrt werden soll, um sodann ihre Brauchbarkeit 
zur Bewältigung speziellerer Aufgaben zu zeigen. 

Es entspricht dem zu Grunde gelegten Gedanken am besten, 
wenn die verbotenen Sprünge durch Gerade, mit denen man die bo- 
treffenden Punkte verbindet, kenntlich gemacht werden. 

Die in jedem besonderen Falle vorliegende Anordnung von Ponkten 
und Geraden wurde im Hinblick auf die dadurch gegebenen W^^ tön 
„Wegkomplex^' genannt. 

Die Zahl der Funkte eines Komplexes ist durchgehend» n, wenn 
nichts anderes ausdrücklich gesagt wird. 

1) Über eine VetaUgemeinemiig der lUSsaelsprangaufgabe. 
Math. u. Physik (SchlQmilch). 46 Jabr^' H<!ft 2 u. 3. 
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Die Summe aämÜicber Wege eines gegebenen Kompli 
W&feaahl dts Komplt'xrs. 

Erster Teil. 

I. Haupt-Hehtrsionsformd. — Tilgt man zwischen n unTerbimdenen 
Funkten a Elementenpaare durch Einzeichnung von ebensovielen Geraden 
in beliebig gewählter Anordnung, bo wurde (Kap. Ill der früheren Äb- 
hftndlg.) durch W(t,.,) die Wegezahl des entstandenen Komplexes bezeichnet, 




der in der Folge auch knra Koraples W^,. „, genannt werden ma%. 
F&Ist man femer ein etwa durch /t zu kennzeichnendes, bestimmtes 
filementenpaar dieses Komplexes ins Äage, so läfst sich die Anzahl 
W^^ _jj') aller Wege des Komplexes, in denen Wegeleraente dieses 
Paares enthalten sind, durch ^ 

Wegezahleu anderer Kom- 
plexe ausdrücken. Zur Auf- 
stellung und zum Verständ- 
nis der Formel bedarf es 
einiger Figuren: von dem 
gedachten Komplexe brau- 
chen nur die Endpunkte 
A und B des betrachteten 
Elementen paares d und die- 
jenigen Punkte gezeichnet 

za werden, nach denen von A und B Gerade auslaufen — in 
Fig. 1 von A nach den Punkten 1, 2, ■ • ■, flj, von B nach den Punkten 
^ n, - - -, "i ^'^'1 ^("^ -^ ^^^ ^ zufiflmmen nach (i anderen Ponkten. 
Vereinigt man A nnd B zu einem Punkte C, wodurch q Gerade ver- 
Bchwinden und Fig. 1 in Fig. 3 übergeht, so entsteht ein neuer Kom- 




1) Daa Zeichen wA „, wurde hier an Stelle von ip,^^ 
gMetzt. 

AnbW d*T Hilbsraftilk und Phyiik. m. Baihg. In. 



der früheren Arbeit 



plex, desBen Wegezahl durch PF),. 
man noch durch die Zeichen 



bezeichnet wurde. DrSci 



T7(,_,,a-e-C0; W{n- 



-tf-Ck); W{n- 



-Ck)') 



aas, daTs aus dem Komplexe, von welchem Fig. 2 einen Teil darstellt, 
entweder die Gerade von C nach einem Punkte r aua der Pimktachar 
1, ■ ■ ■, ffj , oder die von C nach einem Punkte k der Schar I, ■ ■, ff, oder 
zwei solche Gerade (ohne daTs diese Punkte selber verschwinden) ge- 
tilgt werden sollen, so ist die wichtigste Formel der früheren Abhand- 
lung (a, a. 0. Kap. UI, 146): 



I...D, 



-.?i)+[(i-'»0(i-*.)+i]w^(- 



-e-cfl 



welche för ff, = sich Tereinfacht zu: 



(!,)H'l,_ 



I 



Weiter verbinde man in Fig. 1 die Pnnkte A und B durch eine Gerade 
und führe zur Kennzeichnung der Wegezahl des neu entstandenen K orn- 
pleses das Zeichen W,, . , „| ein, so ist: 

m ^,.+1. .,-»',. .,-<.,. 



wodurch eine erste Rekursionstomiel aufgestellt ist, die f^ sich allein 
hinreichend wäre zur Bucceaaiven Lösung des Problems, freilich auf 
sehr umständlichem Wege. 

3. Gleichartige. Gerade. — Will man an der Hand der eben ab- 
geleiteten Formeln dazu schreiten, die Wege irgend eines gegebenen 
Komplexes von n Punkten zu zählen, so hat man zuerst dessen sämt- 
liche Geraden zu tilgen, worauf man «! Wege zählt, sie nacheinander 
wieder in die Figur einzutragen und für jeden der auftretenden Kom- 
plexe die zugehörige Wegezahl zu berechnen. 

Es wird viel auf die dabei beobachtete Reihenfolge ankommen: 



1) In der geoanateii 
Zeichen des ElemeDteDpa 
verwendet 



früheren Arbeit wntde hier irrtümlicher Weise das 
.res zur Keanieicbnung der wegy.ula äsen den Öecaden 
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Verbindet man zuerst irgend einen von V nocb nnverbundenen 
Punkten mit a anderen rfurch Gerade^ so findet sicli bereits in der 
frQheren Arbeit ala Wegezalil des so gebildeten Komplexes: 



2{\')(n-2)< 



Dieselbe ist also hier eine Funktion der Geradenzahl. 

Ist eine Wegezahl Funktion einer Zalil von Geraden ihres Kom- 
plexes, 8o wurden letztere ,^leicliartigK Gerudff' genannt. 

So enthält z. B. Fig. 3 Büschel von je a, b, c, d gleichartigen 
Beraden. 

Denkt man sich alle Geraden eines Komplexes in irgend einer 
Weise zu Gruppen gleichartiger Geraden geordnet, so sieht man: 




Die Wegezdhl irgend eines Komplexes ist eine Funktion seiner 
Punkteisahl und der Anzahl gldiJiarliyer Geraden, die in den versdiiedenen 
Gruppen vorhanden sind. 

3. Sekursionsformeln für Büsdicl gleidiarHger Geraden. — Ein 

[omplex enthalte unter der Zahl seiner Geraden einen Büschel von a 
(^eichartigen Geraden. Im folgenden wird die Wegezahl des Komplexes 
hinsichtlich ihrer Abhängigkeit von a betrachtet, kann daher W^„) 
geschrieben werden. Man denke sich jetzt die a Geraden jenes Büschels 
Amtlich aus dem Komplexe getilgt, so wird die Wegezahl Wf^y ^i^ 

•aare von Wegeiementen, die so au Stelle der Geraden getreten sind, 
teilen Elementenpaare des Büschels heiTsen. Nun werde auf folgende 
Weise ^{a) wiederhergestellt: damit zunächst von den Wegen des 
Komplexes K'(„i diejenigen ausgeschieden werden, in denen die Weg- 
elemente des Büschels einzeln vorkommen, werde die Gesamtheit aller 
Wege, in denen irgend ein bestimmtes Elementenpaar des BUsehels 
i%. B. AB in Fig. 4) auftritt, H^l'u) genannt. Von W,,,) ist dann vor- 
Mnfig sovielmal If'^a) in Abzug zu bringen, als jenes Büschel Elemeuten- 
paare hat, also n-W""u'maL Man sieht aber leicht, dafa auf diese 



1^ P. FlTTBKI; 

Weise alle Wege, in deneo noch ein zweites Elementenpaar des 
verwendet wird, doppelt abgezählt sind, während dies nur einmal sra 
geschehen hat, will man W(^, wiedererhalten. Nennt man T^'^a' die 
Summe aller Wege, in denen zwei bestimmte dieser Wegelemente 
(z. B. AB nnd j46' in Fig. 4) beschritten werden, so hat man offenbar 
(g) ■ Wi'a) Wege zuviel subtrahiert und mufs daher eine gleiche Zak^H 
wieder addieren. So findet man die Formel: ^^H 

(DI) T^,„, -W^g^-a- H^'"' + Q ■ W('"\ ^H 

die auch bereits in der früheren Abhandlung (Kap. VI, p. 160), dort 
aber auf ganz anderem Wege, gewonnen worden war. 

TfCo) und Wi^a) lassen aich noch weiter reduzieren, und zwar fällt 
die Zurückführui^ von W^'"' auf Zahlen solcher Wege, worin die 
Geraden des Büschels ffam fehlen, unter Formel (l), und auch W"- "' 
läfat sich ohne weiteres auf solche zurückführen: denn an Fig. 4 
übersieht man leicht, dafs alle Wege, welche beispielsweise die Weg- 
stücke BAC oder CAB enthalten, auch richtig gezählt werdeu, wenn 
A mit allen von ihm ausgehenden Geraden ganz aus dem Komplex 
gestrichen wird, und <he genannten Wegstücke iu CB oder BC ver- 
wandelt werden. Auf den letzteren Komplex findet nuu gleichfeUs 
Formel 1 Anwendung und zwar, da es sich um gleichartige Gerade 
handelt, mit besonders einfachem Ergebnis, wie man wohl leicht Übersieht. 

Man besitzt also in Formel (111) eine llekursionsformel, die es ge- 
stattet, mit einem Schlage die Wegezaht eines a gleichartige Gerade 
enthaltenden Komplexes auf Zahlen von Wegen zu rückzuf (ihren, in 
denen jener BUschel ganz fehlt. 

Derselbe Gedankengang läfst sich auch auf Komplexe mit Büscheln 
ungleichartiger Geraden ausdehnen. Enthalte ein solcher Büschel 
beispielsweise drei verschiedene Arten von Geraden in den Anzahlen 
a, li, c, so bezeichne W^(n,».r) die Wegezahl des Komplexes, W^,!, die- 
jenige des Komplexes, in welchem der Geradenbüschel fehlt, femer 
W^ "' und VPf "^ die Summe der Wege, zu deren Bildung ein resp- 
zwei bestimmte Elementenpaare des Büschels von a Geraden Weg- 
elemente liefern, und endlich X^^'"''*' alle Wege, in denen ein Weg- 
element einem bestimmten Eletnentenpaare des Büschels von a Geraden, 
ein anderes einem solchen des Büschels von b Geranien entnommen ist; 
dann lautet die leicht zu bestätigende Endformel: 
(IV) W^^^^^^'-W^^-a■W<'■'^~b■m'''>~c■W^'^')+(l)w^'■^^-\-Qw'■*''> 



i*.^H 



I 

I 



Weiterer Beitrag kui- verallgemeiiierten Rössel 8 prvinganfgabe. 141 

4. Venccndtmg der gciconnmat Formeln. — Was eich mit den 
obigen Formeln aur Bewältigung des vorliegenden Probleme leisten 
läfst, wird aus der Behandlung folgendes Einzelfalles erhellen: 

In Nr. 2 geschah bereits der in der früheren Arbeit abgeleiteten 
Wegezahl des Komplexes Erwähnung, worin nur einer der n Punkte 
mit a anderen verbunden war. Sie war: 



m 



K. „ - 2 



(«-2)1 



Nun enthalt« ein Komplex Gerade in der auf Fig. 5 gezeichneten 
Anordnnng. Welches ist die Wegezahl Tr(,-u,,..^) V 
Nach Formel (IV) ist: 



'(■.") 



+ (3 <■•.!+»» 

Sodjum nach Formel (!•): 

^L''i-^,.-,.-„->-^,.. 



vl->. 




denen das Ele- 



üm W zu gewinnen, bedenke man, 

dals von B stets Über D nach C oder 

nmgekehrt zu schreiten ist; schlägt 

man daher imter Tilgung des Punktes 

i) nebst allen seinen Geraden heim 

Durchwandern des Komplexes den 

direkten Weg zwischen ß und C ein, 
j BO erhält man gleichfalls W. ^^ , 
I d. b. man findet es als die Anzahl 
I detjenigen Wege des verwandelten Komplexes, 
I mentenpaar SC vorkommt. Sonach ist: 

lind ähnlich: 

Durch Einsetzen aller dieser Werte in (VI) wird Wi„:a,i>,r) anf W(,.ai zu- 
rflckgeftihrt, ein Verfahren, welches für die Berechnung von Wege- 
zahlen aoch komplizierterer Komplexe weiter fortgesetzt werden kann. 
Eine weitere Förderung erfahrt die Bearbeitung des vorliegenden 
Problems, wenn man es mit der Aufgabe, welche Herr Schubert als 
die der „Hamiltonachen Rundreisen" (H. Schubert, Mathem. Mufse- 
Btnnden. 2. Aufl. HI. Abachn. I, § 4) bezeichnet, in Zusammenhang bringt. 



Zweiter Teil. 

6. Hamiltonschc Rumlreiscn. — Unter einer Hamiltouschen 
Rundreise versteht man im Unteraehieil von deu bisher betrachteten 
Wegen eine Reise auf einem Komplexe, auf welcher zwar jeder Punkt 
_ wiederum nur einmal berührt wird, der Ausgangepunkt aber vom 
Endpunkt aus wieder beBchritten werden kann Es entsteht die Frage 
uiM-rh der Zahl der Rundreisen eines Komplexes. 

1) Alle Punkte mögen unverbunden sein. In diesem Falle ist jeder 
der «! früher gezÄhlteu Wege eine Rundreise, da die Rückkehr zum 
Ausgangspunkte immer gestattet ist. Längs eines der so geschlossenen 
Wege läfst sich der Ausgangspunkt für eine weitere Rundreise auf 
jeden der n Punkte verschieben und von diesem aus in zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen zum Ausgangspunkte zurückkehren. Die so ge- 
zählten 2n Rundreisen feilen aber, wenn man von der Wahl eines 
Ausgangspunktes und einer beetimmteu Richtung ganz absieht, in eine 
einzige zusammen; in diesem Sinne soll der Begrilf der Rundreise im 
folgenden verstanden werden. Danach giebt es hier: ^^^B 



_ in- 



-1)1 



Rundreisen. 

2) Auch für die Bundreisen läfst sich unter Wiederholung des 
zur Herleitung der Formeln I eingeschlagenen Gedankenganges eine 
Rekursionsformel ableiten und zwar genau die frühere, wenn nur die 
Funktionen W statt Wegezablen gewisser Komplexe nunmehr deren 
Rundreisezahlen bedeuten. Ebenso wiederholen sich die für Wege- 
zahlen gegebenen Formeln (III) und {IV) auch für Rundreisen. Dieser 
Umstand führt zu einer höchst bemerkenswerten Folgerung: 

Es ergiebt sielt nämlich, da/'s, wenn W(^) diu Wegesaid irgend eines 
beliebigen Koinplexes ist, -^ Wi„^t) jedesmal die eugehiÖrige Zaid von Rund- 
r^sen darstdlt.^) 

Führt man für letztere Ä(„) als Zeichen ein, so gilt also; 

In der That, ist dies für irgend einen Komplex richtig, 
es auch für denjenigen gelten, der durch Hinzufügung eines Büschels 
von o gleichartigen Geraden daraus entsteht, weil für Wege und Rosd- 
reisen in die nämliche Rekursionsformel eingesetzt wird, und n in 
dieser nur unter den Argumenten der Fimktionen vorkommt. 

1) Dies gilt nur, wenn die Zalil der PunAte des Komplexes n ist, nicht aba, 
wenn auch die auf die Oeradcmahkn besügliclieu Ärgunente n enthalten. 
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Will man die Zahl aller nicht geschlossenen Wege aus W^„) ent- 
wickeln, Bo bedenke man, data in Wf^f jede KundreiBe 2nmal gezählt 
ist; also giebt es 

(Vni) Wi^i-n-Wi.-u 

ungeschlosBene Wege, 

Als Beispiel diene der Komplex, dessen Wegezahl durch Formel (V) 
gegeben ist Die Zahl der Rundreisen dieses Komplexes ist: 



-:->- 



I 



3)1 

Die Zahl aller nicht geschlossenen Wege: Win,^) — nWf„^t^a} 
- K"I °Y" - 2)' - 2»(""r')(» - 3)! - 2(» - " - 1)(» - 3)1 <.. 

Zur PrUfong dieses Resultates durch Abzählen an einer Figur setze 
5, « = 1; man errechnet 6 Rundreisen und 12 offene Wege. 
In der That liefert Fig. 6 nur folgende Rimdreisen; 



and die offenen Wege: 



6. Formeln für Rumlrpiseti. — Betrachtet man einen von einem 
Punkte A ausstrahlenden GeradenbÜachel irgend eines Komplexes, so 
kann Punkt A auf allen Rundreisen nur von solchen Punkten aus 
erreicht werden, nach welchen keine Oerade des 
Büschels läuft. Wählt man irgend ein Paar solcher ^^ 

Punkte B und (', um zunächst alle Rundreisen zu ^^ " 

Bäblen, in denen .^1 von J5 und C eingesehlossen 
igt, so kann letzteres auf Gnmd folgender Umwand- j ,* 

lung des Komplexes geschehen: da dem Punkte ,-1 fi^d 

Beine Stelle eindeutig angewiesen ist, so kann er 
selbst mit sämtlichen Geraden des Büschels getilgt werden; an dem so 
umgebildeten Komplexe eiud dann alle Rundreisen zu zählen, in denen 
B direkt auf C folgt, eine Aufgabe, die durch Formel (I) gelöst 
wird. Da dieselbe Betrachtung auf jedes andere Punktepaar, zwischen 
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welches Ä sich einschalten läfst, Anwendung findet; so ist damit ein 
neues Rekursionsprinzip zur Zählung der Rundreisen eines Komplexes 
aufgestellt. 

Es folgen einige Anwendungen: 

1) Soll die Zahl der Rundreisen des schon mehrfach betrachteten 
Komplexes Fig. 7 auf diese neue Weise gewonnen werden, so zahlt 

man hier zunächst (n — a — 1) mit Ä nicht verbundene Punkte, die 
auf (**~2 "" ) ^^^^ Weise zu zweien kombiniert werden können. In 

ebensovielen Komplexen von n — 1 unverbundenen Punkten, die man 
durch Tilgung Ton A nebst dem Geradenbüschel erhält, sind deshalb 





Fig. 7. Fig. 8. 

alle diejenigen Rundreisen zu zählen, die Elemente je eines bestimmten 
Punktepaares enthalten. Nun giebt es in einem jener Komplexe (n — 3)! 
solche Rundreisen, weshalb der Komplex Fig. 7 

«(-., = rr> - 3)« 

Rundreisen in sich schliefst, ein Ergebnis, das mit dem in Nr. 5 ge- 
fundenen übereinstimmt. 

2) Ebenso wird man bei Zählung der auf Fig. 8 möglichen Rund- 
reisen wieder auf ( <> ) ^^^^ Komplexe geführt, in denen der Punkt 

A mit seinem Oeradenbüschel fehlt. In jedem dieser Komplexe giebt 
es nach 1) 

Rundreisen, in denen Elemente eines bestimmten Punktepaares der 
Schar von w — a — 1 Punkten enthalten sind, weshalb der Komplex 
Fig. 8 

Rundreisen gestattet. 



Daraus ergiebt sieb folgende Verallgemeinemng: 
3) Sind in einem Komplexe k GeradenbÜBchel mit den Geraden- 
nhlen fl, , (ij, • ■ ■, 11^ Bo geordnet, dafs die Strahlen des i-ten Büschels 
£ndpTuikte der Geraden des (i — l)ten verbinden (Fig. 9), so ist die 
Zahl der Himdreisen, wie man durcli wiederholte Anwendung der vor- 
brgehenden Betrachtung findet: 
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(E) B 



".) 



^r>r? )-r'7*">-2*-i)! 

Hieraus läfst sich weiter ableiten, dal's ein Koinples, in welchem 
O Punkte allseitig mit einander verbunden sind, während alle übrigen 
miTerbimden bleiben, y(" ja\{n — a — 1)! Rundreisen in sieb 
iMhlieTst 

4) In Fig. 10 zer&llen die mit Ä nicht verbundenen Punkte in 




»wei Gruppen, einmal die ganz unverbundenen Punkte, (n — a — c— 1) 
Zahl, sodann die c Punkte, von denen Gerade nach B hinfüliTen. 
A kann nun treten 

:} zwiscben zwei Pnnkte der ersten Gruppe. Solcher Rnndreisen 
giebt es so viele, als deren in ( ^ j Komplexen vorbanden sind, 

von denen jeder 

enthält, also im ganzen Sr' a--c~ u"— ~''~ ){« — 5)! 
/J) zwischen zwei Punkte der zweiten Gruppe. Hier findet man 
'durch eine analoge Betrnchtung 2( j( _, ){" — ^V- Hundreisen. 

y) zwischen einen Punkt der ersten und einen der zweiten Gruppe, 
sind Rundreisen in c(m — a — c — l) Komplexen zu zählen, 
Kwischen deren (h — 1) Punkten {b + c] Gerade wie in Fig. 11 an- 
geordnet sind. Die gestrichelte Gerade bezieht sich auf das in jeder 
der zu zählenden Reisen vorhandene Elementenpaar. Durch Anwendung 
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von Pormel {I) findet man als Zahl der RnndreiBen eines dieser Kom- 
plexe: 

^,.-.,»,.-„ + A.-».., = [("-'7" 1 + r-'7'-'')](» - ^y 

Durch Addition ergiebt sich die Zahl der Rundreisen auf Fig. 10, 
nämlich: 

4-[{»-»-c-l).+ 20](--»--'))(»-5)! 
oder vereinfacht: 

(» - a - 2)[(» - o - . - l)("-'7''"') + «(""'i""')]'» - ^y 
Wird n — a — l = c, so vereinfacht sich der Ausdruck zu: 
2(11 ., j{w — 5)!, ein auch durch folgende Üherlegung zu ge- 

winnendes Ergebnis: 

Wie Punkt A nur von c. Punkten aus zu erreichen ist, so Punkt 
B nur von (n — b — c — 2) anderen, zwischen deren zweien er liegen 
muTs. LüXst mau daher A und B beide weg und zählt wegen Kom- 
bination der Punkte der genannten Scharen zu zweien in 1 l( J 
Komplexen von (h — 2) Punkten diejenigen Rundreisen, in deren jedem 
die Elemente zweier bestimmten, von einander getrennten Elementen- 
paare vorkommen, so wird man auf dasselbe Endergebnis geführt. 

Daraus folgende Verallgemeinerung: Besitzt ein Komplex k Punkte, 
deren jedem eine Gruppe von Punkten zugeordnet werden kann, von 
denen er allein erreichbar ist, während im übrigen von Punkt au 
Funkt gesprungen werden kann, so ist, wenn a^, a^, ■ ■ ■, a* die Z^^^ 
der Punkte in den k Gruppen ist, die Zahl der Rundreisen: ^^t 

(X) 

7. Aniimdungen. — 1) Unter den Spezialfällen der betrachteten 
Aufgabe ist wohl die, welcher auch Verfasser seine Anregung verdankt, 
die Frage nach der Anzahl der RÖBselsprünge auf dem Ö4-feldrigen 
Schachbrett, die interessanteste. Auch hier unterscheidet man un- 
geschlossene Wege und Rundreisen, je nachdem nämlich das letzte 
Feld eines RÖBselsprunges einen Sprung auf das Anfangsfeld zurück 
gestattet oder nicht. Der Komplex enthält in diesem Falle zwischen 
seinen 64 Punkten 1S48 Gerade in bestimmter, durch die Lagenver- 
hältnisse des Schachbretts und die Gangart des Springers gegebener 
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Anordnuug, und die Zählung der Rosaeisprünge ist offenbar mit der Frage 
nach der Zahl der Wege und Rundreisen dieses Komplexes identisch, 
IcSnnte also auch niit den Rekurs ionsmitteln der voranstehenden Unter- 
fuchungen, sogar auf verschiedenfache Art, in Angriff genommen werden. 
Xb scheint jedoch unter den gebotenen Wegen keiner vorhanden zu 
Bein, auf welchem sich der Gang der Rechnung einfach genug gestaltet. 
Zeigen doch die in Nr. 4 und 5 behandelten Beispiele, in welchem 
Malse die Formeln sich oft schon komplizieren, wenn nur einige 
Scharen gleichartiger Geraden im Komplex vorhanden sind. 

Vielleicht empfiehlt sich folgender Weg oder kann als Fingerzeig 
Auffindung eines noch besser abkürzenden Verfahrens dienen: 
Da dem Springer ein Sprung zwischen gleichfarbigen Feldern 
des Brettes nicht gestattet ist, so stelle man, den weifsen und den 
tchwarzen Feldern entsprechend, die Punkte des Komplexes in zwei 
Smppen von je 32 zusammen und verbinde die sämtlichen je einer 
Chnppe angebörigen Punkte durch alle zwischen ihnen möglichen Ge- 
I»dein. Die Zahl der Wege dieses Komplexes ist 2 ( g) M und die der 
Rundreisen: ^[(g-) M ■ Tri^ man nua in diesen Komplex als Aub- 
gangskomplex weitere Büschel gleichartiger oder ungleichartiger Ge- 
raden ein, 80 lassen sich die zu den nacheinander entstehenden Kom- 
plexen gehörigen Wege und Rundreisen mittels des im zweiten Teil 
unter Nr. 6 aufgestellten Rekursionsprinzipes durch Formeln ermitteln, 
die nicht komplizierter ausfallen, als wenn man von einem Komplex 
mit unverbundenen Punkten seinen Ausgang nimmt. Der Zahl der 
, Punkte einer Gruppe entsprechend würde man nach 32 Rekursionen, 
nie sich freilieh bald verwickelt gestalten, am Ziele anlangen. Auch 
PWrden in jede der nacheinander auftretenden Fonneln Substitutionen' 
aus den vorangehenden zu machen sein, immerhin ein sehr mühaamea 
und trotz einiger Vorteile, die man dabei beobachten kann, überaus 
langwieriges Verfahren, zu dem man sich erst entsehliefsen wird, wenn 

C'ch kein kürzerer Weg zum Ziele erachliefst. 
2) Während der bislier befolgte Gedankengang die Kennzeichnung 
ST nicht zu beschreitenden Elementenpaare durch Gerade erforderte, 
wird diese Darstellungs weise unübersichtlich, wenn zwischen den 
Punkten eines Komplexes verhältnismäfsi g nur wenig Sprünge gestattet 
, sind. Bei Behandlung des letzten Beispieles wird folgende, etwas ver- 
lerte übersichtlicher sein: 
In Figur 12 sollen die gestrichelten Linien die einzigen zu den 
in P, und Pj führenden Zuj^ge bedeuten, v^rend zwischen 
Punkten A, Aj, A^, . . . und B, B^, B^, . . . alle Sprünge gestattet 



Bein Bollen. Denkt man sich solcher Punkte wie Pj und Pj noch 
andere mit Oj, a^, ■ ■ -, «* Äusgnngen zur Figur hinzu, so ergiebt sieb 
die Zahl der Rnndreisen aus Formel (X), oder abgekürzt ist sie gleich 



2'-'("g')("')./-'(»-2ft-l)! 



In wievielen von diesen Keisen ist das Elementenpauj* A B vorhanden? 
Man kann folgende Gruppen unterscheiden: 

«) solche Rundreisen, in denen die Punkt- 
j£ folge P,AB1\ in direktem oder umgekehrtem 

^''il\j-- Sinne vorkommt; deren giebt es: 

^-•'/ Vi \ ^'4 (A) 2'-' (o, - 1)K - 1) ■/■■("- 2' - 2)i 



'^ 'A 






°'\ 



,■4 



% 



ß) solche, in denen das Elementenpaar 
^P, nicht vorkommt, dadurch zu zählen, dafa 
man unter Tilgung der Geraden AP^ das Ele- 
mentenpaar ^7? in Punkt S vereinigt Ans 
jeder Rundreise des neuen Komplexes ei^iebt 
sich eine der hier zu zählenden Reisen, wenn 
man A neben li einschiebt. (Für die Reisen, 
die nicht von B nach Pj führen, kann immer 
ein beatimmtes Wegelement des Paares AB, 
etwa stets AB, eingeschoben werden, wodurch dann die Zähltmg der 
Reisen mit dem anderen Wegelemeut BA auf die dritte Gruppe ent- 
fällt.) So ergeben sich weitere: 

(B) ■2'-'('';-')Q)r-{n~2t-2y. 

.Rnndreisen. 

y) endlich solche, wo das Eleraent«npaar ßP, fehlt, in der 
Anzahl: ^^H 

(0) 2*-'(J)(°..-')^/-.(»-2,-2)l ^ 

Durch Addition von (A), (B), (C) gelangt man zu der Zahl von 
2>-'(<..-l)'(».-l)'-f-(»-2*-2)! 

Rundreisen, welche sich, wenn ai=2 ist, zu 2*~\a^— !)*■ /*•(« — 2i— 2)! 
vereinfacht. Im letzteren Falle kann keine der gezählten Rundreiseo 
ein anderes von A nach einem der Punkte B, , Pj, ■ ■ ■ führendes Ele- 
mentenpaar enthalt«n, da sonst Pj nicht in die Reise eingeschlossen 
werden könnte. 

Daher giebt es auf Fig. 13, die man sich um die Punkte mit 
^i, ■ ■ ■} t^k Ausgingen erweitert denken mufs, wenn stete eins der durch 
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Pfeile hervorgehobenen von A ausgehenden Elementenpaare bereist 
werden soll, im ganzen 



(XI) 2*-*(« -21c- 2)! (^)(?) . . . ('J)2ä(«. - 1)^7^ 



8...X 



Rundreisen. Subtrahiert man dies von (X), so erhält man in 
(XII) 2*-*(«-2A;-2)! fj) . . . (';*)r2(n-2t-l) -^^(a,-!)«-! 



%...k 



m 



alle Rundreisen, in denen die durch Pfeile gekennzeichneten Elementen- 
paare nicht beschritten werden sollen. 

Formel (XII) reicht aus zur Behandlung' folgenden Beispiels: SoUen 
in den auf Fig. 14 zu zählenden Rimdreisen alle durch Pfeile be- 
zeichneten Elementenpaare fehlen, so giebt es deren 4320 nach (Xü). 







Fig. 13. 




•^ 



Fig. 14. 



Um von dieser Zahl noch die Rundreisen mit dem Elementen- 
paar GC auszuschliefsen, müssen diese gezählt werden, zu welchem 
Zwecke folgende neuen Figuren aus Fig. 14 entwickelt werden: die- 
jenigen Reisen, welche von G über C nicht nach Pg weiterführen, 
können an Fig. loa, wo Punkt C unter gleichzeitiger Verlegung einer 
Pfeilrichtung mit Punkt G vereinigt ist, in der vorigen Weise gezählt 
werden; die von F über Pj, G, C, Pj nach D führenden Reisen zählt 
man an Fig. 15 b, worin die Verbindung zwischen den Punkten F imd 
D über einen eingeschobenen Punkt X hinweg eine leichtere An- 
wendung der wegen des hinzukommenden Punktes E etwas zu er- 
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weitemden Formel (Xu) ermöglicht; Fig. 15c endlich dient entsprechend 
zur Zählung der von F über P, nach G, C, P^ und E führenden Wege. 




'^ 



Fig. 16) 



Für Fig. 15a fanden sich 264, für Fig. 15b 132 und für Fig. 15c 
168, zusammen 564 Bundreisen. 

Auf dieselbe Weise wurden alle die Elementenpaare GE, GB 
und GK enthaltenden Rundreisen der Fig. 14 gezählt imd für sie 




\ / 



V 

Fig. 16 b. 




Fig. 16 0. 



zusammen mit den 564 die Zahl von 2004 ermittelt. Subtrahiert man 
diese von den firüher gezählten 4320, so bleiben 2316 Rundreisen übrig, 
in denen auch noch die vier genannten von G ausgehenden Elementen- 
paare der Fig. 14 fehlen. 

Unter diesen 2316 Rundreisen sind, wie sich bei Fortsetzung des 
nunmehr komplizierter werdenden Verfahrens herausstellt, wieder 1084, 
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in denen die von S ausgehenden Elementenpaare BE, BS und BK 
enthtJten sind, so dafs aich Bchliefslich als Zahl aller KnndreiBen der 



^<£- 




Fig, 16, auf welcher alle Sprünge zwischen den Pnokten A, B, . . ., K 
mit Aosnahme der dnrch Pfeile gekennzeichneten gestattet Bein sollen, 
die Zahl von 1232 findet. 

Mfinchen-Ctladhach, den 21. Januar 1901. 




Die Anzahl der Permutationen von n Elementen, tinter denen 
sich ßi gleiche Elemente einer, a^ Elemente einer zweiten, . . ., B. 
Elemente einer vten Art befinden, ist bekanntlich ^^H 



Sieht mau femer zwei Permutationen aia identisch an, die aus ein- 
ander durch cykÜBcbe Yertauschung hervorgehen und sich daher nicht 
von einander nnter scheiden, wenn mau die Elemente in einem Kreise 
anordnet, su erhält man, falls n eine Primmld ist, die Anzahl dieser 
„Kreispermutationen'' aus der vorher angegebenen einfach durch 
Division mit n, wie Gaufs in seinem Beweise des Fermatschen 
Lehrsatzes gezeigt hat (Disqu. arithni. 41). Schwieriger wird die Be- 
stimmung der Anzahl der Kreispermutationen bei Aufhebung aller Ein- 
schränkungen für die Zahlen «, a^, Oj, . .., Uf. 

Ist (/ irgend ein gerne ins chaftlich er Teiler der Zahlen ttj, «,,..,, a,, 
so bedürfen wir im folgenden für die Bestimmung der Anzahl d^_ 
Kreispermutationen der Ausdrücke ^^H 



(A) V» - 



^1 ß- I.-- T 1 



wobei die Bezeichnung V{(/) darauf hinweisen soll, dafs a^, u^. .,.,«, ab 
gegeben und darum fest, (7 allein als veränderungsfähig angesehen wird. Ist 
nun Uq o, Oj . . . a,_i irgend eine der zu bildenden ^(1 ) Penuutationen, 
und unterwirft man dieselbe einer Folge cyklischer Vertauschnngen, 
so erhält man entweder n verschiedene Permutationen, oder aber « 
kehrt schon nach -j cyklischen Vertauschungen die Anfangspermnta- 
tion wieder. Im ersten Falle entspricht einem Komplexe von n, im 
zweiten einem Komplexe von -j verschiedenen Permutationen eine 
einzige Kreispermutation. Betrachtet man den zweiten, allgemeineren 
Fall genauer, so erkennt man leicht, dafs die Permutation in d identische 
sich wiederholende Teil permutationen von je -j Elementen zerlegt werden 
kann; die Zahl d mufs somit ein Teiler von «j, Oj, . . ., k,, also auch von n 
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Zu jeder Permiitation gehört somit eine bestimmte Zahl <l, welche 
^v-ir den .,lniiex der Peniiutaikm'^ nenueo wolieu, und welche definiert 
■**"^r(!en kann als die gröl'ste Anzahl ideEtischer Teil per mutatioiien, in 
"deiche die gegebene Pemiutatiou zerl«^^ werden kann. Wir wollen 
*Si^ Anzahl der gewöhnlichen Pemiutatioueu, welche aum Index d ge- 
O-oren, mit x{d) bezeichnen; da in einer Kreispermutation vom Index rf 
>^Oamer -^ gewohnliehe Permutationen ziiBammen gefallen sind, so ist 
^JC (d) durch -7- teilbar. Die gesuchte Permutationazahl P ist also 

r orin die Summe Aber alle gemeinschaftlichen Teiler d von «, , «3 , . . ., a, 
Xi erstrecken ist. 
^^ Zur Bestimmung der Funktion );(rf) führt nun die folgende Über- 

l^ung. Der Definition zufolge ist 



:i) 



2 "(''>-*(»■ 



Allgemeiner aber erkennt man, 
«haftlicben Teiler von tt,, «j, .. 



US, weuQ o 

Uy bedeutet 



irgend einen gemein- 

die (jleichung gilt: 



» 



^z« - *W. 



■rorin die Snmme über diejenigen gemeinschaftlichen Teiler d von 

K,, Oj, . . ., Cr zu erstrecken ist, welche Vielfache von ä sind, in der 
*riiat stellt die Summe auf der linken Seite der Gleichung (2) die An- 
zahl aller Permutationen dar, welche sich in S identische Teilpermuta- 
täonen zerlegen lassen; jede dieser Teilperrautationen erhält mau aber, 
indmi man jede der v Arten gleicher Elemente in d Teilsysteme zer- 
legt und aus diesen Teilsystemen, die aus y Elementen, nämlich aus 
~y Elementen erster, -~ Elementen zweiter, ■ > "X" Elementen vter 

-Art bestehen, die Pemmtationen bildet, deren Anzahl ja ii){d) ist. 

Die Gleichungen (1) und {2} genügen zur Berechnung von zC'Oi 

anan findet so, wie beiläufig erwähnt sein mag. 



iW-2"*'-''^>' 



Irorin d alle Zahlen zu durchlaufen hat, für welche da ein gemein- 
schaftlicher Teiler von Kj, Kj, . . ., a, wird, und £j ein Symbol be- 
deutet, welches den Wert Null erhält, wenn Ä mehrere gleiche Prim- 

ArUv dai Mith>!miilik und nifilk. in Hclhc. Hl. II 
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foktoren enthält, uud den Wert (— l)if, wenn S ans ^ angleichen 
Primfaktoren zuHamiiien gesetzt ist. 

Man kann aber auch aus den Gleichungen (l) und (2) direkt zur 
Bestimmung der die Zahl P darstellenden Summe gelangen, wenn man 
berücksichtigt, dafs für die in der Zahlentheorie benutzte ^j-Fnnktioa 
die Gleichung gilt ^^^yi^^^^^ 

wobei in der Summe S alle Teiler von d durchläuft. Hiemach folgt 
nämlich .u. (B): P _ ±2^W2''W . 

oder bei Umkehrung der Summati onsfolge: 

worin d alle gemeinschaftlichen Teiler von a,, a^, .,., a,, if aber nur 
diejenigen, welche Vielfache von S sind, zu durchlaufen hat. Mit Be- 
nutzung von (2) erhält man also die gewünschte Anzahlhestimmui 
in folgender Gestalt, welche von allen die einfuchste ist, 

(0) p=^^,fmtm, 

3 

worin also 3 alle gemeinschaftlichen Teiler von a^, a^, . . ., u, durch- 
läuft, qi{d) die Anzahl der Zahlen bedeutet, welche zu d teilerfremd 
und nicht grÖfser als ö sind, und die Permutationszahl ((-(dj durch die 
Gleichung (A) erklärt ist; da P eine ganze Zahl ist, so ist die Summe 
stets durch n teilbar. 

Ist z. B. n = 8, «1 = Ks = 4, 80 ist S = 1,2, 4, 
<piä) = l, 1, 3, ^(tf)=.70, 6, 2, 
also P= 1(70 + 6 + 4) =10. 

Heidelberg, den 30. Aprü 1901. 



Zwatt. Durch daa kiiizlicb eracbienene „Lehrbuch der Eombiiiutorik" d» 
Herrn E. Netto (Leipzig 1901 ; % 131) wurde ich nachträglich darauf aufmerksam, 
dafs der Gegenstand dieser Note bereitH 1893 von Herrn E. Jublonaki in einer 
größeren Abhandlung, die ich zur Zeit nicht kannte, untersucht worden ist. (Theorie 
dei permutations et des arraugements circulaires complets; Liouv. J (4i, 8, 
p, 331 — 349.) Der Verfasser beHtimmt im ersten Teile der Arbeit die PermutalJoiu- 
lah) Pin speziellen Fällen und gelangt im zweiten auch zu der allgemeinen Formet {0. 
welche alle früheren umfafst; das gefundene Resnltat ist also nicht mehr nen, aber 
die hier gegebene Ableitung ist viel einfacher als die der erwähnten Abhandlung. 

Heidelberg, den 30. März 1S02, 
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Rezensionen, 
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Die partiellen DifferentialgleichUDgeu der UathematiBchen Physik. 

Nach Riemauus VorlosuDgeu in vierter Auflage neu bearbeitet von 
Ueilirit'h Weber, üiaimscliweig 1900—1901, Friedrich Vieweg und 
Öohn. Zwei Baude. XVm u. 506, XÜ u. 527 S. gr. 8". 
Eb ist eine in der deutschen mathematischen lätteratur sehr seltene 
&scheuiung, dafs ein Forscher ersten Ranges ein Handbuch oder Lehrbnch 
eines Teiles seiner Wissenschaft publiziert. Wenn sie eintritt, so bewirkt 
sie eine Befruchtung des Studiums derjenigen Generationen von Studierenden, 
die das Glück haben, durch solche Lehrbücher geleitet werden zu können. 
Eia derartiges Handbuch bilden die vorliegenden Vorlesungen des berühmten 
Verfassers, der für dasselbe den Titel einer vierten Auflage der Riemannschen 
Vorlesungen über partielle Differentialgleicinngen gewählt, in Wirklichkeit 
durchaus neues, ihm eigentümlich zugehöriges Werk geschaffen hat. 
lit dem Jahre 1869, in welchem die bekannten Riemaunschen Vorlesungen 
ersten Male durch Hattendorff veröffentlicht wurden, hat die matbe- 
naÜsche Physik, vornehmlich nach der Seite der Elektrizitfitslehre, aber 
auch nach anderen Richtungen, so umfassende Veränderungen ihrer da- 
maligen Gestalt erlitten, dafs in der Weh ersehen Neuarbeit kaum nocli 
Spuren der Riemannschen Vorarbeit zu entdecken sind. 

Das Werk selbst zerfölH in zwei Bände, jeder Band in Bücher, der 
teste in drei, der zweite in fünf Bücher, jedes Buch in Abschnitte. 
[ Das erste Bnch des ei"sten Bandes trägt die Überschrift: Analytische 
'HÜfsmittel und umfaist acht Abschnitte: Bestimmte Integrale, Fourieradier 
Lehrsatz , unendliche Reihen , F o u r i e r sehe Reihen , mehrfache Integrale, 
Funktionen komplexer Argumente, Differentialgleichungen, Besselsche Funk- 
tionen. Alte diese Hilfsmittel werden in originaler und meisterhafter Dar- 
'Itellung vorgelegt, aber auch mit einer Knappheit, welche als ein Vorzug 
Werkes zu betrachten ist, da sie das Nachdenken des Lesers dauernd 
räch erhält, und schliefslich stets die Übereinstimmung mit der Ausdrucks- 
lise des Autors erzwingt. 

Das zweite Buch behandelt die geometrischen und mechanischen Orund- 
in den Abschnitten: Lineare infinitesimale Deformation, Vektoren, 
ttentiale, Beispiele zum Potential, Kugel fiinktionen , Überblick über die 
idaätze der Mechanik. 

Im dritten Buche finden sich die Ahachnitte; Elektrostatik, Probleme 

Elektrostatik, Magnetismus, Elektrokiuetik, Elektrolytische Leitung, 

.tionSre elektrische Ströme, Strömung der Elektrizität in Platten, Strömung 

ElektrizitUt im Baume, Elektrolytisch« Verschiebungen. Dieses Buch 

n* 
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enthält die Herleituag der Maxwellschen Gleichungen 
weisimgen auf die modernen Theorien der Eleklriaiität. 

Die fUnf Bücher des zweiten Bandes teilen sich wiedertun in einzelne 
Abschnitte, deren Übersicht auis neue die grofse Beichhälüglieit des zun 
Vortrag gebrachten Stofles ergeben wird. 

Das erste Buch enthält Hilfsmittel aus der Ajialysis, deren meisterhafte 
und knappe Darstellung abermals zu bewundem ist. Die einzelnen Abschnitte 
desselben behandeln die Integrutiou durch hypergeometrische Beihen, die 
Integration durch bestimmte Integrale, die P-Funktion von Biemann, die 
Oszülationstheoreme. 

Das zweite Buch handelt von der Wärmeleitung, und zerfällt in die 
Abschnitte: Die Diflerentialgleichung der Wörmeleitung, Probleme der W&nne- 
leitung, die nur von einer Koordinate abhängig sind, Wärmeleitong in der 
Kugel. 

Im dritten Buche wird die Elastizitätstheorie vorgetragen, nach den 
Abschnitten gegliedert: Allgemeine Theorie der Elastizität, statische Pi'obleme, 
Druck auf eine elastische Unterlage, Bewegung der gespannten Saiten, die 
Eiemannsche Integrationsraethoäe, Schwingungen einer Membran, allgemeine 
Theorie der schwingenden Membran. 

In dem vierten Buche, das die elektrischen Schwingungen behandelt, 
gemäfs der Maxwellschen Theorie, finden wir die Abschnitte: Elektrische 
Wellen, lineare elektrische Ströme, Reflexion elektrischer Schwingringen. 

Das fünfte und letzte Buch schhefslich enthält die Theorie der Hydro- 
dynamik und unifaTst die Abschnitte: Allgemeine Grundsätze, Bewegung 
eines starren Körpers in einer FliSssigkeit (hydrodynamischer Teil), Bewegung 
eines festen Körpers in einer Flüssigkeit (mechanischer Teil), unstete Be- 
wegung von Flüssigkeiten, Fortpflanzung von Stöi'seu in einem Gase, Lult- 
Schwingungen von endlicher Amplitude. 

Aus diesem Verzeichnis des überaus reichen Inhaltes des Werkes ist 
zu erkennen, welche umfangreichen Gebiete der mathematischen Physik der 
Herr Verfasser zum Vortrage bringt, mit Berücksichtigung der modernsten 
Anschauungen und Hilfsmittel , aber in originaler, strenger und mustergiltiger 
Darstellung. Der HeiT Verfasser hat in der Einleitung des Werkes besonders 
hervorgehoben, dafs dasselbe kein physikalisches Lehrbuch sein soll, sondern 
seinen Schwerpunkt in die matliematische Behandlung der einzelnen Pro- 
bleme legen will. Die kurzen Entwi ekel un gen der einzelnen physikalischen 
Theorien machen keinen Anspruch auf Vollständigkeit — Wir haben ge- 
glaubt, einer Beibringung von Beispielen der Behandlung einzelner Probleme, 
die uns mannigfache Belehrung bot, absehen zu sollen, da wir die Empfindung 
haben, dafs das Werk über unserem Lobe steht. 



Cbarlottenhurg. 



J. WeINO ARTEN. 



Heinrich Müller. Die Mathematik auf den QymnaBien and Beol- 
eohtüen. Erster Teil: Die Unterstufe. U. Aufi. Leipzig 1902, B. 0. 
Teubner. Ausgabe A: Für Gymnasien und Pi-ogymnasien. Ausgabe B: 
Für reale Anstalten und Reformschuleu. 
Das Aufsere hat bei dem neuen Verlage in Bezug auf die Figuren 

gewonnen. Doch sind dringend noch weitere Verbesserungen nötig (beaon- 
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de™ Fig. 2, 36, 142 — li4, 154—157). Referent möchte, statt hier auf 
Einzelheiten einzDgehcn, darauf hinweisen, dal's sich leider ähnlich mangel- 
hafte Figuren nicht selten in Schulbüchern linden. Die Figuren eines 
Schulbuches sollen aber mehr sein als Skizzen; sie sollen zugleich vorhildlieh 
Bein und die Schüler anregen, auch ihrerseits recht sorgfältig zu zeichnen. 
Auch in Bezug auf die Figuren ist das Beste für unsere Schüler nur gerade 
gut genug. 

Die Stüifauswahl , seine Anordnung und Gesaiuthehandlung zeigen die 
geschickte Hand des erfahrenen Schulmannes. Hervorgehoben sei, dal's sich 
zahlreiche Ühungabeispielo £nden, und dafs diese auch in der Geometrie an 
bestimmte Zahlen geknüpft sind und so leicht zu der oben hervorgehobenen 
Wertschätzung recht exakten Zeichnens hiuleiten können. Nicht glücklich 
ist die Behandlung der abgekürzten Dezimalbruchrechnung A S. 110/1, 
B S. 115/6. Es wird nur die Multiplikation und Division behandelt. Die 
Multiplikanden der Teilprodukte sind stets untere Grenzwerte.') Ein solcher 
ist dann auch das Gesamtprodukt, während der Quotient als oberer Grenz- 
wert erscheint. Müllers Verfahren vergrBIsert im Vergleich mit dem sonst 
fiblioben die Fehlergrenze und ist durchaus nicht zu empfehlen. Dafs die 
ß. 110 angegebene Fehlergrenze falsch ist, zeigt der Verfasser selbst durch 
•ein Beispiel. Sein Produkt ist 234, 132; dabei soll der Fehler „weniger 
als die Hälfte einer Einheit der letzten Stelle" sein. Der Fehler betrugt aber, 
da der genaue Wert 234,133 748 38 ist, 1,748 38 Einheiten der letzten 
BteUe. In der Ausgabe B ist Abschnitt IV S. 167—199 für die Iteform- 
^ymnasien überflüssig. Die Stereometrie ist in den Reform gjmnasien erst in 
Prima zu behandeln, wenn auch sonst infolge der in Sekunda und Prima 

doch verkürzten Stundenzahl die Pensen leider nach unten verschoben 
werden müssen. Vielleicht ist im Bedürtbisfalle hier die Einrichtung einer 
dritten Ausgabe (.' zu erwägen, da sich der stereometrische Abschnitt ja 
leicht abtrennen läfst. 

In der Ausdrucks weise strebt der Vftrfasser fiberall nach Klarheit und 
Sinfachheit unter thunlichster Vermeidung von Fremdwörtern. S. 4 wäre wohl 
^albstrahl" {vgl. Reye, Geom. d. Lage S. 19) statt „Strahl" angemessener. 
Die gegebene Erklärung des Strahls, die man vielfach findet, pafst zwar 
allein zum Ursprung des Wortes, reicht aber schon in der Schulgeometrie 
siebt aus. In den Bemerkimgen über die Bezeichnung der Zahlen A S. 9t, 
B 8. 96 vermil'sl Referent die Hervorhebung des Begriffes „Positionssyslem". 
IKe Ünlerscheidung zwischen Dezimalzahl und Dezimalbruch A S. 109/110, 
114/115 möchte Referent nicht empfehlen, noch weniger aber den 
Ausdruck „ausführbar" A. S. 121, B S. 126. 

Einige Druckfehler und dem gleich zu achtende Unebenheiten werden 
nch leicht beseitigen lassen. 

Schßneberg b. Berlin. Ernst Kullrich. 

I der Programm abbandlutig I8i)S der Real- 



H. M&ller und M. Kntnewsliy. Sanunlung von Ao^ben aam der 

Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. II. Teil. Ausgabe A 
für Gj-mnasieu ; Ausjrabp B für reale .\DStalten und Reformschulen, 
Leipzig und Berlin 1902, B. G. Teubner. 
Das in neuerer Zeit mehrfach bcrvorgetretene Bestreben, den mathe- 
matischen Unterricht dui-ch Aufgabensammlungen zu fordern, welche sieb 
auf das gesamte in den mittleren und oberen Klassen unserer höheren 
Schulen notwendige Übungsmaterial erstrecken, ist nicht nur för die SchfUer, 
Boudem sicherlich such filr den Lehrer von praktischem Nutzen, während 
zugleich dadurch dem Konzentrationsprinzip Vorschub geleistet werden 
kann. Von diesem Standpunkte aus ist das Erscheinen des zweiten Teils 
dieser Sammlung durchaus zu billigen, obwohl an Aufgaben fflr die ein- 
zelnen im Titel genannten Disziplinen kein Mangel herrscht. Da Ausgabe A 
als verkürzter Abdruck der Ausgabe B angesehen werden kann, so genfigt 
es, letztere allein zu besprechen. 

An den GesichtspunWan, nach denen die Sauimlung in ihrem erstro 
Teile angelegt wurde, ist mit Recht auch hier festgehalten wonlcn. 

Dafs die Verf. einen grofsen Teil der Aufgaben nicht selbständig er- 
dacht, sondern an bekannte spezielle Sammlungen sich angelehnt haben, 
kann ihnen nicht zum Vorwurf gemacht werden. Ref. hStt« sogar ge- 
wünscht, dafs sie darin noch weiter, als es der Fall ist, gegangen w^ren. 
Für eine methodische Verarbeitung von Aufgaben z. B. über Maxima und 
Minima, welche das herangezogene Lüdtkesche Programm (Iserlohn 1898) 
nicht liefern will, wäre die Schrift von A. Maurer (Bertin 1897, 
J. Springer) nützlicher gewesen, welclie Lüdtke ja auch nicht unbenutzt 
gelassen hat. Physikalische Aufgaben, über deren Bedeutung für den 
rechnenden Unterricht kein Zweifel herrscht, fehlen im zweiten Abschnitt 
gänzlich. Und welche Fülle von ÜbungsbeLspielen bietet gerade die Physik 
der Trigonometrie dar! Im 9. Kapitel Nr. 12 wird z. B. die Gleichung 

a sin X -\- b cos x = c 
behandelt. Hier lag es doch nahe, Aufgaben ans der Lehre von der 
Reibung heranzuziehen, zumal da in einer Anmerkung durch eine Substitu- 
tion, welche die Gleichung 2. Grades umgehen lehrt, geradezu der sogenannte 
Reibungswinkel eingeführt worden ist. Da die Verf. eine systematische Ver- 
wendung der ans der Naturlehre bekannten Thatsachen, besonders der 
physikalischen Gesetze, zimi Ziele sich gesetzt haben, so w&re es wünschens- 
wert, dals die Aufgaben den in den Pensen vorgeschriebenen Gebieten sioh 
enger anschlössen; es sollte das Ndtiliche von dem Unnötigen noch mehr 
getrennt werden, besonders aber dann, wenn die Gesetze einem arith- 
metiaehen Ausdruck zulieb aus «war guten, aber älteren Lehrbüchern her- 
gebolt werden müssen (vgl. S. 63, Fufsnote). Das bei den Verf. beliebte 
Zitieren von Lehrbüchern sollte überhaupt in solchen Aufgabensammlungen 
vermieden werden. 

Um das Werk den neuesten Lehrplänen anzupassen, haben di? 
Verf. aus dem ersten Teil diejenigen Gebiete beruh ergenomme n , welclie 
von dem Pensum der Untersekunda getrennt und demjenigen der Ober- 
sekunda einverleibt worden sind. Hierbei hätte aber noch sorgfältigere 
Kritik geübt oder mehr ausgemerzt werden müssen, als es gescbi>hen isl 
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(vgl. beir die Gleichungeu auf S. 3). Femer sind bekanntlich dnrch die 
Lebrpläiie Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung zum Gegenstande 
des Unterrichts wieder gemacht worden. Ref. hätte gerade hier eine 
gröfsere Vielseitigkeit in den Aufgaben gewünscht, um di&so Kapitel dem 
Lernenden sflimaekhaft zu machen, und um den Nutzen dieser Disziplinen den- 
jenigen vor Äugen zu bringen, welche von der Wiedereinführung derselben 
sich keinen Erfolg versprechen. Endlidi ist r.n bemerken, dafs die ana- 
lytische (ieometrie im 4. Abschnitt zwar herangezogen ist, dafs es sich aber 
nicht rechtfertigen läfst, wenn für Realanstalten (Ausgabe B) der Stoff in 
demselben Mafse wie für das Gymnasium (Ausgabe A) begrenzt wird. 

Zorn Schlnfs sei besonders hervorgehoben, dafs dieser zweite Teil gegen 
den ersten durch die verhaltnismäl'sig verschwindende Zahl von Druckfehlern 
sich vorteilhaft abbebt. 

Berlin. H. Opitz. 

V. Fenkner. ArithmetiBChe Aufgaben, unter besonderer Berücksich- 
ligimg von Anwendungen aus dem Gebiete der Geometrie, Physik und 
Chemie. Ausgabe A, vornehmlich flir den Gebrauch in Gymnasien, Real- 
gymnasien und Oberrealschulen. Teil I: Pensum der Untertertia, Ober- 
tertia und Untersekunda, 4. dnrcbgeseliene Auflage. Berlin 1901, 
0. SaUe. 
Für den Wert dieser Sammlung spricht gewifs die Thatsache, dafs 
seit Ende 16S9 bereits die 4. AnHage erschienen ist. Obgleich das Buch 
ein vollständiges Lehrbuch der Algebra nicht ersetzen soll, weil „die Beweise der 
den Aufgabengruppen voraufgehenden LehrsUtze vielfach nur durah Anwen- 
dung auf Zablenbeispiele erläutert sind", so hält Eef. es dennoch für Über- 
flüssig, ein Lehrbuch neben dieser Sammlung einzuführen. Durch die 
höchst geschickte Anordnung des StoiFos und die Vielseitigkeit der An- 
wendungen wird das Werk einen hervorragenden Platz unter den neueren 
methodischen Aufgabensammlungen bewahren. 

Berlin. H. Opitz. 

T. Bjerfcnes, Vorleaungeo über hydrodynamisohe Femblfte nach 
C. A. Bjerknes' Theorie. Bd. I. 3a8 8. mit 40 Figuren im Text. 
Leipzig 1901), J, A- Barth. 
Das vorliegende Buch ist aus Vorlesungen hervorgegangen, die V. Bjerknes, 
der Sohn und vieljährige Mitarbeiter von C. Ä. Bjerknes, über die bisher 
nicht im Znsammenbango publizierten Untersuchungen des letzteren an der 
UniversitSt Stockholm gehalten hat. C. A. Bjerknes wurde bei seinen 
hydrodynamischen Untersuchungen von dem Gosichtspunkte geleitet, dafc man, 
um ^ch ein zusammenhängendes Bild von den physikalischen Erscbeinnngen 
— insbeisondere den elektromagnetischen — zu machen, dieselben durchweg 
auf mechanisdie Vorgänge reduzieren müsse, und dafs dabei die Femkräfl« 
auf die unserem VorBtellungsvermögen vertrauteren Berührungskräfte znrflck- 
Eufflhren seien. Zu diesem Zwecke wird ein raumerfflllendes Medium an- 
genommen, dem die Eigenschaften einer homogenen, reibungslosen, inkom- 
pressiblen Flüssigkeit beigelegt werden. In dieser Flüssigkeit denkt sich 
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Bjerknes ein System von beliebig vielen Kugeln schwimmend, welche auTser" 
Tran slationsbewegun gen auch Kontraktions- und Erpansi onsbewegungen aus- 
führen können. Die Kugeln werden sieh dann durch Verraittelang der Be* 
wegTingen der Flüssigkeit gegenseitig beeinflussen, und ein Beobachter, 
welcher wohl die Kugeln, aber nicht die Flüssigkeit wahrnehmen kann, wird 
den Eindruck haben, dafs die ersteren Femkräftc auf einander ausüben. 
Die eingehende Untersuchung dieser scheinbaren Femki-aft« bildet den Inhall 
des vorliegenden Buuhes. Ganz abgesehen von den sich dabei ergebenden 
Analogien lu den elektrischen und raagnetischen Wirkungen ist die Unter- 
suchung au sieb von Interesse als ein vollständig dorchgeflÜirtes Beispiul 
'in dem von H. Hertz seiner Mechanik zu Gmnde gelegten Priniip der 
Zuröckführung aller Kräfte auf verborgene Betcegungen. Es ist übrigens in 
bemerken, dafs die Bjerknesscben Arbeiten längst abgeseblossen waren, als 
die Hertzsche Mechanik erschien, und dafs die Grundidee derselben ans 
einer Zeit stammt, wo noch nicht durch Maxwells bahnbrechende Forschungen 
die Überlegenheit der Fe! dwirknngs Vorstellung über die Femwirkungs- 
vorstellung zur Geltung gebracht war. 

Der Gang der im vorliegenden Bande enthaltenen Entwickelungen ist 
im wesentlichen folgender. Nachdem im 1. Teil die tu benutKonden all- 
gemeinen Voraussetzungen aus der Theorie der Vektorfelder und die Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik zusammengestellt sind, wird im 2. Teil.din 
rein kiticmatisdw Untersuchung der durch gegebene Bewegungen {Volum- 
ändenujgeu und Translationen) der Kugeln verursachten Flössigkeitsströmungcn 
durchgeführt. Nachdem der EiufluTs einer einzelnen Kugel auf einen be- 
liebigen sie treffenden Flüssigkeitfistrom behandelt ist — wobei die Stromungs* 
linien in den charakteristischen Fallen stets graphisch veranschaulicht 
werden — , wird das Gesuhwindißkeitspotential für den allgemeinen Fall 
beliebig vieler Kugeln durch successive Annäherung gebildet, immer nutrr 
der Voraussetzung, dafs die Radien der Kugeln klein sind gegen ihre gegen- 
seitigen Abstände. Die Annäherung wird jedoch höchstens bis zum 3. Grad» 
getrieben, wobei die Rückwirkung der übrigen w— 1 Kugeln auf die von 
der « teu in ihrer Umgebung erzeugten Strömung eben noch berück- 
sichtigt wird. 

Es folgt im 3. Teil die Berechnung des Druckes, welchen eine einzelne 
unter Volumänderung bewegte Kugel in einem gegebenen Flüssigkeitsstrome 
erfährt, und des Einflusses dieses Druckes auf die Bewegung der Kugel. 
Von besonderer Wichtigkeit erweist sich hier die Zerlegung der hydro- 
dynamischen Druckkraft (d. h. der aus dem Flüssigkeitsdruck resultierenden 
Kraft) in zwei Partialkrftfte, deren erste ein totaler DilTerentialquotient nach 
der Zeit ist und von Bjerknes als InduklionskrafI bezeichnet wird, wahrend 
die Komponenten der zweiten, welche EnergiehrafI genannt wird, aus Pro- 
dukten von Geschwindigkeiten zusammengesetzt erscheinen mid sich als 
partielle Ableitungen der kinetischen Energie der Flüssigkeit nach den 
Koordinaten des Kugelmittelpunktes darstellen lassen. Es ergiebt sieb 
näitdich, dafs im Falle schwingender Bewegungen mit Amplituden, die klein 
sind im Vergleich zum Radius der Kugel, die „Induktionskraft" selbst zwar 
sehr grols ist im Verhältnis zur „Energiekraft", aber den Mittelwert Null 
hat, währoud deijenige der „Energiekraft" im allgemeinen von Null ver- 
Bchieden ist; insbesondere vrird in dem Falle, dais die Flüssigkeltsbewegung 
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Yon synefironen Schwingungen (Pulsationen, OazillationeQ) des Kugelsystems 
lierrührt, die „Energieliraft" nach Richtung und Vorzeichen konstant und nur 
dpr IntcnsitBt nach periodisch schwankend. Die „Induktionskraft" bestimmt 
also die geffenseitige Beeinflussung der Schwingungen der Kugeln, der Mittel- 
wert der „Energiekraft" hingegen deren dauernde gegenseitige Einwirkungen. 
Die letzteren sind liir einen Beobachter, welcher die kleinen Schwingungen der 
Kugela sowie die 'Flüssigkeit nicht wahruehmoii kann, die rindigen beobachtbaren 
Wirkungen — ■ sie sind dann die gesamten „scheiubarun Fa-ttkräft'" /.wischen 
den Kugeln. — 

Int 4. Teile werden die hydrodynamischen Fernkrafte zunächst all- 
gemein — ohne die spezielle Annahme periodischer Bewegungen — be- 
handelt. Dabei wird die Induktionskraft zerlegt in die „selbstiuduzierende", 
welche nur von der Bewegung der einen behandelten Kugel abhängt und 
lediglich eine scheinbare Vermehrung ihrer Trägheit bewirkt, und in die 
„fremd indaiöerende", welche von der durch die anderen Kugeln erzeugten 
Flüssigkeitsatrömiing abhängt und daher der scheinbaren Fernkraft ku- 
;turechnen ist. 

Die eneriirHsiJien Fernkrafte werden ihrerseits in „permanente" uud 
„temporäre" eingeteilt; letztere sind in Bezug auf das Verbültnis der Kugel- 
radicn zu den Kugelabständen von 5. bis 7. Ordnung und werden daher auch 
als „Femkräfte höherer Ordnung" den „induzierenden" und „permanent- 
energetischen", welche von 2, bis 4, Ordnung sind, gegenübergestellt. Nur die 
letzteren — die Femkrilfte niederer Ordnung — besitzen die Eigenschaft 
der Superpoui er barkeit; es tritt daher eine grofso Vereinfachung ein, wenn 
sie zunächst filr sich betrachtet werden. Es zeigt sich nun, dafs f^r den 
energetischen Teil dieser Kräfte niederer Ordnung, welcher, wie schon oben 
betont wurde, im Falle kleiner Schwingungen allein zur Wirkung kommt, 
überhaupt die Gruadeigenschaften gelten, welche in derGalilei-Newtonschen 
Mechanik fOr die Femkrilfte zwischen materiellen Punkten vorausgesetzt 
werden, insbesondere das gewöhnliche Tritgheitsprinzip, die Unabhängigkeit 
der Kralt von der Bewegung ihres Angriffspunktes und die Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirkung. 

Indem nun speziell die scheinbaren Fernkrafte niederer Ordnung zwischen 
synchron schwingenden Kugeln untersucht werden, ergeben sich grofse Ana- 
logien mit den elektrischen und magnetischen ponderomotori sehen Kräften; und 
zwar wirken pulsierende Kugeln wie elektrisdie benr. magnetiache Massmipu/nkte, 
deren Masse der mittleren Volumänderungsgeschwindigkeit, und osiillierenäe 
Kugeln wie magnetische Moleküle, deren Moment dem Produkte ans dem 
Volumen und der mittleren Lineargeschwtndigkeit der Kugeln proportional 
ist; die Analogie ist jedoch eine inverse, insofern mit gleicher Phase pulsierende 
bezw. osiillierende Kugeln auf einander wirken wie etilgegivgesetztc Pole 
bezw. entgegengesetzt gerichtete Elementarmagnete. AuTserdem sind die 
Wechselwirkungen der Flüssigkeitsdichte proportional, welche somit die Bolle 
der Dielektrizitätskonstante oder magnetischen Permeabilität des Zwischen- 
niediums spielt. Auch die hydrodynamischen Femkräfte höherer Ordnung 
zwischen synchron schwingenden Kugeln Gnden ihr (inverses) Analogen in 
elektrischen und magnetischen Kräften, nämlich in den Wirkungen auf ur- 
sprünglich neutrale kleine Kugeln, welche durch das Feld der Pole bezw. 
Elementannagnete ein induziertes („femporäres") elektrisches oder magnetisches 
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Momeut erhalten haben. Hierbei »eigen die Engeln, je nauhdem ihre Ditrhte 
kleiner oder grSfser ist als die der Flüssigkeit, eine entsprechende Ver- 
schiedenheit des Verhaltens, wie paramagnetische und djamagnettsohe Körper 
im Magnetfelde. Eine Folge dieser FemkiHfte höherer Ordnung, welche an 
sich von Interesse ist, da sie z. B. die Erklarnng der Eundlsdim Staub- 
fipuren enthält, ist die, daXs sich ursprünglich mhende und regellos verteilt« 
Kugeln in einem oszillierenden Strom in Flächen senkrecht zur Oazillationfi- 
richtiing anordnen. 

Im Iptuten Abschnitt des Bandes giebt der Verf. eine Übersicht der 
historischen Entwickelung der Theorie der hydrod3mamischen Fernkräfte, 
wobei besonders auch die Stellung der von Bjsrknps bevorzugten rein 
hydrodynamischen Untersuch» ngsmethode zu der von Lord Kelvin und 
Kirchhoff angewandten Methode des Hamiltonschen Prinzips erörtert wird. 
Wahrend die letztere Methode nur die gleichzeitige Betrachtung des ganzen 
Systems der in der Flüssigkeit vorhandenen starren Kfirper gestattet, ist die 
erstere auch brauchbar, um den Einflufs eines gegebenen Flüssigkeitsstromes 
auf eine einzelne Kugel zu untersuchen. Die sich an diese Untersuchung 
knüpfende Frage nach den Analogien der hydrodynamischen Slromfdder mit 
den elektiischen und maguetischen Feldera soll im 2. Bande, der auTserdem 
eine Darstellung der extienmeiitdic}} Untersuchungen der hydrodynanüschen 
Femkräfte enthalten wird, eingeh-end behandelt werden. 

Heidelbei^. F. P0CKEL8. 
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John Schröder, Darstellflnde 

darstellenden Geometrie. Saini 

G. J. Göschen. 283 Seiten. 
Auf den ersten 10 Bogen werden die Projektionen von Puaktt-n, 
Geraden und Ebenen erörtert und die sogenannten Fundamental aufgaben 
gelöst, auf den nächsten 5 Bogen die gewonnenen Ergebnisse auf die 
Darstellung ebener Vielflache angewendet, worauf ein mit dem Vorigen nur 
lose in Zusammenhang stehender Abscimitt über Kegelschnitte sowie über 
angenäherte zeichnerische Tangentenkonstruktion und Rektifikation ebener 
Kurven folgt. Die Darstellung ist im allgemeinen durchsichtig und sorg- 
fältig, nur manchmal etwas zu weitschweifig; sie wird durch eine sehr 
grofse Anzahl von Figuren unterstützt. Die allzukonsequente DurchAhrung 
der einmal gewählten Bezeichnungs weise, ohne Bücksicht auf Häufimg der 
Indices, scheint dem Referenten kaum geeignet, das Studium der Figuren xu 
erleichtern; sie hat auch etliche störende Druetfehler verschuldet. Sachliche 
Fehler finden sich z. B. auf S. 80 u. 93, wo übereinstimmend der merkwürdige 
Satz gelehrt wird, eine Eljene könne nicht gleichzeitig auf drei Projektioos- 
ehenen senkrecht stehen, von denen keine zwei einander parallel sind. 

Alles in allem dürfte das Bucb für den Anfäger ein ganz angenehmes 
Unterrichtsmittel und zimi Selbststudium wohl zu empfehlen sein. 

Halensee. B. Skutscil 
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Ludwig Nehleslnger. Elnföhrtmg in die Theorie der Diffärenti&l- 
gleichungen mit einer anabhängigen Variabein. Leipzig, Ci.J, G^isclien 
(Sammlang Scliubertl. VIII + 3(t9 S. 8". 
Der Torliegende Band der „Sammlung Schubert" reiht sich den be- 
r^rils erschienenen Banden würdig an; sein Charakter ist hauptaächlich 
A-^L^nrch gekennzeichnet, dafs er eine im wesentlichen unveründerte Wieder- 
f^^hlM der Vorlesungen ist, die Verf, im W. ß. 1809 an der Universität 
KÜausenbnrg gehalten hat. Dadurch ist bedingt, dafs Verf. bei der Ab- 
f^^^esimg seines Buches mehr methodist^b sls systematisch zd Werke gegangen 
i^rfc und sich von dem Prinzip „non mnlta, sed mnltnm" hat leiten lassen. 
E>«8 Leser wird daher vieles in dem Buche nicht finden, was in anderen 
^^?"erken Über Differentialgleichungen behandelt wird, so z. B. die Theorie 
^^s Enlerschen Multiplikatoi-s, die geometrischen Untersuchungen von 
E> arboux, Picard und Poincare und die niehtlinearen Differential- 
K'leichungen höherer als erster Oi'dnung. Aber was er dort findet, ist so 
^""»-findlich durchgearbeitet, dafs er mehr Nutzen davon hat, als wenn er 
**~(;end ein umfassendes Kompendium benutzt; denn er wird dadurch in den 
^^■tand gesetzt, das Wesen der Forsch ungsmetbode kennen zu lernen. Ref. 
**-^iui daher dem Verf. nur beistimmen, wenn dieser in dem Vorwort sagt; 
■*->^Ks kommt fBr den Antänger nicht so sehr darauf an, daJs er gleich die 
*^- ^nze Tragweite einer beBtimmten Methode kennen lernt, als vielmehr 
^^arsnf, dafs er zunächst ihr Wesen richtig erfafst. Um dieses Ziel zu er- 
"*^ wichen, genügt es aber, die betreffende Methode an Beispielen zu entwickeln, 
^^"ie einerseits so sllgeroein sind, dafs keine der Schwierigkeiten, die durch 
^^^ B9 Wesen jener Methode überwunden werden soUen, fehlt, und andererseitG 
^*^> speziell, dafs Schwierigkeiten accessorischer Natur möglichst vermieden 
"^^'^erden." — Verf. hat sich also, abgesehen von der Einleitung, ausschljefs- 
^äch auf die funktionen theoretische Behandlimg der linearen Differential- 
^5leichnngen zweiter Ordnung, an denen er aber die ganze Theorie der all- 
-^^emeinen linearen Differentialgleichungen entwickelt, und der algebraischen 
^^^Differentialgleichungen erster Ordnung beschränkt, „während darüber hinaus- 
ziehende Fragen nur kurz formuliert und durch Litteratnm ach weise belegt 
^Sind". Dabei war ihm der Gesichtspunkt raafsgebend , dafs die (imndlage 
■♦fir einen systematischen Aufbau der Theorie der Differentialgleichungen in 
^9er Unt«r8cheidung zwischen festen und mit den Anfaagswerten verschieb- 
«laren Singularitäten zu finden ist. 

»Trotz der Beschränkung, die Verf. sich auferlegt, bat der Stoff sich 
^»och reichhaltig genug gestaltet, und er ist durchweg mit Benutzung der 
^neuesten, stets vom Verf. angegebenen Litteratur behandelt, so dafs der 
^Xeser auf der Höhe der Wissenschaft steht und sich über Gebiete, die ihn 
Twsonders interessieren, weiter unterrichten kann — ein nicht zu unter- 
Bchätiender Vorteil. — Allerdings wird nur derjenige .jAnfänger" den ge- 
wünschten Nutzen von dem Buche haben, der nicht nur, wie Verf. in der 
t Einleitung msint, mit den „Elementen" der Infinitesimalrechnung, sondern 
auch mit den Hanptgebieten der Funktionen theorie wohl vertraut ist. 
Charlotten bürg. U. Wällenbbhg. 
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Laurent. 



Paria 1900, Ceni rt 



Ii'^limiostioD. Sammlung Sc 
Naad. 8". 75 S. 
Zunächst wird gezeigt, wie man dnrch die Diviäon ip\x) / tp(^x) die 
Potenzsummen der Wurzeln der Gleichung <p{x) ^ und daraus als ge- 
wisse Determinaat-e das Produkt der Wurzeln linden kann. Die EeüieB- 
entwicfclung ^{x)(p'{x} / gi(jr) führt in entsprechender Weise zu dem Produtt 
n^(a). Durch dieses Produkt wird die Resultante Ei<p, ifi) erklärt und 
ihre Berechnung wird durch die vorher abgeleiteten Formel» auf möglichst 
einfache Weise versucht. Rs folgen die allgemeinen Eiiminationamothoden 
und die Eigenschaften von Ä. Der tlbergang zur Eliminante und die Auf- 
lösung zweier Gleichungen mit zwei Uubekanntea schliefst deu ersten Tei]. 
Der zweite Teil behandelt dieselhen Fragen für mehrere Veränderliche und 
bringt in dieses Gebiet gehörige Formeln, wie die Jacobischen Formeln und 
die Interpolation. Einige besonder« FSlle, z. B. Störungsgleichung, homogene 
Gleichungen, sowie ein kurzer Au.^blick in die Elimination bei transzendenten 
Gleichungen, schliefsen das interesisante kleine Werk, das mit grober SchBrfe 
Tind Klarheit geschrieben ist. Leider wird allerdings die Lektüre durch die 
vielen Druckfehler arg beeinflufst, 

Dortmund. H, Kühne, 



G. Holzmttller. Elemente der Stereometrie. 11. Leipzig 190t>, 
G. J. Göschen. 8". 477 S. 

Der aweite Teil enthält die Berechnung einfach gestalteter Körper. 
Er bietet eine aufserordent liehe Fülle von Formeln und Übungsmaterial 
dar. Die beiden ersten Abschnitte betreffen prismatische und pyramiden- 
artige Körper und ihre Abschrägungen. Besonders reichhaltig ist der dritte 
Abschnitt, der die unregelmäfsigen Vielflacho und darunter genauer da« 
Yier&ach behandelt und der mit Hilfe des Cavaliorischen Prinzips auch 
nichtebenflilehigo Körper in den Kreis seiner Betrachtung zieht. Den lelxten 
Abschnitt bildet die Kugel mit ihren mannigfachen astronomischen, nan- 
tischen und geodätischen Anwendungen. Die Aufgaben nehmen durchweg 
Blicksicht auf die Anwendungen der Mathematik und umfassen alle Gebiet«. 
Die der Darstellung eingestreuten geschichtlichen Bemerkungen werden 
manchem Leser willkommen sein. Überhaupt bietet dieser Band dnrch 
seine Reichhaltigkeit eine Fülle von Anregungen. 

Dortmund. H. Kühüe. 



J. Henrici und P. Treutleln. Lehrbuch der Blementar-GeometFfe. 

in, 2. Auflage, Leipzig 1901, B. G, Teubncr. 8". 192 8. 
In dieser Neubearbeitung prägt sich der Grundgedanke, die geome- 
trischen Wahrheiten von der Anschauung her durch den Begriff des Ab- 
bildens abzuleiten, noch schärfer aus. Der erste Abschnitt enthält die 
Elemente der Stereometrie, dabei in Verbindung mit der Kegelfläche die 
Erklärung der Kegelschnitte und im Anschlufs an das Oreikant die Kugel- 
dreiecksrechnung. Der folgende Abschnitt behandelt die einfachen Körper. Der 
dritte endlich ist der Abbildung einer Ebene auf eine andere gewidmet 
und enthält hauptsächlich eine Betrachtung der Kegelschnitte, Die Auf- 
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gabensumnltuig ist vermehrt 
Geometrie bereichert. 
Dortmund. 



nige Aufgaben der darstellendeE 



H. Kühne. 
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W. Pflieger, Elementare FlaDimetrie. SajnmluDg Schubert. Leipzig 
1901, G. J, Göschen. 8". 430 S. 

Dem prakti.schen Bedürfnia trügt der Verf. insofern Rechuung, als er 
die geometrischen Begriffe ihrer sonst üblicheD abRtrakten Form entkleidet 
und sie durch mechanische und andere Anschauungsmittel zum Verständnis 
KU führen sueht. Nach den Cirundgebilden werden die Begriffe der Sym- 
metrie, Kongruenz, Gleichheit erläutert. Es folgen die elementaren Kreis- 
sätze and im An.schlufB daran die Erklärung des Winkels als eines Sektors 
eines unendlich grofsen Kreises. Diese Erklärung mag manches Gute haben, 
für ein Lehrbuch, das mit leicht anschaulichen Mitteln arbeitet, halte ich 
sie fOr zu umständlich. Auch glaube ich nicht, dafs „der Winkel that- 
sÄchlieh wie ein Sektor gemessen und verglichen" wird, sondern dafs es 
mit dem Bogen geschiebt. Die Begriffe Sektor imd Bogen sind aber doch 
sehr verschieden. Es folgen die Parallele und der Streifen, d. h. das Ge- 
biet «wischen zwei Parallelen und im weiteren Verlaufe die üblichen ein- 
facben planimetrischen Lehrsätze. Im Ansi;hlnfs an die harmonischen Ge- 
bilde befindet sich eine gute Darstellung der Kreis Verwandtschaft. Das 
Lehrbuch ist einfach und klar geschrieben, auch regen die beigefügten 
Übungen zur Weiterbildung an. 

Dortmund. — -■ H. Küume. 

F. Bolt«. Die Nautik in elementarer Behandlung. Stuttgart 1900, 
J. Mayer. 8". 190 S. 
In übersichtlicher und leicht verstiindiiuher Weise führt der Verf. 
in die Grundbegriffe und -lehren der Nautik ein, Worterklärungen und 
mathematische Begründungen begleiten die Darstellung. Die m der Praxis 
vorkommenden Aufgaben sind durch eine Reihe gelöster Beispiele eriSutert; 
■nfserdem enthält das Buch eine Sammlung ungelöster Aufgaben, die ihrer 
Anschaulichkeit wegen den Lehrern der Trigonometrie empfohlen seien. 
Nach der Besprechung von Kompafs und Logge und ihrer Bedeutung für 
FaJu-trichtong (Kurs) und durchfahrene Strecke (Distanz) wird zunEchst die 
EüstenBchiffahrt behandelt. Es folgt die Besteckrechnung, die Beziehungen 
zwischen Kurs und Distanz , einerseits Anfang und Ende der Bewegung 
andererseits herstellt. Der nächste Abschnitt behandelt die Schiffahrt nach 
astronomischen Beobachtungen und gipfelt schliefslieh in der Lagen - 
besümmung [Standlinie] eines Schiffes durch eine oder zwei tiestinihOben. 
Hieran schliefst sich die Ermittelung der Elemente der Kompafsmifs Weisung. 
Ftir die Rechnung nötige Tafeln vervollständigen das Bnch. Darstellung 
und Begriffsbestimmung des Buches sind klar und scharf mit Ausnahme 
der Stellen, an denen der Verf. mechanische Begriffe streift. Ich würde 
I. B. bei der Strom Schiffahrt nicht von einem Kräfte-, sondern von einem 
Geschwindigkeitäparallelogramm sprechen. Im übrigen dürfte daa Buch für 
den Lehrer der Mathematik von grofsem Interesse sein, weil es eine Fülle 
anschaulicher Anwendungen dieser Wissenschaft zeigt. 

Dortmund. H. Küuke. 
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H. HiirtnB. HathematdBolie Aufgaben. HI (Aufgaben) und IT (Brgieb- 

uisse). Dresden 1901, C. A. Koch. 182 S. 

Der Nutzen, den die Martussche Sammlung beim Untemeht gewfthrt, 
und die Anregung and Förderung, die sie den jüngeren Mathematik- 
beäissenea darbietet, werden fiberall anerkannt. Es ist deshalb sehr 
schützenswert, dal's der Verf. sich der neitraubenden und mühseligen Arbeit 
noch einmal unterzogen und eine Fortsetzung der ersteu Arbeit geliefert 
hat Die Fortsetzung enthält unter 1300 Nummern 13(i3 Aufgaben, die 
sieb mit der Dreieckarechnung , der Körperlebre, den Heihea, der Kugel- 
dreiecksreelmung und der Acbsenramn lehre besulÄftigi 

Dortmund. H. Eniu>'B.q 



Thilo von TrOtha. Die kubische OleioIiUDg. Berlin 1900, Wilhel 

Ernst i Sohn. H". 61 H. 

Der Verf. nennt die vorliegende Abhandlung einen Versuch. Ich 
glaube, er hätte diesen Versuch unterlassen, wemi er die grofse Mühe, die 
die Arbeit ihm sicher gemacht bat, dazu verwendet hätte, sich vorher die 
bekannt«n Auflösungsmethoden der kubischen Gleichungen anzueignen. Das 
in dem Hefte mit grofser Weitschweifigkeit und vieler Rechnung ausein- 
andergesetzte Verfahren ist folgendes: Ersetzt man in der Gleichung 
x' -j- ax^ -|- (13: -f c = X durch A — ^ », ao verwandelt sie sich tu 
Ä" — 3aA — .■)■ = 0. Die weitere Substitution A = Ysi/ würde lu 
y' — 3(/ — £ = führen. Ein vernünftiger Gedanke wäre es uon, tHr 
y* — 3i; als Funktion von y eine Tabelle aufzustellen, aus der sich y bei 
bekanntem .£.' ablesen und :i bestimmen liefse. Statt dessen setzt der 
Verf. A ^ y.sy und stellt für /(3 — zft als Punktion von r eine Tabelle 
auf. 80 bestimmt er e und x. Die bei der Radizierung auftretende Zwei- 
deutigkeit fuhrt den Verf. zu dorn sonderbaren Begriff der Nebenwurzelu, 
Ausführliche Tabellen für E beschliefsen die Arbeil. 

Dortmund. H. Ki 
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E. Jochmaun, 0. Hermes imd J. Hpies, Orondrifa der Experimental- 
physik. Berlin 1900, Winckelmann & S. ö«. XIX + 523 S- 

Die vorliegende vierzehnte Auflage des bekannten und beliebten Leiir- 
buches hat durch die Umarbeitung seitens seiner Herausgeber wiederoin 
namhafte Verbesserungen erfahren, die sich hauptsächlich in seinem Alh 
schnitte über Elektrizität bemerkbar machen. 

Gerade dieser Abschnitt ist infolge der stetig sich mehrenden Nen- 
entdeckungen und seiner immer engereu Verknüpfung mit der modernen 
Technik zu einem der wichtigsten der naturwissenschaftlichen LehrgebieU 
geworden; er wird am ehesten durch veränderte Anschauungen veralten 
und ständiger Durchsiebt bedürfen. 

In der allgemeinen Anordnung des Stoffes ist nichts Wesentliches ge- 
ändert. Im l'aragrapheu 4 ösdun wir neben den Grundmafseu als HU^ 
mittel der Messung den Nonius erwähnt Unserer Meinung uach könnt« 
dieser Vomchtung, die heute bereits ein Gemeingut der gesamten Technik 



ental- I 



Rexeneionen, 



:e7 



geworden ist, ^in etwas breiterer Baum gewidmet werden, dieses HQlfs- 
mittel in seinem Prinzip genim besprochen and durch einige klarere 
Abbildongen erläutert werden. Eine Schubleere würde die vorhandeue 
Figur mit Vorteil ersetzen. Die trefflich ausamniengestellten ebemischen 
Grundbegriffe bedürfen keines Kommentars- 

Als Olwrschrift des § 31 würde der Referent statt des Wortes „Be- 
harrungsvermögen", das heute so ziemlich aus der Sprache der Physik ver- 
bannt ist, das Wort „Trägheit" vorgezogen wissen. In enger Anlehnung 
an den Versuch und mit bemerkenswerter Klarheit sind die FaUgeaetne 
erläutert. Bei den FlaRChenzügen wäre die Erwähnung des viclbenutzton 
Schraubenflascheuzuges und damit die Besprechung des Schraube ngetrieb es 
wohl erwünscht. Beim § 56 kommt in der Anmerkung mit einammale 
der Begriff „Centripetal kraft" vor, ohne dufs seine Identität mit dem sonst 
■ gebrauchten Ausdruck „CentralkraE" festgestellt wäre. Die Dngeuauigkeit 
nnt jedenfalls Dicht im Interesse des Eeracsgebcrs gelegen. 
[ Im g G3 ist die Figur 58 unrichtig. Sie war bereite in der neunten 

[Auflage falsch, ist zum Teil, aber nicht ganz, richtig gestellt worden. 
Das Steigerad bat zu viele und zu kleine Zähne. Der Ankerbügel ist 
xa weit offen, sodafs beim Austritt des Ankers aus dem Rad an der 
rechten Seite das Bad ganz freigegeben wird , ehe sich die Sperre an 
d«r linken Seite einlogt. Gerade solche Abbildungen müfsten absolut 
I korrekt sein, damit sie dem Schüler eventuell die richtige Nachahmung 
I gestatten. Bei den Luftpumpen § 97 gefällt dem Befereoten nicht, 
dals so gar nicht auf die Konstruktionen der Technik Bedacht ge- 
nonimen ist. Das Blasenventil , das heute wohl kaum mehr angewandt 
wird, wt dagegen ausführlich besehrieben. Prinzipiell wichtige Dinge zur 
Steigerung des Vakuums wie das Pumpen eines Cyliuders in den anderen 
sind gar nicht erwähnt. Als Quecksilbe rlaftpnmpe würde die Beschreibung 
einer richtigen Töpler-Hagen-Fnmpe empfehlenswerter sein, wie auch an 
dieser Stelle die Sprengelpumpe angeiuhrt werden müTste und nicht im 
§ 105, wo sie gar nicht hingehört. Die Besprechung der Klangfarbe nnd 
des Phonographen bilden notwendige Bereicherungen des Inhaltes. Im § 333 
ist bei Besprechung der Wärmeleitfähigkeit auf einen Versuch mit Loosers 
Differential therm OS kop hingewiesen und ztu- Orientierung die Publikation 
herangezogen. Für den Bahmen eines Werkes wie der „Jochmann" hält 
Beferent das nicht filr richtig, weil die angezogene Veröffentlichung wohl 
nur einem kleinen Leserkreise zur Verfügung stehen dürfte. Man sollte 
den Apparat entweder kurz beschreiben oder füglich ganz fortlassen. Der 
Platz, den die Beschreibung des Spielzeuges Trevelyans beansprucht, 
würde für eine kurze Erklärung des Tbermoskopes wohl genügen. 

Vortrefflich ist dem Heransgeber die Erklärung der Inlluenzm aschine 
gelungen und die begleitende Abbildung zur Terdeutlichuug des Vorganges 
in ihrer Einfachheit buchst instruktiv. Ebenso gut sind die Umarbeitungen 
der folgenden Abschnitt«, welche die Kondensatoren und den Entladung»* 
Vorgang behandeln. Die Bezugnahme auf das Gesetz von der Erhaltung der 
Energie bei der Besprechung der Voltaschen Gesetze ist höchst wichtig, weil 
dadurch ein für allemal Mifsverständniasen über Stromerzeugung vorgebeugt 
^frird, die sich wohl ge wohnlich bei der bisherigen Darstellung bei dem 
inden einstellten. Im Paragraphen 3l5a ist ein Kniftlinienbild 26&h 
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dargestellt, das wirklicU zweckmSTsig durch eine pbotographiscfae BeprodukUoB 
ersetzt werden sollte; daseelbe entspricht einmal nicht der Wirklichkeit und 
vermag die leidige Aosuhauung, als sei eine magnetische Kraftlinie eine Art. 
von Zwirnsfaden noch so i'echt zu unterstützen . Im ÄnschluTs au den § 316a 
vermisse ich die Besprechung des Galvanometers nach Deprez-d' Arsonval 
reep. Weston, die heute einer genauen Erklärung wohl wert sind; sie sind 
im Httchsten Abfichnitt erwähnt, würden aber organisch sich besser in den 
vorhergehenden einfügen. Die Abbildung der Röntgenröhre mit ihrem 
Btrahlengang ist nicht gut gewählt; die Kathodenstrahlen vereinigen sich 
auf einen Punkt der Antikathode, das Bündel der Röntgenstrahlen geht 
dagegen von der ganzen Antikatbodenoberdache aus. Man sollte stets an- 
deuten, dals die Röntgenstrahlen, die von einer planen Antikathode aus- 
gehen, ein Bündel bilden, das tiber die ganze Halbkugelzone gleichmäfsig 
verteilt ist. Bei der Nernstlampe ist Magnesia als Lenchtmaterial genannt; 
der Ausdruck Oxyd der seltenen Erde wäre jedenfalls treffender. Wichtig 
war die Besprechung des Accummulators und endlich und hauptsachlicb 
die der klassischen Arbeiten von Hertz. 

Zu den folgenden Abschnitten des Buches, welche mathematische Geo- 
graphie imd Astronomie behandeln, sind wesentliche Abänderungen in der 
Darstellung gegenüber den früheren Auflagen nicht vorgenommen; sie waren 
ohnehin von jeher durch Klarheit und Schärfe des Ausdrucks ausgezeichnet. 
Im allgemeinen hat das Werk in wesentlichen Punkten durch seine Um- 
arbeitung gewonnen. 

Es sollte den Referenten freueu, wenn seine hier und da ausgesprochene a 
Wünsche eine geneigte Beachtung in der Zukunft filuden. Jedenfalls wird 
das Buch jedem, der es zu ernstem Studimu in die Hand nimmt, voll und 
ganz das halten, was er sich versprochen, und wird sich so einen immer 
weiteren Freundeskreis sichern. 

Berlin. H. Büab (.Oberingenieur) 
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Federico Amodeo. Aritmetioa partioolare e generale. Tolume I degU 
Elemcnti di matematica. Opera desticata- alle scuole secondarie de! 
regno d'Italia. Napoli 1900, Luigi Pierro. XV -f- 41.i p. 
Seit Cremona im Jahre 1S6A Baltzers Elementarlehrbücher ins 
Italienische übersetzte, hat sich aneh in Italien eine strengere Art., die 
grundlegenden Sätze der MathemiLtik zu sichern, eingebürgert. Hr. Amodeo 
versichert dieses in seiner Vorrede, und zahlreiche italienische Schriften be- 
stätigen es. Das heute uns vorliegende Buch ist eine neue Bestätigung. 
Es behandelt die Lehren der niederen Arithmetik mit vollkommener Strenge, 
so dafs man fast zu der Frage gelangen könnte, ob denn Schüler im stände 
seien, dieses Lehrbuch zu verstehen? Der Lehrer wird es unzweifelhaft 
auch aufserhalb Italien mit grofsem Interesse lesen und seinem Unterrichte 
80 viel davon einverleiben, als er seinen Schülern bieten zu dürfen glaubt. 
Er wird dabei allerdings auf die Richtigkeit der Beispiele einige Au£nerk- 
samkeit verwenden müssen, auch, nachdem die im Druckfehlerverzeichnisse 
angegebenen Verbesseningen vorgenommen sind, da noch zahlreiche weiter« 
Irrtümer recht störend wirken. 

Heidelberg. M. Cant< 




VemüBchte Mitt«ilimgeii. 



1. Anf^ben and Lelirsätze. Lösang:eD, 
A. Aurgaben anii Lehrtt&tzp. 

48. Es iBt e'm Kreis vom Radius k gegeben, und es wird diejenige 
rve (^Traklorit) gesucht, deren bis zum Schnitt mit dein Kreis verlängerte 
igenten eine gegebene Länge « besit/ea. ^ Die Anfgabe ist, soweit dem 
isender bekannt, nnr in dem Spezialfall n — k nUber bebaadelt und kann 
iBter der altgeineinen Voraussetzung a ^k den Herren Facbgenossen als 
iDgsaufgabe (oder etwa zar Semestralprüfung) vorgescldagen werden. 
Es soll insbesondere bewiesen werden; 

I. Ist Ä>«, so giebt es zwei versßhiedene Kurven, die der Aufgabe 
■ genügen. 

1. Die eine dersellien beginnt auTserhalb des Kreises in der Entfernung 

Ic -\- a von dessen Zentrum, tritt später in den Kreis ein und wird zu einer 

Bpirale mit unendlich vielen sich stets verengenden Windungen, welche sich 

gchliefslich einem, dem gegebenen konzentrischen, Kreise vom Bodius yk^ — a' 

asymptotisch nähern. Die Tangente (a) ist in der Eiehtung {dem Sinne) 

der Kurve zu zeichnen. 

^L 2. Die andere beginnt im Inneren des Kreises iu der Entfernung k — a 

^kon dessen Zentrum und bildet ebenfalls »ine Spirale mit unendlicb vielen 

Hidch aber vergröfBemden Windungen, weiche sich (von innen) demselben 

^B&eise asymptotisch oShem. Die Tangente {aj ist entgegengesetzt zur Richtung 

^BBor Kurve zu ziehen. 

^p IL Ist k = (I, so wird die erste Kurve zu einer Spirale, deren Windungen 

^»ch dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises asymptotisch nahem, und die 
zweite Kurve schrumpft zum Mittelpunkt, ßelbst zusammen, 

in. Ist ft ■< a, so beginnt die TraJrtörie in der Entl'emung u -i- k und 
esdet in der Entfernung n — k vom Kreiszentrum; sie ist wiederum eine 
Spirale, aber mit einer etuUkhcn — ganzen oder gebrochenen - — Auzail 
von Windungen, welche sich mit der Vergröfserung von ii bis zur Grenz- 
cahl J- (fSxr a ■^ oo) verringert. Die Kurve verläuft gam aufserhalb des 
Kreises oder schneidet ihn einmal und endet innerhalb desselben, je nachdem 
a^ 2k oder u <C 2k iat; in beiden Fällea geht die hinreicbejid verlängert« 
Taugente im letzten Kurvenelement sowie diejenige im ersten Kurveuelement 

E^ — ^ den Mittelpunkt des Kreises. Der vom KreisEentrum ausgehende 
US vector der Traktorie bildet also anfangs und zuletzt mit dem Kurven- 
icbiT dar UlUiemBIili und Flviik. Ul. Keilio, lU. 13 
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VemÜHclite Mitteilungen. 



element den Winkel Null, dazwischen und zwar ffmau nadi der Hälfte dtr 
Windungen erreicht dieser Winkel ein Masimmn (kleiner als 90"). 

Alle hier beschriebenen Kurven, mit Ausnahme derjenigen unter 1,2 
besit'/en einen InQexionspunkt, und die durch ihn gezogene Tangente (Wende- 
tangente) heriihrt zugleich den Kreis. 

Königsberg i. Pr. L. Saalschutz. 



49. Gegeben sei ein Tetraeder T. Zu jedem Raumpunkte P gehSrt 
ein-eindeutig ein anderer Q, so dafs P, Q die Brennpunkte einer T ein- 
beschriebenen Rotationsfläche 2. Ordnung sind. Dann sind P, Q zugleich 
koiyugiert in Bezug auf das Plaehennetz 2. Ordnung, dessen 8 Grundpunkte 
die 8 Mittelpunkte der T ein beschriebenen Kugeln sind. Und umgekehrt. 
. Pr. W. Ph. Mever. 



50. Soit S Tun des centres de similitude de deus cerdes C et C. Une 
droite variable passant par S rencontre C suivant la corde AB, et C' suivant 
la corcle A B'. Trouver les lieox des centres de similitude des cerdes aysnt 
pour diam^tres AB et A'B'. 

Constantinople. — E. N. BARtstew, 

51. On donne une parabole de sommet et ua point fixe P pri« 
snr l'axe de la parabole. Par le point P on mene une droite variable qni 
rencontre la parabole en A et B. Montrer que le lieu des centres de quatre 
cerdes tangents aus trois cötes da triangle AOB est une quartique. Deter- 
miner la positiou du point P pour que cette quartique se decomposc en 
deiut droites double s. 

Conatantinople. E. N. Babisien. 

52. Untersudiung der Gestalt der Kurve j = Yx ; Bestimmung der 
Zahlwerte der Koordinaten ihrer Wendepunkte auf fOnf Stellen. 

Berlin. E Lampe. 



63. Von dem Punkt« C in der Ebene einer Parabel zieht man die 
Tangenten CPj und CB^ (B^ un-d B^ die Berührungspunkte) an die Kurve 
und errichtet in Bj und Bj die Normalen, welche sich in V schneiden 
mögen. Die Koordinaten ^, t} von F aus denen von C (x, y) za berechnen 
und dann die Verwandtschaft /.u untersuchen, in welcher den Punkten G 
die Punkte J"" entsprechen; insbesondere einfache sich entsprechende Kurven- 
Bcharcn zu bestimmen. Welche Punkte C fallen mit ihren entsprechend en 
r Äusammen? 

Gleiche Fragen für die Ellipse und die Hyperbel, 

Berlin. K. Laiip%J 
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li. Der Ausschlag tt eines Pendels gegen die Ruhelage beträgt 179° 59'. 
Wie verhält sich seine Schwingungsdauer T zu der Schwingiingsdauer T^ 
für unendlich kleine Schwingungen? (Für a ^ 180" ist bekanntlich T = cxj). 
Berlin. E. Laufe. 



B. L8Biuig«n. 



Zu 32 (Bd. n, S. S13) (Ed. Janisch). Zweite LSsung. Wir zeigen 
■nn&chst., dafa die drei Punkte {ma\ bc), (mc\ ab), s in einer Geraden 
liegen. Dies ist der Fall nach dem Pascalschen Satze, angewendet auf 
das Sechseck c'ma'abc. Derselbe Sats, angewendet auf das Sechseck 
h'ma'dcb, beweist, dafs auch die drei Punkte (ma', bc), {ukb', ac), s in 
«iner Geraden liegen. Dies gilt für jeden Punkt von K, folglich auch fflr m'. 
"Wir zeigen nun, dafs auüh die Punkte {m'a, b'c"), (m'b, c'a'), {m'c, a'b") 
»uf n liegen. Zn dem Zwecke betrachten wir das Seckseck m'acc'b'tn. 
llacb dem Pascalschen Satze liegen die drei Funkte (m'a, b'c ), {*nb', ac), S 
in einer Geraden; folglich alle sechs bisher betrachteten Punkte. VertauBcht 
man in sämtlichen Sechsecken a mit a', b mit b', c mit c', so erholt man 
den Beweis für die Gerade [i'. 

Durch den Strablenbttschel um s sind die Punktreihen m nnd m' in- 
volutorisch gepaart mit 3 als InvolutionsÄentrum. 

Bezeichnen wir kurz die Strablenbüsohel durch ihre Mittelpunkte, so 
erkennt man leicht, dafe s(ft) A s((*') ist, wie folgt. Es ist z. B. c(m) 
y\ a'{m) und c{m) J\ s(f»'), da sie diesel"be Punktreihe auf a'b' projizieren. 
Ebenfalls ist a'(m) A s(f*)i da sie dieselbe Punktreihe auf bc projizieren. 
Demnach ist auch s(ji) A ^if-')- Die Strahl enbflschel ji und jt' sind daher 
pTOJektir und involutorisch, da sich je zwei Strahlen, wie oben gezeigt 
wurde, gegenseitig entsprechen. 

Der duale Satz lautet: Sind abc und a'b'c zwei Perspektive, einem 
Kegelschnitt K um beschriebene Dreiseit« und ist m eine beliebige Tangente 
an K, dann geben die drei Geraden {ma,', bc), (»»(»', ca), {mc\ ab) durch 
einen Punkt ft, welcher auf der Scbnittgeraden s der homologen Seiten der 
Dreiseite liegt. Ist m' die zweite Tangente, welche aus dem Schnittpunkte 
von m und s an K gelegt wird, dann schneiden sich in demselben Punkte fi 
die drei Geraden (tn'a, b'c'), (m'b, c'a'"), (in'c, a'b"). Umgekehrt gehen 
durch einen anderen auf s liegenden Punkt (i' die sechs Geraden (m'a, bc), 
(m'b', ca), {m'c', ab), (mii, b'.:'), (mb, c'a'), {mr, a'b'). — Die Stxahlon- 
paare (m, m') and die Punktepaarc (fi, ft') bilden derart zwei projektive 
involutorische Gebilde. 

Der direkte Beweis wird genau wie oben geführt, indem man statt der 
Paukte st«t8 Geraden setzt, und umgekehrt. 

Einbeck. B. Neuendorf*-. 



Zu 36 (Bd. n, S. 214) (H. Bertram). — Die Strahlenbüsebel um 
Lnnd Of sind projektiv aufeinander bezogen, wenn man die Strahlen einander 
■.snweist, welche denselben Punkt des Kegelschnitts projizieren. Dadurch 
Plrind dum auch die Punktreihen, welche die StrahlenbUschel in der Geraden fi 



172 



seilte Mitteilungcr 



durch einBchneidea , projektiv anfeinander bezogen. Sei H 

punkt (fi, 00^), so entsprechen die Punkte // und G einander doppelt; 

denn ist OOi ein Strahl des Büschels um 0, so entspricht ihm die Tangente 

in 0|, und umgekehrt. Demnach sind die projektiven Pmüctreihcn in- 

volutoriach. 

Ist die Gerade GH parallel einer Asymptote, so ist der unendlich 
teme Punkt ein Doppel element der Involution ebecso wie der Schnittpunkt jW 
mit der Kurve. Da demnach je zwei konjugierte Funkte durch M and den 
unendlich fernen Punkt harmoniacli getrennt werden, so müssen sie gleichen 
AI)8tand von M haben. 

Die in der Aufgabe angegebene Konstruktion liefert in der That eine 
Hyperbel, da die Strahl enbüscbel um und 0, entgegengesetzt projektiv 
sind (die Punktinvolution auf fi besitzt zwei reelle Doppelelemente) und 
demnach 2 Paar konjugierte parallele Strahlen besitzen, welche die unendlich 
fernen Punkte der Hyperbel liefern. Trägt man die Strecke OH von 0, in 
entgegengesetzter Eichtung auf CO, ab bis H^, so ist GU^ die Richtung 
der zweiten Asymptote; denn zieht man durch und 0, Parallelen zu OH^, 
so liegen deren Schnittpunkte gleich weit von M entfernt, da die einzelnen 
Strecken proportional sind. — H fällt mit H^ zusammen, wenn II der 
Mittelpunkt von 00^ ist. In diesem Falle hat die Kurve nur einen un- 
endlich fernen Punkt (zwei zusammenfallende), ist also eine Parabel. 

Unmittelbar folgt daraus die Konstruktion einer Parabel, von welcher 
zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und 0^ gegeben sind. Man 
halbiere die Sehne 0^ in U. Den Schnittpunkt der Tangenten G ver- 
bindet man mit H und halbiert GH m M. Dann bezieht man 2 Strahlen- 
büBchel um und Oj so projektiv aufeinander, dafs je 2 Strahlen kon- 
jugiert sind, welche 'i gleich weit von M entfernte, auf GH liegende 
Punkt« projizieren. Diese Strablenbüschel erzeugen die Parabel. ^ 

Einbeck. R. Nbuendorff.I 



Äuseng aus einem Seiireiben t 
Zu 37 (Bdn, S. 356) {S. Ou 



Hnm F. Meyer. 
ir). Anknüpfend i 



anda ] 



1 den Sali 
, dafs die Lemniskate analog dem Kreise trir jeden 
Punkt eine „Potenz", d. h. ein konstantes Produkt der Sehnenabs eh nitte liefert, 
kann man nach allen algebraischen Kurven dieser Art fragen. Ist F (i, ^) = 
die Gleichung einer solchen in rechtwinkligen Koordinaten, so mUssen die 
Wurzeln g des Systems F{a + £ cos qa + ij sin qj, 6 + | sin ip — t; cos 91) = 0, ij =0 
d. h. der Gleichung F(fl + | cos 9, ö + S sin 9) = ein von 91 unab- 



hllngiges Produkt haben. Das Produkt der Wurzeln ist 
f(x, y) das Aggregat der Glieder höchster Ordnung 



/"(cos gi, sin 5.)' 
m F(x, y) ist. Es 
mufs also /"{a:, j) konstant sein, wennx*-f ^'= 1 ist; A.h. f(x, j) = c(x' + y')': 
die gesuchten Kurven sind die „zyklischen", welche keine anderen un- 
endlich fernen Punkte als die Kreispunkte haben. Dieser Satz ist sofort 
auf mehr Dimensionen zu übertragen, entweder durch Betrachtung der 
ebenen Schnitte, die Kurven von der gefundenen Art sein müssen, oder 
dorch einen dem obigen analogen Beweis; denn z. B. aus f(x, y, x) = konst^ 
fllr I» + y* + z' — 1 folgt f(!r, 3/, e) = c{x* -\- y* -\- **)". Die gesuchten 
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ihm im Baume Bind also diejenigen, die keine uiiendlicb ferne Kurve 
ftls den Kugelkreis haben, z. B. die Zykliden. 

Aber wie heirst der analoge Sak für Eaumkurven ete? Übrigens läfst 
der Satz die affine Verallgemeinerung zu: Mifst man jede Strecke mit dem 
an ihr parallelen Kadina der ,^ichfläcbo" ax* + hy^ -f- c^* = 1, so liefern 
nur die FlSelien für jeden Punkt eine konstante Potenz, deren 
Glieder liöehster Ordnung die Form haben: C'(ax' + iij/* + es*)". 

Königsberg i. Pr. Tu. Vahlen. 



2. SprechB&al fnr die EncyUopädle der Matbematiaclien Wissenfichaften. 



[Einsenduiigeii für dou I 



ei'hsoal erbittet 
Mitteltragheim 

Zu IA2. Koi 



. Meyür. Königüberg i 



binatorik. 



Kl. S. 40, Anm. 84 ist beizufligen: 

A. Hnrwitz, Zur lavaxianteatheorie, Math. Annalen 45 (1894), 
389. Es sei gestattet, bei dieser fielsgenheit aneh auf die erst nach 
Eraeheinen des Heftes der Encyklopädie publizierte Arbeit von Cyp. 
Stephan OS, Sur une extensioa du calcul des sobstitutions lineaires, 
Jonm. de math., 5' ser., 6 (ISIOO) zu verweisen, — Im Texte wäre 
vielleicht erwünscht, noch eine Art. der mehrfachen Verknüpfung einer 
Determinante mit sich selbst zu erwähnen; iilr einen Spezialfall bezeichnet 
Pascal in seinen Determinanten (Deutsche Ausg. Leipzig, 1900) diese 
Beziehung als Scholtzschen Satz. Litteratur bei Pascal, a. a, 0., S. 104. 
Beizufügen zu der von Pascal angeführten Litteratur ist noch A. Hnrwitn, 
Math. Annalen, 45, 8, 390. Man bezeichnet die fragliche Determinante 
passend naeh Hnrwitz als die Determinante der so und sovielten Potenz- 
transformation . 
L S. 43, letzte Zelle. Das Symbol (1, 2, . . ., «) tritt schon bei Jaeobi 
auf und zwar an dem in Anm. 105 angefiihrten Orte, wozn noch bei- 
zufügen: Jaeobi, Joum. f. d. r. u. ang. Math., 29, 237. 

|L S. 43, Anm. 105. Beweise für den Cayleyscben Satz haben auch 
eib ner, über Halbdeterminanten, Sächsische Berichte (l 859), Merten 9, 
Joum. t. d. r. u. ang. Math., 82 gegeben. 



Zu IA6. Endliche diskrete Gruppen. 
I. 218, Anm. 75. Da der Satz nur implizite bei C. Jordan a. a. 0, 
8t«ht, 80 wäre Cayley, Americ. J. 1 (1878), 50 = coli. math. papers, 
X, 8. 403 anzuführen; Cayley bat den fraglichen Satz wohl zum ersten 
Male explizite angegeben. Ferner wäre vor Dyck anzufahren: Fro- 
iuB und Stickelberger, Über Gruppen von vertauschbaren Kle- 
menten, Joum. f d. r. o. ang. Math., 86, S. 230 Anmerkung. 
, S. 220, Z. 6 V. u. des Textes: Lies BAB-\ 
8. 224, Z. 9 V, u. Cole hat die Gruppen bis zur Ordnungszahl «60 
behandelt. 




. S. 409, Z. 5 V. 0, 
G. Dai-boui (Oeu\ 
nur den Namen Fi 
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Separation und Approsimui 

7. 0. Lies a + ihA ^ h. 

Nach den eingehenden Auseinandersetzungen 




3 de Fourier, Bd. II, S. 310) verdient das Theore:^ ^ 
i führen. 

'.. 8. 411, Z. 14 V. u. Der Satz, „daTs mit wachaendoni x die Anzahl A^^^^ 
Zeichen Wechsel beim Passieren einer Wur/cl der Gleichung um eine ui^^^z^ 
gerade Zahl abnimmt und sonst nur um eine gerade Zahl ahnflimi- 
iann," setzt voraus, dafs die passierte Wunel einfache Wureel d^ ^ 

Gleichung ist. Es wäre auch Z. 7 v. u. zu bemerken, dafs bei:^ :: 

Pourierschen Satze bei der Bestiimnung der Zahl der Wur/eln ein— -^ 
Gleichung f(x) ^ 0, die zwischen einer beliebigen Zahl ^i und ein -^ 
gröfBeren Zahl x^ liegen, eine jede Wurzel so oft zu zählen ist, wie d — -m 
Grad ihrer Vielfachheit es angiebt. Dieselbe BemerkuDg gilt auch f^^^^ 
S. 411, letzte Zeile des Textes. 

. S. 411, Amn, 7. Es wäre noeh beizufttgen: Fourier, Sur l'osage ^e=^ 

th^oreme de Descartes dans la recherche des limites des racines (182l Z^ 

Oeuvres de Fourier H, S. 201. 

. S. 412, Anm. 8. Hier wäre auch die Besprechung von Fouriers Ai .i^ -a 
lyse des equ. detemi. von Gaufs, ges. Werke III, S. 120 zu erwahn^^^»= B 

. S. 428, Z. 10 v. u. Der angeführte Satz ist aus der Arbeit von Cayles» _^ 
Journ. de math., 11, 297 zu entaehmen; explizite ausgesprochen wu^^ — -^de 
er von Borchardi, ebenda, 12, 58 (1847). 

. S. 433, Z. 6 V. u. Fourier bat that«äelilich die Funktion f(x) d ur — ^^'h 
Funktionen zweiten und höheren Grades ersetzt. Vorzüglich hat er ^»-"wf 
diese Weise Betrachtungen für die durch Funktionen zweiten Gra<^ *s 
vermittelte Annäherung, ilie den in I, S. 416 angeführten Sätzen ä"t^^ 
die lineare Annäherung ähnlich sind, angestellt. Vgl. Fourier, Anal_;y^«e 
des equ. determ.: Artikel 33, 34, 41 ff, des zweiten Buches. (Deuts^^Ä^e 
Ausgabe von A. Loewy inOstwalds Klassikern der exakten Wiss. Nr. 12 '^ ■} 

. S. 439, Z. 1 v. o. Es sollte nicht nur von der gröfsten Wurzel die R«c«3e 
sein. Da die Notiz über Kettenbräche sehr kurz ist, sei gestattet, «3-^m 
Folgende zur Ergänzung anzugeben: 

Ist die in einen Kettenbrach zu entwickelnde positive Wurzel d^3r 
Gleichung f{x) = mit x bezeichnet, so bestimme man die nächst klein»^^ 

positive ganze Zahl a und setze; x — a-\ Die sich für y orgeben*3* 

Gleichung, die mit fi(g) ^ bezeichnet sei, hat soviel reelle positi"^^* 
Wurzeln, die > 1 sind, als f{x) = reelle positive Wurzeln zwischen ^ 
imd n + 1 hat. Man bestimmt eine ganze positive Zahl o, > 1, so d»-J8 
zwischen «, und % + 1 eine Wurzel von /", (y) = liegt. '^ Setzt m^*-" 
y = Ol 4- - 1 so genügt y, einer Gleichung ^j(y,) = 0, die soviel reelJ^ 
Wui-zeln, die > 1 sind, besitzt, wie /i(j/) = reelle Wurzeln zwischen ^ö, 
und 0^ + 1 hat. Fährt man so fort, so weisen nach einer gewissen A.:^- 
sahl von Schritten die transformierten Gleichungen nur einen einzig^^^ 
Zeichenwechsel auf und besitzen daher nach dem Satze von Descart ^s 
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nur eine einzige positive Wurzel.') — Vine 
unter 1) angeführten Ort« gezeigt: Setzt man 
mehrfache Wurzeln entsprechend dem Lagrt 
Bei he nach: 



hat auch an dem 
^ine Gleichung ohne 
) sehen Prozefs der 



x^a^- 



= «! + « 



»l^Ü 



SO gelangt man, wie auch immer sonst die Zahlen a, a^, . . ., die nur 
positiv und gröfser als l vorausgesetzt sind, sein mögen, schlielslich zu 
transformierten Gleichungen, die entweder nur Zeichenfolgen oder einen 
einzigen Zeichen Wechsel aufweisen. Im zweiten Falle hat die Vor- 
gelegte Gleichung den Kett«nbruch "i + ^ zur Wurzel; der 

»,+■■■ 
erste Fall tritt jedesmal dann ein, wenn der angegebene Kettenbrach 
keine Wurzel der vorgelegten Gleichung ist. — Lagrange hat auch ein 
Verfahren angegeben, um die Teilnenner a des Ketten bniches, wenn einige 
derselben bekannt sind, ohne Probieren zu linden (Oeuvres 8, 8.120); 
ist die Rechnung weit genug vorgeschritteu , so liefert eine einzige 
Operation bald mehrere Teilnenner. Vgl. auch Legendre, Theorie des 
nombr«s, 3° ed., I, 8. 143; femer M. Ä. Stern, Theorie der Kettenbrüche 
MüA ihre Anwendung, Jouni. f. d. r. u. ang. Math., 11, 8. 277. — Die 
ganzzahligen quadratischen Gleichungen und die periodischen Kettenbrüche 
«ind in I A 3 (S. 133) behandelt. Die Präge nach den irreduktiblen 
Gleichungen, welche die Eigenschaft haben, dafs, wenn man ihre reellen 
Wurzeln nach Lagrangea Methode in Kettenbrüche entwickelt, zwei 
oder mehrere der sich ergebenden Kettenbrüche schliefslieh dieselben Teil- 
nenner aufweisen, wurde von Vincent, a. a, 0., angeregt und von 
J. A. Serret, Developpements sur une claase d'eqoations, Jonrn. de 
math., 16, 152 (1850), erledigt. Vgl. J. A. Serret, Cours d'algehre, II, 
ß. 615 ff. (3' ed. 1866). Bezüglich der Gleichungen dritten Grades 
dieser Art vgl. Lobatto, Note sur une propriet^ relative aux r&cines 
d'une clusse particuliere d'equations du troisieme degrä, Joum. de math. 
9, 177. 

S. 439, Z. 6 V. o. Bernoullis Verfahren. Die allgemein D. Bernoulli 
angeschriebene Methode geht in Wahrheit auf Lagrange (Trait« de la 
rÄ3. des eqn. numeriques, Note 6, Sur la lu^thode d'appronmation tiree 
des series recurrentes, Oeuvres de Lagrange, 8, S. 168) zurück. 
Bernoalli behandelt an dem in Anm. 34 erwähnten Ort« die Berech- 
Dung der Gleiehonga wurzein durch rekuarente Reihen. Er giebt den Sala 
(a. a. 0. S. 98): Hat man die Gleichung: 



' + «ji- ■ 



' + ■■■ + (». 



1 rekurrenter Weise 



■ + 0,ftH 



1) Lagtange, Trait^ de la reaolntion des equ. numeriques, Chap. 'I sowie 
ie la (Oeuvre« de Lagrange. Bd. 8). Vincent, Net« aar la n^solution des 
«tionB, Jonra. de Lieurille, 1, S41 (lti»fi). 
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wobei P,, Pj, . . ., P, n wllltürliche Gröraen sind, i 

Quotient — ^ — mit wachseodein v, falls nicht zwei Wuraeln der Gleithung 

denselben grölsten abaoluten Betrag haben, einem Gtrenzwert«, der die gröfste 
Wurzel der Gleichung ist. Ein analoges Theorem pebt Bernonllj (a. a. 0. 
S. 92) für die absolut kleinste Wurzel der Gleichung. — Die Methode des 
Textes, wobei die P, die vtenPotenzsnmmen 5, der Gleicbongs wurzeln sind, 
findet sich erst bei Lagrange (Oeuvres 8, S. 170) mit der Bemerkung 
„Cette methoda rentre dans ceUe quo Daniel Bernoulli a deduite de la 
cousid^ration des suites recurrentes et qu' Euler a esposee en detail dans 
son Introduction," Die uns heute so geläuSge Thatsache, dafs sich durch 
die ersten » Potenzsummen der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
Mten Grades die folgenden in rekurrenter Weise ausdrücken lassen, war 
D. Bernoulli, als er 1728 die fragliche Arbeit veröffentlichte, überhaupt 
vielleicht nicht bekannt; jedenfalls war dieses Resultat noch nicht pu- 
bliziert. Die Arithmelica uiüveraaUs, die 1707 erschienen war, enthalt 
die Newtonscheii Formeln bis zur sechsten Potenz mit der Bemerkung 
et sie in infinitum obscrvata serie progressionis ohne Beweis. Die 
Summen der (n -|- l)tea und folgendeo Potenzen, auf die es bei der 
rekurrenten Beziehung anJiOinint, drücken sich ein wenig andere ans; 
man kann daher sogar vielleicht zweifeln, ob Newton selbst das Gesetz 
für die Summen der höheren als n ten Potenzen kannte. Bewiesen wurdao 
die Newtouschen Formeln erst 1745 von G. F. Bäruiann (Bärm&ooa 
Arbeit ist abgedruckt in Newtons Atithmetica universalis, ed. Castillio* 
neus (1761), Add., 8. 110.) Vor Bttrmanu erwähnt nur Johann Ber- 
noulli, dafa er einen Beweiß für das sehr elegante, von Newton ohne 
Beweis gegebene Theorem besitze. (Opera IV, S. 22 (od. 1742)). — An 
weiterer Litteratur wäre in Anmerkung 34 aufser Lagrange noch bei- 
znfttgen: Legendre, Theorie des nombrea I, Artikel 113, S. 168, 3' ed. 
— Eine Fortbildung der Methode zur Bereehnung sämtlicher Gleichungs- 
wurzeln ist zuerst von Fourier, Analyse des 4qu, d^term. (Deutsche 
Ausgabe in Ostwalds Klassikern der exakt. Wiss. Nr. 127, 8. G3ff.) 
angedeutet worden; ausgeführt wurde sie von M. A. Stern, Jonrn. f. d. 
r. u. ang. Math., 11, 294 und Jacob!, ebenda. 13, 349. VgL i " 
vorzüglich die in Anm. 36 zitierte Arbeit von F. Cohu. 



Zu I B 3b. Rationale Funktionen der Wurzeln. Symmetrische 

und Affektfunktionen. 
I. 8. 451, Anm. 6 igt beizufügen: 

Lagrange, Trait^ de la resol. des equ. numeriques. Note 6, Oeuvres 

de Lagrange 8, S, 168. — Grunert,- Supplemente zu Klügeis math. 

Wörterbuche, II, 8. 424. — Auf die zwei genannten Autoren scheinen 

die heute üblichen Beweise der Newtonachen Formeln zurückzugehen. 

Freiburg i. B. A. Loewy. 



Gedächtnisrede auf Immanuel Lazarus Fnchs 

(geb. am 5. Mai 1833, gest. am 26, April 1902). 

Von M. Hamborgek. 

Gehalten im MatbematiBchea Verein der UuiveraiCllt Berlin am b. Mai 1908.' 

Als Tor fünf Jahren der greise Weierstrafa in dem unbestrittenen 
Balune <lea ersten Analysten seiner Zeit aus dem Leben schied, da war 
^reits seit htnge glänzender Ersatz geschaffen in dem Manne, dessen 
plötzlichen Heimgang wir jetzt beklagen, in Fuchs, dessen Nanie in 
der Geachichte der Mathematik mit einer der wichtigsten Disziplinen 
der Anaijsis, der Theorie der linearen Differentialgleichungen, atets 
luhmreich verknüpft sein wird. 

Das oft zitierte Wort ans der Erwidernng auf seine Antrittsrede 
«Is Mitglied der Berliner Akademie der Wissenschaften, dafs er dem 
mathematischen Eönigreiche eine neue Provinz hinzugefügt habe, konnte 
ipäter bei der Überschau der grofsen Reihe bodentungSToller Ergeb- 
nisse, die bei dem Aufbau and der Dorchforschung des Gebiete« in 
jegster Weehaelbeziehung mit den verwandten Disziplinen gewonnen 
-irnrden, dahin ei^nzt werden, dals die Theorie der linearen Diffe- 
Tentialgleichiingen seit ihrer Begründung einem grofsen und wichtigen 
Teile der analytischen Forschung ihr ßepräge aufgedrückt bat. 

Die Darsteliong der wissenschaftLchen Leistungen von Fuchs, 
die nicht allein durch die Z^ Ihrer Ergebnisse, sondern auch durch 
£e Stellung nener Probleme nnd EinfQhmng neuer Methoden hervor- 

Q, ist eine An^^be, von der ich mir nur zu wohl bewofst bin, 
wie wenig ich ihr gewachsen bin, and wenn ich der ehrenroUen Auf- 
forderung des Mathematischen Vereins, die Oettäcbtnisrede zu halteo, 
^folgt bin, so habe ich meine Bedenken zurückgedrängt in dem tiefen 
0efühl der Dankbarkeit für die Freundschaft, die der Dahingeschiedene, 
dem ich stets mit Verehrung anfgebUckt, mehr als 50 Jahre mir 
geschenkt hat. 

Immanael Lazaras Fachs iat Aea b. Mai 1833 za Mocnbia in 
Prorinx Pomo geboren. Schon in den frfiben AJter von 14 Jahren 
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M. HiMBÜBOBR: 



vGrliefs er das Eltemhaua, um das Friedrich -Wilhelms - Gymnaainm m 
Posen zu besuchen, wobei er genötigt war, bei den dürftigen Ver- 
hältnissen, in denen sich Böiue Eltern befanden, neben der Arbeit fiir 
die Schule für seinen Unterhalt zu aoi^en. Die ausgezeichneten Fort- 
schritt«, die er trotz mangelhafter Vorbereitung anf dem Gymnasium 
machte, ermöglichten es ihm sehr bald, durch Unterricht sich Erwerb 
zu schaffen. Er war ein gesuchter Lehrer, ausgezeichnet durch die 
Kunst, im Schüler die Terborgenen Fähigkeiten zu erwecken und zu 
entwickeln, und den Eltern empfohlen durch den Ernst, zu dem er in 
dem schwierigen Kampfe mit der Not des Lebens weit vor seinen 
Altersgenossen herangereift war. Zu dieser Zeit war es, wo er Kuerst 
mit Koenigsberger in Berührung kam. Als Erzieher in dessen 
Haus berufen, verstand er es, in seinem Zögling das Interesse für 
Mathematik /.u erwecken. Der mächtige Einflufs, den er dadurth über 
ihn gewann, war ausschlaggebend dafür, dafs sich Koenigsberger 
der wissenschaftlichen Berufshahn zuwendete, die sich ao glänzend ge- 
stalten sollte. 

1853 erhielt er das Zeugnis der Reife, blieb aber dann zunächst 
ein Jahr in Posen als Hauslehrer ira Koenigsbergerschen Hause. 
Auf der Universität hatte er noch das Glück, zu den Füfsen Dirichlet» 
zu sitzen. AuTserdem hörte er Kummer, Borchardt und von ISöß 
an Weierstrafs. Neben dem Hören von Vorlesungen studierte er 
fleifaig Gaufs' Disquisitiones arithmeticae, sowie die Werke der fran- 
zösischen Meister, wie Fourier, Laplace. Hervorheben möchte ich 
noch, dafa ich als junger Student ihn besonders eifrig mit Cauchys 
Exercices beschäftigt fand, die er als aufserord entlich instruktiv pries. 
Es scheint mir das vorbedeutend für seine spätere wisaenscbaft liehe 
Richtung, die ja doch vomehmlieh von deu Cauchyschen Prinzipien 
bestimmt wurde. Auf der Universität machte er sich bemerkbar durch 
eine Bewerbung um eine Preiaaufgabe, bei der er den zweiten Preis 
davontrug. Sie betraf das Gebiet der Geometrie, und zwar den Teil 
desselben, der mit der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
zusammenhängt. Mit dieser Arbeit promovierte er auch 1858. Ab- 
gesehen von einer zweiten Arbeit auf demselben Gebiete bewegten sich 
seine ersten selbständigen Arbeiten auf dem Felde der Zahlentheorie, 
Die Wahl der Aufgabe in einer derselben, die Bestimmung der Klassen- 
zahl der aus den Einheits wurzeln gebildeten komplexen Zahlen von 
periodischem Verhalten, zeigt, wie tief er in die KnmmeTsclie Theori« 



Nachdem er an mehreren Anstalten Hilfslehrer gewesen war, auch 
an der Vereinigten Artillerie- und Ingenieurschole Unterricht erteilt 
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iutte, trat er in das Kollegium der Friedrichs -Werderseben Gewerbe- 
schule ein. 1865 habilitierte er sich an der hiesigen UniTersität als 
Privatdozeut Zu Ostern desselben Jahres erschien in dem Programm 
der Friedrichs -Werderseben Gewerbeschule eine Arbeit von Fuchs 
unter dem Titel: ^ur Theorie der linearen Differentialgleichungen mit 
Teründerlicben Koeffizienten", die zuerst die Aufmerksamkeit der 
mathematischen Welt auf ihn lenkte und ihm auch bald darauf die 
auTserordentlicbe Professur eintrug. Sie begründet die moderne 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. Daa neue Licht, das von 
lliemanns wegen der Originalität unJ Tiefe gleich bewundernswerten 
Methoden und Prinzipien ausging und auf alle Gebiete der Analysia 
Beine glänzenden Strahlen warf, sollte auch hier seine zündende Kraft 
Iwwähreu, Die ihm eigentümliche Bestimmungsweise einer Funktion 
«lurch Grenz- und Unstetigkeitsbedinguagen hatte Riemann, wie in der 
Theorie der Äbelscben Funktionen, so auch für die Untersuchung der durch 
«lie Gaufssche Reihe darstellbaren Funktionen in Anwendung gebracht. 
Die Abhandlung über den letzteren Gegenstand war schon im Jahre 
1857 erschienen. Doch noch war die neue Denk- und Anschauungs- 
"weise zu wenig in weitere Kreise eingedrungen, und so blieb diese 
jetzt so berühmte Schrift ohne merkbaren Ejntlufs. Selbst Kummer, 
mit dessen Arbeit über die hypergeometrische Reihe die Abhandlung 
die nächste Beziehung hatte, konnte Fuchs auf sein Befragen keine 
Auskunft über den Inhalt derselben geben. Das eindringliche Studium 
dieeer Schrift veranlaJste Fuchs zu seinen Untersuchungen über lineare 
Differentialgleichungen. Hier entwickelt er zum ersten Male präzis 
den Begriff eines Fundamen talsystems von Integralen, zeigt, dofs die 
Integrale eines solchen Systems bei Umläufen der unabhängigen Va- 
riablen um die singulären Punkte, die hier mit den Koeffizienten der 
Differentialgleichung gegeben sind, in lineare homogene Verbindungen 
ihrer selbst übergehen, woraus dann folgt, dafs es stets Integrale giebtj 
die bei einer Umkreisung eines singulären Punktes in sich selbst mit 
einer Konstanten multipliziert übergehen. Der Augenblick ist mir in 
lebhafter Erinnerung, da Fuchs den Satz fand. Wir wohnten zur Zeit 
vorübergehend zusammen, und ich hörte, wie er, mitten in der Arbeit 
sich aufrichtend, in freudiger Erregung sagte: „Eben habe ich einen 
schönen Satz gefunden." Da er vor der Veröffentlichung einer Arbeit 
sich nie über dieselbe äufserte, so muTste ich mich schon gedulden, bis 
die Arbeit publiziert war. Dieser Satz war in der That fundamental 
fär die Theorie der linearen Differentialgleichungen; denn er führte 
Qnmittelbar zu dem Ergebnis, dafs sich die Integrale in der Umgebung 
der singnlären Punkte wie Potenzen und Logarithmen verhalten. Von 
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der gröläten Wichtigkeit war die Abgrenzung einer gewissen wohl 
nierten, jetzt sogenannten Fuchssclien Klasse von linearen Differential- 
gleichungen, bei der nach dem heutigen Ausdruck die Integrale kein» 
Unbestimmtheitsstellen besitzen und daher in ihren Eigeuscbaftea den 
algebraischen Funktionen üjn nächsten kommen. Für sie beherrsclit 
man das Verhalten der Integrale liir alle Werte der unabhängigCL 
Variablen. Namentlich konnte man auf algebraischem Wege die Ei- 
poneuten des Äiifangsgliedes in der Entwickelung der Integrale in der 
Umgebung der aingulären Punkte bestimmen. 

Nachdem die Gnindlagen der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen entwickelt waren, zeigte sich bald, dafs dieselbe nicht nur 
auf bereits erforschte Gebiet« neues Licht warf, sondern auch zu neuen 
Problemen und Zielen hinzuführen geeignet war. In einer nach- 
folgenden Abhandlung betrachtet Fuchs die Periodizitätsmoduln des 
hyperelliptischen Integrals als Funktionen eines Parameters, indem die 
Verzweigungspimkte des Integrals ala von einem Parameter ablüingig 
angenommen werden. Diese Funktionen geniigen einer linearen Differential- 
gleichung der FuehsBchen Klasse, deren Herleitung gegeben wird. 
Um aber die Anwendung der neu gewonnenen Prinzipien fruchtbar za 
gestalten, wird das neue Problem gestellt, aus der Integralform selbst 
die Veränderungen zu bestimmen, die die Funktion bei beliebigen Um- 
läufen erfahrt. Die Lösung dieses Problems mittels der von ihm be- 
gründeten Methode der veränderlichen Integrationswege, kombiniert mit 
den erwähnten Prinzipien, bietet das Mittel dar, die Periodizitätamoduln 
ab lineare homogene Funktionen der Elemente eines beliebig fixierten 
Fundamentalaystems der Integrale der linearen Differentialgleichung 
darzustellen. Die erhaltenen Resultate werden später auf die Periodizitäta- 
moduln Abelscher Integrale aasgedehnt. Für die Periodizitätsmoduln 
eines elliptischen Integrals als Funktionen des Moduls fuhrt Fuchs 
die Untersuchung in einem klassischen Aufsatz, der an Hermite ge- 
richtet ist, weiter fort, und indem er umgekehrt den Modul als 
Funktion des Quotienten der Periodizitätsmoduln betrachtet, gewinnt 
er für den Fall, dafs das elliptische Integral von der ersten Gattung 
ist, den Eingang in die Theorie der Modulfunktionen, für deren schon 
bekannte Eigenschaften, die aber hier aus einem weit allgemeineren 
Theorem abgeleitet werden, er so die wahre Quelle entdeckt. Damit im 
Zusammenhange steht eine neue Reihe von Untersuchungen, die die Ver- 
allgemeinerung des Jacobischen Umkehrungsproblems im Auge haben, 
und wo es sich um die Frt^e handelt, welcher Art die Funktionen 
sein müssen, die die Stelle der algebraischen Funktionen einnehmen 
dürfen, wenn die Umkehrharkeit erhalten bleiben soll. Ich hebe 
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d&rans mir den Fall hervor, wo es sich um Fimktionen handelt, die 
durch Umkehrung der Integrale zweier Lüaiingen linearer Differential- 
gleichnngen zweiter Ordnung entstehen. Hier wird ebenfalls die un- 
abhängige Variable als Funktion des QuotiButen der beiden Lösungen 
eingeführt und einer eingehenden Behandlung unterworfen, wobei sich 
ergiebt, dafa dieselbe unter den itir die Umkehrbarkeit erfüllten Be- 
dingungen eine eindeutige Funktion dieses Quotienten ist. Diese 
Arbeit hat Herrn Poincare zu seinen ausgezeichneten Untersuchungen 
Ober die Funktionen, welche durch lineare Substitutionen unveriindert 
bleiben, den direkten Anlafs gegeben. Mit Hilfe dieser Funktionen, 
Ton denen er eine gewisse Klasse mit dem Namen der Fucbsscben 
Funktionen bezeichnet, gelingt ea ihm zur Bewunderung der mathe- 
matischen Welt zu zeigen, wie man abhängige und unabhängige Variable 
einer linearen Differentialgleichung mit algebraischen Koeffizienten und 
ebenso zwei durch eine beliebige algebraische Gleichung verknüpfte 
Veränderliche als eindeutige Funktionen eines Parameters darstellen kann. 
Die Frage nach der algebraischen Integrierbarkeit linearer Diffe- 
rentialgleichungen war für die spezielle Differentialgleichung, der die 
Oaufssche Reihe genügt, zum ersten Male von Herrn Schwarz in 
einer berühmten Abhandlung gelöst worden. Fuchs löste diese Frage 
für die allgemeine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die 
Methode, die er dabei anwandte, ergab Beziehungen zur Invarianten- 
theorie algebraischer Formen. Bei Gelegenheit der Herstellung der 
dabei in Frage kommenden sogenannten Primformen stellt er den AI- 
gebraikem das Problem, die Formen nten Grades zu bestimmen, deren 
Kovarianten von niedrigerem als nten Grade verschwinden. Denn 
durch diese Eigenschaft konnten die Primformen definiert werden. 
IHe Lösung dieses Problems würde ihm die Bestimmung der Prim- 
formen, die er auf einem anderen Wege gab, erleichtert haben. Herr 
Oordsn löst« in der That später das gestellte Problem. Für die 
linearen Differentialgleichungen höherer als zweiter Ordnung nahm 
Fnchs die Frage auf andere Weise in Angriff, indem er die Voraus- 
■etzang machte, die für algebraische inte^ierbare Differentialgleichungen 
iVtets erfüllt ist, dafs zwischen den £lementen eines Fundamental- 
Sfstems eine oder mehrere homogene Gleichungen höheren als ersten 
Grades bestehen, und sich die Aufgabe stellte, die Natur der Integrale 
'Vnter dieser Voraussetzung zu ergründen. Er führt« die Untersuchung 
ftr den Fall der dritten Ordnung aus, wo nicht mehr als eine solche 
Belation bestehen kann. Ohne auf das Nähere hier einzugehen, will 
ieh nur bemerken, dals gerade diese Arbeit eine grofse Anzahl von 
.Mathematikern zur Nachfolge anregte. Die Differentialansdrücke in- 
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varianter Natur, die hier eine Holle spielen, die sogenannten Diffe- 
rential invarianten, sind infolge dieser Anregung Gegenstand eingehender 
Untersuchungen geworden. 

Auch auf nichtlineare Diiferentialgleichungen richtet« Fucha seine 
Aufmerksamkeit. Hier ist wiederum die präzise Fragestellung und der 
methodische Gang seiner Untersuchung bezeichnend. Die linearen 
Differentialgleichungen sind dadurch ausgezeichnet, dafs die Ver- 
Zweigungspunkte ihrer Integrale von den gewählten An fang» werten 
unabhängig sind. Fuchs stellt nun die Frage allgemein nach den 
Differentialgleichungen, deren Integrale eich derselben Eigenschaften 
erfreuen, und beantwortet sie für die Differentialgleichungen erster 
Ordnung, indem er die Form einer solchen Differentialgleichung und 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Koeffizienten 
genau feststellt. Es zeigt sich dabei, dafs das Geschlecht der Diffe- 
rentialgleichung als algebraischer Gleichung für die Funktion und ihw 
erste Ableitung, in der die unabhängige Variable als Parameter anga- 
eehen wird, eine Rolle spielt. Diesen Gedanken fafst Herr Poincar^ 
auf und gelangt zu der überraschenden Entdeckung, dafs, falle das 
Geschlecht grofser als Eins ist, das Iptegral einer solchen Differential- 
gleichung stets algebraisch ist. Eine schöne Reihe von Arbeiten deut- 
scher und franzosischer Mathematiker, die der betretenen Bahn folgten 
und die Methode auf Differentialgleichungen höherer Ordnung auszu- 
dehnen suchten, wobei allerdings so ab schlief sende Resultate nicht zu 
erlangen waren, zeigt die Fruchtbarkeit der gewählten Fragestellung. 
Denn das ist eben das Bemerkenswerte an dem Gange seiner Unter- 
suchungen, dafs sie auch den mitstrebenden Mathematikern ein dank- 
bares Arbeitsfeld erschliefsen. Kurz berühren will ich noch die An- 
regung, die Fuchs ebenfalls auf dem Gebiete der nicht linearen 
Differentialgleichungen dadurch zur weiteren Forschung gegeben hat, 
dafs er auf manche Lücke in den Entwickelungen von Briot und 
Bouquet aufmerksam gemacht hat, namentlich in der Frage, ob das 
holomorphe Integral, das durch gewisse Anfangawerte definiert ist, 
auch wirklich das einzige ist, welches diesen Anfangsbedingungen ge- 
nügt, wie Briot und Bouquet bewiesen zu haben glaubten. Die 
Untersuchung ergab, dafs es in der That im allgemeinen mehr als ein 
Integral giebt, das vorgeschriebenen Anfangsbedingungen entspricht. 

Eine ganz neue Reihe von höchst folgenreichen Untersuchnngen 
Ober lineare Differentialgleichungen beginnt mit der Einführung der 
sogenannten Assoziierten einer linearen Differentialgleichung, denen die 
Unterdeterminanten, die aus der Determinante eines Fundamentalsystems 
Ton Integralen der ursprür^licken Differentialgleichung gebildet werden 
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kÖDneii, genügen. Hier fafst Fuclis besondera den Fall ins Auge, 
.dafs die ursprflngliche Differentialgleichung zu denen gehört, deren 
Substitutionsgruppe von einem in den Koeffizienten auftretenden Para- 
meter unabhängig iat. Nun gehören zu den Differentialgleichungen 
der bezeichneten Kategorie diejenigen, welchen die Periodizitätsmoduln 
"Aei hyperelliptiacben und überhaupt der Abelschen Integrale genügen. 
Für den Fall, dafs das Geschlecht gleich 2 ist, findet Fuchs die Redukti- 
bilität der zweiten Assoziierten in dem von Herrn Frobenius fixierten 
Binne, dem man überhaupt die Einführung des wichtigen Begriffs der 
Reduktibilität in die Theorie der linearen Differentialgleichungen verdankt. 
Eieraus ergeben sich die Weierstrafsschen lElelationen zwischen den 
Periodizitätsmoduln der hjperellip tischen Integrale erster und zweiter 
Gattung, Bo dafs auch für diese berühmteil Relationen eine neue Quelle 
in der Theorie der linearen Differentialgleichungen gefunden war. Fuchs 
hatte die grofse Freude, dafs sein Sohn in seiner Doktordiasertation 
die analoge Untersuchung für die Differentialgleichungen, denen die 
Periodizitätsmoduln der hyperelliptischen Integrale von beliebigem Qe- 
■chlecbt genügen, durchführte, indem er den Reduktibilitätssatz auf 
alle Assoziierten ausdehnte. Aus den Ergebnissen dieser Untersuchung 
iblgen die WeierstrafBschen Relationen im allgemeinen Falle, 

Abgesehen von dieser Anwendung ist die Betrachtung der Kategorie 
linearen Differentialgleichungen, deren Substitutionsgruppe von einem 
in den Koeffizienten auftretenden Parameter unabhängig ist, an sich nach 
iwei Seiten hin von Wichtigkeit. Einmal giebt sie Aufachlufs über die 
Eigenschaften gewisser simultaner partieller Differentialgleichungen, die 
bereits von anderer Seite her den Mathematikern sich dargeboten hatten, 
und hier hatte wieder Fuchs die Freude, dafs die jüngst im Programm 
des Bismarck' Gymnasiums erschienene Arbeit seines Sohnes es sich zur 
dankenswerten Aufgabe macht«, die Darstellung der bezüglichen ünter- 
«uchungen in einer durchsichtigen, weiteren Kreisen zu dinglichen 
'Weise zu geben, wobei er den Gegenstand von neuen Gesichtspunkten 
behandelt und zu einem wichtigen ohne Beweis gegebenen Satze 
den Beweis hinzufügt, Andrerseits ergiebt sich die allgemeine Bedeu- 
tung der bezeichneten Kategorie von Differentialgleichungen durch die 
neuesten Arbeiten des Herrn Schlesinger, in denen er ein Problem, 
das bereits Kiemann, wie ans seinen nachgelassenen Schriften hervor- 
gebt, beschäftigt hatte, mit den neu gewonnenen Hilfsmitteln wieder 
mu&iimint. Das Problem besteht darin, ein System von n Funktionen 
BD bestimmen, für welche die Lage ihrer Veraweigungspunkte und die 
Gruppe der linearen Substitutionen, welche sie bei Umläufen der unab- 
hängigen Variablen erfahren sollen, willkürlich vot^schrieben sind. 
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Unter gewissen Bedingungen, die nur die Substitutionen betreffffi 
erbringt Herr Schlesinger den Exiatenzbeweis für die Funktionen, 
dieselben genügen einer lineareii Differentialgleichung wter Ordnung, 
Betrachtet man jetzt die Substitutionen als fest gegeben, die Ver- 
zweigungapunkte aber als variabel, etwa als Funktionen eines Para- 
meters, Bo werden wir hier gerade auf Differentialgleichungen geführt, 
deren Substitutionsgnippe von dem in ihren Koeffizienten enthaltenen 
Parameter unabhängig sind. Demnach erscheinen, wenn man vom 
Riemannschen Problem ausgeht, die Differentialgleichungen der be- 
zeichneten Kategorie als der allgemeine Fall, während sie, von Seit«u 
der Differentialgleichung angesehen, sich als besonderen Fall dar- 
stellen — eine Erscheinung, die auch auf anderen Gebieten der Mathe- 
matik oft beobachtet wird. 

Indem ich hiermit die gegenüber der FOUe des Stoffs snr zu 
lückenhafte Schilderung der wissenschaftlichen Werke von Fuchs 
aehliefae, ist es mein Wunsch, dafs es mir gelungen sein möge, Ihnen 
von dem Reichtum, der Tiefe und der Fruchtbarkeit seiner Schöpfungen 
eine Vorstellung zu geben. 

Sein Lebensgang erfiihr 1869 ebe Wendung, indem er nach 
Greifswald als ordentlicher Professor berufen wurde. Vorher aber 
war ein beglückendes Ereignis in sein Leben eingetreten, indem er die 
Erkorene seines Herzens, Marie Anders, als Gattin heimführte. Sie 
verlieh der zweiten Hälfte seines Lebens sonnigen Glanz durch die 
sorglichste Pflege, die sie in unbegrenzter Verehrung ihm widmete, nnd 
durch die muntere Lebhaftigkeit ihres Geistes, mit der sie sein Gemüt 
erhellte und, alles Widrige von ihm fernhaltend, die Bahn für sein 
geistiges Schaffen ebnete. 1874 kam er nach Göttingen und im Jahre 
darauf nach Heidelberg, der Stadt, in der seine Erinnerungen am 
liebsten weilten. Hier traf auch alles zusammen, was seinem Geist 
und Gemüt im Innersten zusagte: Herrlichkeit der Naturumgebung, für 
die er bei seinem ausgeprägten tiefeu Naturgefühl besonders emp^ng- 
lich war, der persönliche Verkehr mit den Studenten, die Freiheit, mit 
der er als der einzige ordentliche Professor in seinem Fache seiner 
wissenschaftlichen Denkweise Geltung verschaffen konnte — wie denn 
auch die meisten Schüler, die sich einen Namen gemacht haben, von 
da entstammen — endlich und uicht zum mindesten die herzlichen 
Beziehungen zu den Kollegen aus den verschiedensten Fakultäten, die 
auch über die Zeit seines Aufenthalts erhalten blieben. 1884 kehrte 
er, einem ehrenvoUeu Rufe folgend, uach Berlin zurück, wo er 
denn allerdings erst den seiner Bedeutung angemessenen Wirki 
kreia fand. 
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Von seiner Lehrthätigkeit als Dozent rülimen seine Hörer die 
larheit seines Vortrags, der in langsamer R«de dahinflofs. Ea kam 
lOun nicht darauf an, seine Hörer mit einer Fülle von fertigen Resul- 
taten zu belasten; er war vielnielir darauf bedacht, ilmen den Weg zur 
präzisen Stellung des Problems zu weisen und die entsprechende 
Methode der' Untersuchung einzuprägen — die beste Weise, den 
Empfangenden zur selbständigen Forschung anzuregen. Als bemerkens- 
wert verdient hervorgehoben zu werden, dafs Fuchs in Berlin zuerst 
in seinen Vorlesungen die Studierenden in die Riemannsche An- 
schauungsweise einführte, tiir deren Kenntnis sie vor ihm auf Lehr- 
bücher angewiesen waren. 

Wie er in der Wissenschaft auf Strenge hielt, so war er auch 
als Mensch durch Gediegenheit seines Wesens und Liebe zur Wahrheit 
ausgezeichnet. Bei allen Fragen seines Faches hatte er nur die Sache 
und die Würde der Wissenschaft im Äuge, persönliche Rücksichten 
l^en ihm fem. Für seine Person strebte er nicht nach äufseren 
Ehren. Er war stets der Ansicht, dafs der wahre Lohn der Arbeit in 
Lder Freude an dieser selbst liege. ,^ieser Lohn", so schrieb er mir 
mal, ,,i3t invariabel und namentlich k«iDe Fimktion des Wohlwollens 
■i^er Mitmenschen." Wahres Verdienst erkannte er gern bei anderen 
Namentlich verfolgte er mit grofser Teilnahme die Fortschritte 
[erer Talente, die er in jeder Beziehung zu fördern suchte. Für 
leine Studierenden war sein gastfreies Haus Jederzeit offen. Viele 
Iverden gern der geselhgen Zusammenkünfte in seinem Hause gedenken, 
er durch sein gemütliches Wesen im Verein mit der Liebena- 
wflrdigkeit seiner Gattin eine wohlthueade Behaglichkeit um sich ver- 
breitete, gewürzt durch einen feinen Humor, mit dem er aus dem 
reichen Schatz seiner Erinnerungen so manches zum Besten gab. 

Er hatte ein weiches Gemüt, das sich demjenigen erschlofs, der 
das Glück hatte, ihm näher zu treten, und in der Freundschaft erwies 
er sich treu wie Gold. Er war ein überaus zärtlicher Gatte und Vater, 
und seine Liebe wurde ihm von den Angehörigen mit Verehnmg und 
Dankbarkeit vergolten. Das reine Glück, das er in der Familie fand, 
wurde durch einen schweren Schlag getrübt, da ihm ein prächtig ent- 
^iwickelteB Kind, der Liebling des Hauses, im zarten Alter durch den 
Tod entrissen wurde. Den Schmerz darüber hat er nie verwunden 
nd das Andenken an den Heimgegangenen bis zu seinem letzten Atem- 
I heilig gehalten. 

Wenn er aber in den letzten Tagen seines Lebens an der Seite 
der geliebten Gattin um sich blickte, bo konnte er wohl die vollste 
Befriedigung empfinden. Zwei liebe Töchter waren an treffliche 
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Männer verlieiratet, und zwei Enkelinnen durfte er in seine Arme 
drücken. Drei erwachsene wohlgeratene Söhne bildeten seinen Stolz^ 
den ältesten sah er bereits in Amt und Würden und als treuen und 
erfolgreichen Mitarbeiter in der Wissenschaft seines Faches. Die 
jüngste Tochter, der Sonnenstrahl des Hauses, war die Erquickung 
seines Herzens. Er selbst war noch in rüstiger Scha£Penskraft, voll 
von ßedanken und Entwürfen, als ihn der Genius des Todes mit 
sanftem Flügelschlag dem irdischen Sein entrückte. 

Das Bild des teuren Entschlafenen wird in unserem Herzen fort- 
leben, durch seine Werke hat er sich ein Denkmal für alle Zeiten 
errichtet. 



Znr nicliteii^dlschen Getuuetrie. 

Von Padl Stackel in Kiel. 

In der Euklidischen Geometrie gilt für die Projektionen einer 

ecke auf eine Gerade der Satz: 

Wenn eine Gerade ÄS von konstanter Länge in der Ebene derart 

verschoben wird, dafs der eine Endptmkt A in einer zweiten Geraden 

Ä^A bleibt, während der Winkel A^AB beständig leädist, ohm jedoch 

«inen Rechten m überschreiten, so hat die l^ojektion A^Bi von AB auf eine 

A^A senkrechte Gerade die Eigensdtaft ebenfalls beständig m icachsen. 

Zu den Paradoxien der Lobatachefskij- 
len Geometrie gehört es, dafs in ihr die 
Projektionen einer Strecke konstanter Länge 
.«in ganz anderes Verhalten zeigen. 

Von B möge auf A^A das Lot BC gfr- 
fällt werden. Man bezeichne AB, BC, CA 
4er R«ihe nach mit c, a, b und setze A^A = d, 
'^AjAB^a, A^Bj^x. Da das Viereck 
i^A^CB in ß,, A^, C rechte Winkel hat, 
gilt in der Lobatschefskijachen Geo- 
metrie die Gleichung'): 

coa n(x) = Bin n{d — b) cos n(a) 

_ ainn(ri)6inn(b )cQgJJ (a) 

1 — coBn(d)coBn(6) 

Nun ist in der Euklidischen Geometrie 

X = csioa. 
Uan wird deshalb die Gleichung für coa/7(:r) in der Form schreiben: 
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C08 77(3:) — COB 77(c) sin a. ■ 



nJ7(d) 



-CoaiICd)coan(6) 






1) Tergl. P. Engel: ff. J. LobaUche/sttj , licet geometrische Abhandlungen. 
%veit«r Teil, Leipzig ISaa. S. 347, Die ß«g«l Engels, nach der man die R«la- 
tionen zwischen deu fünf Stocken eineB Vierecks mit drei rechten Winkeln sofort 
lÖiiBchreiben kann, wird auch von Herrn F. Barbarin in dem Bache: iHtudft de 

'irie anahßigue non mclidi&nne. BniielleB 1900. S. 7 angegeben, der sie 
idurch Herrn de Lagrandval in Bordeam kenuen gelernt hatte. 



: Zur nichteuklidiecheD Geometrie. 

Für das rechtwinklige Dreieck ABC bestehen aber die Relationen: 

tg/3(c) = sinatg/7(a), sin n(c) = sin JI(a)siii/7(6), 
aus denen sofort hervorgeht, dafa der dritte Faktor in dem Ausdrucke 
für cos n{z) den Wert 1 hat. Beachtet man noch die Relation: 

cos n{b) = cos 7J(c) cos a, 
so ergiebt sich: 

■=-"W-°°'"W .-.,.n""co"'l.nm - 

Um die Untersuchung zu vereinfachen, soll angenommen werden, 
daTs zwischen d und a die Relation 

cos tt cos n(d) =• cos A 
bestehe, in der X einen gegebenen spitzen Winkel bedeute. Damit 
diese Relation erfüllt sein kann, niufs /7((0 '^ ^ sein. Es sei etwa 
il(d(,) = i; die durch A,, in dem Abstände -4,.^ = tlg von J^-ß, nnter 
dem Winkel X gezogene Gerade ist dann asymptotisch zu AiBy 
Wächst d von rf^ ^'^ '^i ^^ nimmt n(d) von X bis ab, a nimm^ 
also von bis X zu. Wenn man daher den Punkt Ä auf A^ A von A^ 
bis ins unendliche verschiebt, so wächst der Winkel A^AB Ton bis iL 

Die Projektion x von AB wird durch die Gleichung gegeben: 

™n{:t)_coBn(o) . j-^^fflS__, 

die erkennen läfst, dofs cos J7{a:) und damit x selbst für d = df, (w^en 
« = 0) und für rf = oo (wegen sin n(d) = 0) verschwindet. Weiter 
ergiebt sich leicht, dals der Ausdruck sinasin J7(d}, wenn zwischen a 
und d die Relation cos a cos 77(rf} = cos A besteht, für a = 77(d) den 
gröfsten Wert annimmt, und zwar wird dann 

cos CK = V'cOB X . 

Hieraus folgt schliefslich, dafs allerdings cosi7(x) von bis 

zunimmt, wenn a von hie zu dem Werte arc cos (^cos X) wächst, wo 
a = n{d) wird, wo also die Gerade AB Asymptote zu A^B^ wird, 
während vorher die Verlängerung von AB die Verlängerung von A^B^ 
geschnitten hatte. Wenn a aber über den Wert arc cos ()/cos X) hinaus 
wächst, so nimmt x von dem Maximalwerte bis zu Null ab; die Ver- 
längerungen von AB und A^B^ sind dann divergent. 
Kiel, den 29. Januar 1902. 



Eine einfache Lösnng des 
Apollonischen Berfthrungsproblems in der Ebene.') 

Von A. Massfelleb in Montabaur. 

(AuB dem Jahresbericht des K&iaer Wilhelnia Gymnasiums zu Hontabaur, 
OBtem 1901). 

Die gegebenen Kreise iE,, K^, K^ mögen Ton einem gesuchten 
Kreise X in den Punkten J\, T,, Tg berührt werden; die zu der Be- 
rührung gehörige AlmÜchkeitaachBe B«i a. Dann gebt T, J, durch den 




[ 



auf o liegenden Äbnlichkeitspunkt A^ von Ki and Ä,, T^Tg durch 
den eben&ila auf a liegenden Ahnlicbkeitspankt A^ von K^ und K^. 
Jetzt wähle man auf Ä^j beliebig den Punkt ß, imd ziehe die Ahnlich- 
keitsstrahlen A^B^ und AgBi, welche die Kreiee Kg ond Kj in den 

t) Herr J. Lange, dem ich TOD meisez' LOBong Kenntnii gab, war »o freund- 
lich, mir einige Tereinfachuugeu vonnschlagen, die ich mit Dank acceptiert habe. 
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zu B^ inversen Punkten B^ und B^ schneiden, und lege durch 
Punkte B^j B^, B^ den Hülfskreis H. Dann ist wegen -4^I\-^-_^ ^, 
= A^B^ • -4jJ5j und Ä^T^^ - Ä^T^ = -^«A * ^^2 ^iö Ahnlichkeit8ac^Jbi.se 
a die Potenzlinie der Kreise X und H. H schneidet stets ^U^ 
3 Kreise, wenn er nicht schon zufällig der gesuchte Kreis ist; 
mit K^ gemeinsame Sehne trifft a im Potenzpunkt Q von K^, H 
X; daher geht auch die Potenzlinie von K^ und X, d. i. die gemef 
schaftliche Tangente derselben in T^, durch den Punkt Q, DadurC^^ 




ist aber I^ gegeben und mit ihm T, und Tj. ^^ ^^^ Q ^^^i Tangen! 
an X, gezogen werden können, so erhält man einen zweiten Kreis 
den Berührungspunkten T[j T^, T^. 

Statt von dem gefundenen Punkte ^ an X^ die Tangente zi 
ziehen, ist es, wie Herr J. Lange mich aufmerksam macht, vorteilhafter ^)j 
an H die Tangente QR zu legen und um Q mit QR den Kreis zu b( 
schreiben, welcher wegen der Gleichheit von QR und ^T^ X^ in T^ 
und T^ schneidet, in diesem Falle läfst sich nämlich die Lösung 
Wort für Wort auf alle Sonderfälle anwenden und giebt dabei, was 
für die Schule von besonderer Wichtigkeit ist, die bekannten Kon- 
struktionen.*) 

Zu dieser Lösung steht die von Gergonne in naher Beziehung 
und kann als Spezialfall betrachtet werden. Alle zur Ähnlichkeits- 
achse a gehörigen Hülfskreise H bilden einen Büschel, welcher aufser 
dem gesuchten Kreise X auch den Orthogonalkreis enthält. Wählt« 
man diesen als Hülfskreis, so ist B^Q die Polare von in Bezug ai 
Xj; folglich geht die Polare von Q, d. i. T^T^, durch 0. Auf diesei 
Geraden liegt aber auch der Pol von a in Bezug auf X^. Hierauf 
ergiebt sich die bekannte Konstruktion: Man suche die Pole von a h 
Bezug auf die gegebenen Kreise und verbinde sie mit dem PotenzpunkiÄ" ^^ 
0, dann schneiden diese Linien die Kreise in den gesuchten Berührungs- — J^ 
punkten. 

Montabaur, den 5. Februar 1902. 





1) Dadurch gewinnt die Lösung einige Vorzüge vor derjenigen, welche Herr 
Fouchä (Nouv. Ann. 1892; vgl. auch Roucbd et de Comberousse, Trait^ de Q^m^tri« 
1, 297, 1900) mitgeteilt hat, mit welcher sie sonst im wesentlichen übereinstimm 
(Anm. der Red.) 

2) Zu derselben Lösung gelangt v. Miorini auf dem Wege räundicher Eo: 
ütruktion in dem Jahresberichte der K. K. Marine-Unterrealschule zu Pola 189"^ 
wiu mir nachträglich bekannt geworden ist. 




Beiträge zur Geometrographle I. 

Von R. GüWTSCHE in Berlin. 



Herr E. Lemoine hat seit 1888 Prinzipien aufgestellt, nach denen 
**cH die verschiedenen Konstruktionen einer geometrischen Aufgabe in 
Beztig auf ihre Einlachheit mit einander vergleichen lassen. Das über- 
'"»«ctende Ergebnis der daran geknüpften Untersuchungen war, d&Ts 
o«i fast sämtlichen, auch ganz elementaren, Aufgaben den gebräuch- 
lichen klasBischen Konstruktionen neue, einfachere an die Seite gestellt 
Verden können. Der glänzende Aufschwung, den die so entstandene 
^©u.e Lehre, die ihr Begründer Geometrographie genannt hat, in Frank- 
'"eicli nahm, ist trotz ihrer wissenschaftlichen und pädagogischen Be- 
"CTatong in Deutschland wenig beachtet worden, bis Herr E. Lemoine 
^*> einer Abhandlung dieser Zeitschrift') ihre Grundgedanken nebst 
®i^i«r Reihe von Beispielen entwickelte. Diese Prinzipien sollen zu- 
*^^<iliat kurz wiederholt werden; im Übrigen sei auf diese Abhandlung 
'^"-ö gewiesen. 

Anlegen des Lineals (regle) an einen bestimmten Punkt der Zeich- 
'^**^Q gsebene ist die Operation It^, kurz Op: (iii); Ziehen einer Linie 
'anga jeg Lineals ist Op: (if,); Einsetzen einer Spitze des Zirkels 
C,c^>»jipasj in einem bestimmten Punkt« ist Op: (C,); Einsetzen einer 
^^*"ltelBpitze in einem unbestimmten Punkte einer gezeichneten Linie 
*^t Op: (C,); Beschreiben eines Kreises ist Op: (Cg). Jede Konstrub- 

r ^*^*a läfst sich nunmehr, wenn man die Anzahl der gleichartigen Opera- 

^^'^Saen feststellt, ausdrücken durch das Symbol: 



Op: {l^li, + ?,B, + niiC, + mjC, + wi.C,); 



KU 



•-^»bei wird i, -f /, + »ij -f m, + m, der Einfachheitskoeffizient S (Sim- 

**'-*«3il«l und L 4- m^ -\- j«, der Genau igkeitskoeffizient E (Exactitude) 

, geben bezw. die Anzahl der gezeichneten Geraden 

Von den bekannten Konstruktionen einer Aufgabe 



■-i«:!!«) und i, + B 
^^■»Sannt; Z, und » 
|'**'^«3 Kreise ; 



1) E. Lemoine: Frincipes de GdomStrografie. Archiv (3) 1, läO 
I *^>f diese Abbaodlang beziehen Hieb die im Text angegebenen Zitate. 
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heilst diejenige (oder diejenigen), für welche S am kleinsten igt, gu- 
mekographische Konstruktion, vorausgesetzt, data sie aUgemein gilt; 
aolclie, die ein nocli kleineres S haben, aber nur in gewissen Fällen 
anwendbar sind, werden partikuläre Konstrtiktionen genannt. 

Zu einigen Aufgaben, fiir welche in der erwähnten Abhandlung 
einfache Konstruktionen angegeben sind, aollen im folgenden Konstruk- 
tionen mitgeteilt werden, die eine erweiterte Anwendbarkeit oder 
grÖfsere Einfachheit besitzen. 

XVUI' (S. 111). Die vierte Proportiotutk X zu drei geg^tenen 
Strecken M, N und P bu konstruieren; X = — i^- ■ 

(Partihiläre KonstruJition , Fig. 1). — Man nehme in der Ebene 

zwei beliebige Punkte und O' an und beschreibe die Kreise 0(M') 

und 0'(N), die sich in S und S' schneiden 

-^ (4Ci + 26's), sowie den Kreis S(P) 

^ , (äCi + Cj), der 0{M) in zwei Punkten 

P ' schneidet, von denen irgend einer T tä; 

man ziehe die Gerade S'T (27^,+^, 
die 0'{N) in U trifft; da die Dreiecke 
SOT und SO'Ü einander ähnlich sind'), 
ist S U die verlangte Strecke ; Op: 
(2üi + Ji, + 7Ci-i-3C;); S:*13; £:9; 
1 Gerade, 3 Kreise. 

Bemerkung: Da die Strecken N und 
P mit einander vertauscht werden können, 
ist diese partikuläre Konstruktion, von 
der weiter unten (XI V) eine An- 
wendung gegeben wird, für J^> P in 

allen Fällen zulässig, in denen M> ^ ist, während die Konstruktion 
a. a. 0. auf S. 111 M>'^ erfordert. 

XIX" fS. 111). Die dritte Proportionale X zu suei gegdienm 
Strecken N und M eu finden; X= ^■ 

(Partikuläre Ktmstruktion, für den Fall 2Jlf > i^', Fig. 2). — Üu 
beschreibe um einen beliebigen Punkt der Ebene den Kreis 
O(Jtf) (2C, + Cj) und nm irgend einen Punkt C von 0(M) den Kreis 
C{N) (2C, + C, + C,), der Oi^M) in S und S' schneidet; dann ziehe 
man die Gerade S'G (2Ä, + Bj), die C(N) in (7 trifft; Sü ist die ver- 




1) Vgl. A. F. 1 



, Statik t 



:, S. 376 (Ges. W. HI). 
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Ungte Strecke; Op: {2R^ + K, + 4Q + C, + gG,); 5:10; E:l; 1 Ge- 
rade, 2 Kreise. 

Der EinfachheitskoefGzieQt ist fQr diese Konstruktion um eine 
Einheit gerioger als für die S. 111 angegebene. 

XIV' (8. 105). über einer gegebenen Strecke AB als Sehne (/as 
Sreissegment zu beschreiben, das eines gegebenen Winl^els sya fähig ist. 

(Auflösung). — Bei der Mittel- 
punkt des Kreises, zu deta das verlangte ^ 
Segment gehört. Um einen beliebigen 
Punkt a beschreibe man den Kreis, der 
durch y geht; hierdurch werden auf den 
Schenkeln des Winkels y die Punkte a 
und f festgelegt. Die Dreiecke aat und 
AOB sind ähnlich, da die Winkel a und 
O gleich 2y sind; folglich ist — = TT)" 
Uan hat mithin ^0 als vierte Propor- 
tionale zu den bekannten Strecken «e, Fig. s. 
ai und JB zu konstruieren. Die parti- 
kuläre Konstruiition XVIII" ist hier anwendbar, da die Bedingung 
ea>^AB stets erfüllt werden kann, wenn man nur ay grofs genug 
wülilt. 

(Geomelrographiscke Konstruktion, Fig. 3). — Um einen beliebigen, 
Ton y hinreichend entfernten Punkt a der Ebene beschreibe man den 
Ereis a>(toy), der auf 
den Schenkeln des ge- 
gebenen Winkels die 
Fonkt« a und s fest- 
ig (C, + Cj); alsdann 
beschreibe mau den 
Kr^is «(a£)(2C,-|-C,}, 
der (»(ajy) in *' trifft, 
nnd t{ÄB)(3C^ + C,), 
der a(ae) in zwei Punk- 
ten schneidet, deren 
einer, gleichviel welcher, 
l{ sei; man ziehe die Gerade £'£(2B, + JJ,), die a((ay) in | trifft; nun 
f Beichne man J:(f|)(3C, + C,) und B{eI)(C, + Cj); um einen Schnitte 
Ipunkt dieser beiden Kreise beschreibe man 0(£|) (C^-{- 6,); dieser 
lEreis bestimmt das gesuchte Segment; Op: (2itj -f ü, -|- llCj + 6Cj); 
|5: 2Ü; i:; 13; 1 Gerade, 6 Kreise. 

dai MiLLeu.Iik and Pbyilk. 111. B«Ilie. lU. 14 
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Für die vorliegende Aufgabe wird Uerdurch der bisherige Einfach- 
heitskoefißzient um eine Einheit yermindert. (S. 341, Note 2). 

IV» und V» (Fig. 4). — Das Prinzip der Konstruktion XVin» ist 
demjenigen analog, das Herr Lemoine (S. 102) zur Konstruktion der 
Aufgabe lY: Die Länge des BaditAS eines Bjreises m finden^ dessen 

MiUdpunkt nicht gegeben ist, verwendet 
hat. Diese Konstruktion, die die Ein&ch- 
heit 7 besitzt, labt sich folgendermaben 
abändern: 

um irgend einen Punkt P der Ebene 
beschreibe man mit einem beliebigen Ra- 
dius Q den Kreis P(ff){C^), der den ge- 
gebenen Kreis in Ä und B schneidet; 
hierauf ziehe man B(fi) (C7| + C^), der 
P{q) in zwei Punkten trifft; irgend einen 
von beiden, etwa C, verbinde man mit A(2B^+ iJ,); ÄC schneide 
den gegebenen Kreis in D; DJ? ist die verlangte Länge des Radios; 
Op: (2iJi + iJ, + Q + 2C,); S:6; E:3; 1 Gerade, 2 Kreise. 

Diese neue Konstruktion der Aufgabe lY wird ihre geometro- 
graphische Konstruktion. Hierdurch reduziert sich das Symbol der 
ersten geometrographischen Konstruktion der Aufgabe Y: den Mätd- 
funkt eines Kreises zu finden, wenn dieser Mittelpunkt nickt gegeben ist, 
von 12 auf 11. Die zweite Konstruktion derselben Au%abe (S. 103), 
die das Symbol 12 beibehält, hört auf geometrographisch zu sein. 




Fig. 4. 



Berlin, den 6. Februar 1902. 



(FortBetzung folgt) 



«r die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl 
in sechs Summanden. 

Von R. V. Sterneck in Wien. 



Für die Anzahl der Zerlegangen einer positiven ganzen Zahl in 
sechs (TerBchiedene oder zum Teil gleiche) ganzzahlige positive Sum- 
manden eind bisher independente Formeln nicht aufgestellt worden; 
die Ableitung solcher Formeln auf vollkommen elementarem Wege 
bildet den Inhalt der folgenden Zeilen. 

Zieht man auch jene Zerlegungen in Betracht, bei denen einige 
ier Summanden gleich Null sind, eo erhält man Darstellungen durch 
weniger als sechs Elemente; obwohl für die Anzahl der Zerlegungen 
einer Zahl in 3, 4 oder 5 beliebige Summanden in den Arbeiten von 
Sylvester'), Zncbristian') und Glösel*) bereits Formeln aufgeateUt 
worden sind, ist es doch des Zusammenhanges halber nötig, auch auf 
diese Darstellungsanzahlen zurückzukommen. 

Zwei Darstellungen sollen als identisch angesehen werden, wenn 
sich blofs in der Reihenfolge der Summanden von einander unter- 
wheiden. 

Wir bezeichnen (nach Vahlen) mit N(n = a + ß + ••■) die Anzahl 
4er Darstellungen der Zahl n in der Form a -\- ß -i- ■ ■ ■; hierbei sei 
bemerkt, dal's in einer und derselben Formel durch zwei verschiedene 
griechische Buchstaben immer auch zwei von einander verschiedene 
Elemente bezeichnet werden. Femer bedeute [x] die grÖfate in x ent- 
haltene ganze Zahl. 

Ordnet man die Darstellungen der Zahl n durch sechs und weniger 
Elemente nach den in denselben vorkommenden Gruppen gleicher 

Eement«, so lassen sich 29 verschiedene Typen unterscheiden; die 
; 



I 



I) Ämer, Joom, of math. 5, 79 ff., 1882, 

8) Monatshefte f. Math. u. Fh, (Wien) i, 186ff., 1893. 

S) Ebenda, 7, ISSff. u. 9Q0, 180G. 
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Anzahl der D&ratelliuigen dieser einzelnen Typen bezeichnen irir mit ^ 


{n\ bia (»),j, und zwar: 




{«), -N(n-a), 


(»), -»(»-«+.), ^J 


C»), _Jf(«_„ + fl, 


(«). -jf(»_«+»+«), ^H 


(«), -*(«-«+» + «, 


(»), _»(«_„+^+y), ^H 


(»), -i'{»-<.+«+<. + «), 


(n), -Jf(n-«+«+«+«, ^H 


(»), _S(«_„+<,+|S + «, 


(»)„-Ä(«-«+«+^+,), ^H 


(«)„-Jf(«-« + ^+y + d), 


(»)„-2f(«-B + «+<!+«+«)^™ 


(»)„-Jf(»-« + « + B + B + /J), 


(»)„-Jf(«_«+«+B+^ + «, 


(n)„-^(n-«+«+«+^+rt, 


(»)„-»(»-. + » + ^+^+y), 


(»)„_Jf(«-«+»+^+,+ä), 


(«)„-W(«-«+^ + ?+« + .), 


(«)„-i'(»-«+o+it+<<4«+n), 


(«)„-»(«_«+B + »+B+«+ft 


(«)„-Jf(n-«+«+« + « + ^+|3), 


(»)„ - Jf(»- «+«+«+o+^+rt 


(»)„-Ä(»-B+B + B+^+^+ffi, 


W„-^(»-« + B+,,+,!+^+,), 


(»),,- iV(„_ „+«+«+^+,+,!), 


(«),.-y(«-B+«+^+^+)'+rt 


(»)„-i'{n-«+«+^ + ^+,.+d), 


(n)„-Jf(i>-«+<i+^+)'+«+<), 


C«)„-y(»-«+^+,+ä+.+t). 




Diese Anzabien sollen im folgenden der R«ihe nach bestimmt ] 


werden. 




^^L 1«).-^"- 





^^H 


ö-[a-[^]- •■ 


^^B („),_S(„_„ + |S)_|'!L=_l]. ^^ 


^H 


.-B,-rr,. ■ 


^n („).-!?(»=<.+.+ 


^P Da ß miDdeetens den Wert 1 


bat, so kann man dem u die Wa^^| 


1, 2, . . ., [^^] erteUen; dies Uefert 


r^^l Darstellmigen, unter deri^^H 


aber die Darstellung tf= a + a + a auch vorkommt; es ist also: ^^^| 


1 (»)> = ["-?-']-(»).- 


:^]-G]+[^]- fl 


■ {»). = JfC» = 


^H 


^H Hat a einen bestimmten Wert, 


80 muTs » — cc in zwei Terscbiedl^^^l 


^H Summanden zerlegt werden; es ist aho ^(n — a\ zu bilden, in 1 



&ber die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen Zahl in sechs Snmmandeii. 197 

welcher offenbar jede DarateUung n = a -^ ß -i- y dreimal (da wir jedes 
ihrer Elemente ala a auffassen können), eine Darstellung n = k-\- a-^- ß 
aber einmal gezahlt ist; daher besteht die Beziehung: 



für n = 2/t ist: 
fOr M— 2^ + 1 ist: 

Es empfiehlt sich, die einzelnen Zahlformen des n (mod. 6) ge- 
sondert zu betrachten; man findet: 

(6P)« -M^pf -6p+l-(3p-l)+2p-(2p-l)] = 3;j»-3j)+l, 

(6p+l),-i[(3i))' -3ji-3i.+2p-2i)] = 3i.»-2p, 

(6p+2), = K(3p+l)*-6i'-2+l-3p+2p-2p] = 3p»-j), 

(6iJ + 3)s = |[(3p+l)»-3i.-l-3i)-H-2j9+l-2p] = 3p«, 



i'+2i). 



(6p+4), = i[{3p+2)'-6p-4+l-3i)-l+2p+l-2p-l] = 
(6p+5)B = i[(3p+2)'-3p-2-3p-2+2p+l-2p-l] = 3 

Die Anzahl der Darstellnngeo der Zahl n durch drei beliebige 
Summanden, d. i. die Summe (n)^ + (m)^ + («)s ist nach einem be- 
kannten Satze mit (» + 3)« identisch; femer besagt der Satz von De 
Morgan-Sylvester, dafs diese Anzahl der an -ä zunächst liegenden 
ganzen Zahl gleich ist. 



Da ß mindestens 1 sein mufs, kann « die Werte I, - ■ ■, — ^ - haben; 
I doch muTs der Fall ausgeschieden werden, wo a mit ß zusammenfällt; 
^-M ist also: 

W.-[^?-']-H = [V]-[-"] + [V]- 



]S^ B. T. Stbbxkb: 

(mh » N'n =* m-^ m-^ ß^ ß'^ 
^n)^ » f&r migcride a. 



Hier matB n — 2a wat alle mö^ehen Aiioi ab Samme tob iwd Tcr- 

fchiedmen Snirnnanden dargestellt werden: ei ist abo ^(w ~ 2c)| 

«»2.1;... 
zo bilden; dcpcb find in dieser die Darstellongcn ii=>c + c + a + /l 
mitgezählt, deren Anzahl (n)i^ ist: somit folgt: 

-s[^-]["i^l-[^]+[-:]-["-^']- 

Um die Symbole f&r die grolsten ganzen Zahlen zn eliniinieren, mtoen 
wir die zwölf Zahlformen des n (mod 12) gesondert behandeln; es 
findet sich in einfacher Weise: 

a2pXo -18p» -13p + 3, (12p + lXo = 18p»- 7p, 

(12p + 2j,o=lV- IPy (12p + 3Xo=18p*- P. 

(12p + 4Xo-18p«- p, (12p + 5),o = 18p«+ 5p, 

(12p + 6)io =!«/>•+ 5p, (12p + 7Xo == 18p* + 11p + 1, 

(12p + 8Xo-18p»+llp + 2, (12p + 9),o=-18p«+17p + 4, 

(12p + 10j,o - 18p« + 17p + 3, (12p + llXo = 18p« + 23p + 7. 

Stellen wir n — a auf alle möglichen Arten als Summe dreier 
verschiedener Summanden dar, so erhalten wir jede der gesuchten Dar- 
stellungen viermal, da sich jedes der darin vorkommenden Elemente 
als a auffassen läfst; überdies erhalten wir auch noch jede der in {n)^^ 
ge/iihlten Darstellungen einfach; somit ist: 
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Zunächst scheiden wir die einzelnen Formen des n (mod. ö) von 
einander; hat n die Form 6p -{- t, so lenchtet folgende Identität un- 
mittelbar ein: 

+_2'(6C + 4). +2'('^(. + 5). + (Sf). + (Rl. + I). 
+ . ■ . + (6p + i - 1).. 

Für 1=0 fallen die letzteren Glieder weg. Fflhrt man nun die bereits 
ermittelten Werte für (»)g ein, ao folgt; 



P+1). 



yj{i). -^(ISc' - 3^ + 1) - I + (6) 

+ ■ ■ ■ + (6p + i - 1),. 
27nu ist aber: 

2''' ~ i''" ~ ii"' + ä''' 2''* ->'''~Ti'> 
n dab muere Summe übergeht in: 



>■{*}, - 18(Jp» - ip' + ij,) - 3(-l-p» _ ip) + p - 1 + (6p), 

+ ---+(6p+i-lV 

Nach Subtraktion des Wertes von (n)jg folgt hieraus für 4{n)„ nach 
unfacher Reduktion: 

4(6p)„ - 6p' - 15p' + 12p - 8 - [5?] + [5tl-'], 

4(6p + 1)„ - 6p' - 12p' + 6p, 

4(6p + 2).. - 6p. - 9p' + 4p - [^tti] - [fcti] , 

4(6p + 3)„ = 6p» - 6p', 

4(6p + 4), - 6p' - 3p' + 1 - \}^] + \}l±-^, 

4(6p + 5)„ = 6p' - 2p. 
Um auch noch daa von der Teilbarkeit durch 4 abhängige Glied 
fy — — - — zu entfernen, iondem wir die einzelnen Zahlformen des 
n (med. 12), indem wir in die eben gefundenen Formeln statt p 



mächst 2p, godänu 2^ -f 1 
Weise: 

(12p\, -12p'~ibp' + 6p~l, 
(12j)+ 2)„ = 12y- 9ji'+2?, 
(12j>+ 4)„-12/- 3p\ 
(12p+ 6)„ = 12y+ 3j)*, 
(12j)+ 8)„-12ji"+ V + 2ji, 
(12ii+ 10),,- 12p"+löj)'+6i>+ 1, 



(J2i>+ l)„-12p'-12y'+3j) 

(12p+ 3)„-12i)'- 6i)", 

(12ji+ 5)„-12y~ j,, 

(12p+ 7)„-12y+ 6y, 

(i2p+ 9)„=:2y+i2y+3f 

(12j>+ll)„-12y'+18y'+8/.+ l. 

Die Gesamtzahl der Darstellungen der Zahl « durch 4 heliebige 

Elemente ist gegeben durch («), + («)g + (M)g + (n),o + (n)„; überdies 

ist dieselbe Anzahl bekanntlich gleich der Anzahl der Darstellungen 

von M + 6 durch 4 Terschiedene Elemente, also gleich (n + 6), 



4 



(»)., = N{n = a + a+cc + a + ß) . 



[en I 



len; i 



Dem c können wir, da ß mindestens den Wert 1 haben mufe, 
Werte erteilen, doch erhalten wir hierdurch aiich die eventueU vor- 
handene Darstellung der Zahl » durch fünf gleiche Summanden; 
somit ist p„_i-| p„-| |-„_i. 

w>. = L^-L5j + L-6-J- 

(n)., = JVC« ^ « + g + a + j3 + ^) . 
Hier rnnfs u ~ » (mod. 3) sein; da überdies ß mindestens = 1 
ist, darf 3« den Wert n — 2 nicht überschreiten; diesen beiden Be- 
dingungen genügen, wie eine einfache Überlegung zeigt, bei geradem « 
— — , bei ungeradem n !" ■ Werte a; da in beiden Fällen wie der 
die etwaige Darstellung «— '>a mitgezählt ist, ergiebt sich: 
bei geradem i 



i ungeradem i 



(»)u ■ 



» + 1- 



-G]+[- 



"allen wied^^l 



(n\, = N(n = a + a + a + ß + y). 



a kann einen beliebigen Wert haben; dann ist » — 3« noch auf 
alle möglichen Arten als Summe zweier Elemente ß -\- y darzustellen; 
dies fiibrt zum Ausdrucke: 
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in diesem sind aber eraichüiclier Weise anch die in (»)u, («),, nnd 
{n)^^ gezählten Darstellimgen mitgezäblt; diese Anzahlen mQssen daher 
in Abzug gebracht werden. Die ebeai gefundene Samme aerfallt in 
die beiden folgenden: 



e]-')+e]-^)+([T]-^)+-=jG] -»')■ 

Die§e beiden arithmetiBchen Reihen mit der Differenz 3 sind un- 
mittelbar zu summieren; fQhrt man dies durch und zieht, obiger Be- 
merkung entsprechend i^n)j, -1- (m),( + («)„ ab, so ei^eben sich fÖr die 
verschiedenen Zahlformen mod. 12 folgende Formeln: 

12,.- 9,+ 2 + ['IT -['!^'], 

+[^^']-['^'^ 



(12i>),. 

(12p+l)„ -IZp-- 7p 

{12jH-2)„ _12p>- 5j, 

(12j. + 3),s -12p'- 3p 

(12p + 4),. -12p'- p + 

(12p + 6)„ -12p'+ P-1 + 

(12p + 6)„ . 12p. + 3p + ['J^'] - [!Üjt-'], 

(12p + 7),. - 12p. + 6p + pi-'] - [!2tti] , 

(12p + 8)„ - 12p. + 7p + I + [-itti] - [i^i-'J, 

(12p + 9)„ -12p.+ gp+l + fiÜjt-»] -[Vfil 

(12p + 10).. - 12p. + 11p + 2 + pi±i?] - [y«jt-'], 

(12p + U)., - 12p. + 13p + 3 + [il£i'i] - pfiii^. 

Diese Formeln enthalten allerdings noch das Ton der Teilbarkeit 
durch 5 abhängige Glied Tyl — \~—r — 1; es schien uns aber die Bei- 
behaltung dieses Gliedes gegenüber der anderen Möglichkeit, alle Zahl- 
formen (mod. 60) von einander zu sondern, den Vorzug zu verdienen. 



Vor allem roufB y = n (jaod. 2) sein; für jeden einzelnen Wei^ 
Y mufH — 5—^ in zwei Summanden a + ß zerfälit werden, was auf 
■ ■ ■ Arten geschehen kann; aufeer den geBuchten werden hierdurch 
aber auch die Darstellungen n = a + a-\-a+a + a, n-^a + a+a+a-i-ß 
und n^tt + a + a + ß + ß zum Vorschein kommen; es ergiebt sich 
sonach: 

bei geradem n: 



bei ungeradem n: 



-(»),.-(»),.-(»),.. 



- (»).. - Wu - (»).. 



I 



Diese Summen lassen sich als arithmetisdie Reihen iiiiiiiiftilliiii^__ 
auswerten; indem wir auch hier wieder die 12 Zahlfonnen (med. 12^ ) 
gesondert betrachten, erhalten wir die Formeln: 

rl2p-i r'Sp - n 



(12i>).. 
C12P + 1),. 
(12p + 2)„ 



■9p'~ 8j, + 2 + _ ^ 



nj£±S] 



m. 
+['-^'] -p^^ 

(12p + 7)., - V + 4p + ['-Üi!] - pÜLf ], 
(12p +8),. =9p'+ 4p +['^'] -['-2^'], 
(12p + 9).. -9p'+ 7p+l + [ü£ii] -[i?fjtJ], 
(12p + lOX. - 9p' + 7p + 1 + [ü£±i?] - pJijt-'], 
(12p + 11),. = 9p' + 10p + 2 + ['itfi'] - ['-'^j. 



(12p + 3),, -9p'- 2p 

(12p + 4)„ -9p'- 2p 

(12p + 6),, -9p'+ p- 

(12p + 6),. -9p'+ p 
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Wir zerlegen n — 2a auf alle mögÜclien Arten in 3 verschiedene 
ülemente und bilden dementsprechend die Summe ^(n — 2o)g; in 

= 1,1... 

dieser sind anfser den gesuchten Daretellungen auch noch diejenigen 
der Form H=^a + a-\-a-\-ß-\-y mitgeiählt; die Anzahl dieser letzteren, 
d. i. (h)u, moTB also in Abzug gebracht werden; Bomit findet sich: 

Wir unterscheiden nun zunächst die 6 Terschiedenen Formen der 
Zahl n (mod. 6); mit Hilfe des früher ermittelten Ausdruckes ftlr [n\ 
erhalten wir folgende Beziehungen: 

te » - 6j,; 2(» - 2„), _ ^(3,' + ,) + §(3«> - «) 

+2(3«' - 3« + 1) -2!,i^'' - 3« + 1) - 1, 

«Ir » - ej, + 1; ^(„ - 2«), - ^{3«' + 2«) +2(3»") 
+2(3«'- 2») -^Cä«"), 

Brn _ 6ji + 2; ^{« - 2<.1, - ^{3«' - 3« + 1) +_2'(3«' + «) 
+^(3«'-«)-_^(9,'-3x+l)-l + 3p'-3p+l, 



» - 6j, + 3; 2(" - 2«). - ^(3«' - 2«) +2('«' + ^*' 



+2(?<f)-'2{^'')^ip' 



Fftr « = 6p + 4; Vr» 



. = lo 



x) + >'(3.. 



.+ 1) 



+2(3«' + x) -2<9«' - 3x + 1) - 1 + 6p> - 4p + 1 , 
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■ 
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m 




■« 


H fllr«_6j, + 6, 2("- 


-2«).- 


■2^(3«')+^ (3. 


'-^ 


^K 


+f(S« 


■+2«). 


=f(.. 


:■) + 6p' - 


... ■ 


^^^^^ Hierin eetzen wir: 








1 


1 '$''^ 


b'-l?'- 


fiP, 


1- 


b'-l?. 


I--I 


^L wodurch die Gleichungei 


i entstehen: 






^^^^^L n 


_6p; 


2(»- 


-2«).- 


,3p'-6p' + 4p-l, ^M 


^^^^B n 


_ 6ji + :; 


2(- 


-2").= 


3p' -}p 


.. ■ 


^^^H 


- 6ji + 2; 


je«- 


- 2.). - 


^H 


^^^H 


- 6p + 3; 


2("- 


-2-),- 


3p' - fp' 


-». ■ 


^^^1 für n 


- 6}) + 4; 


?'■'- 


- 2.). - 


3p', 


■ 


für n 


_6p + 5; 


2(- 


- 2"). - 


3p'+|p' 


-" 1 


Von diesen Werten ist (n),5 zu subtrahieren; 
sich wieder, die einzelnen Zahlformen mod. 12 geeoi 
man erhält nach einfachen Umformungen: 


dabei empfiehltl^' 

idert zu behandeb; 


(12j>)„ 


_ 2V - 


36p' -f np - 3 


-m 


H^^m 


(12?+1)„ 


- 24j)' - 


30p' -t- 10p 


4^ 


-•] +m. ■ 


(12i>+2)„ 


- 24p> - 


24p' + 


^p 


-['-^ 


-T +F^lB 


(12? + 3)„ 


- 24p' - 


18p' + 


2p 


-[^ 


-VP^l. 


(12p + 4)„ 


- 24p> - 


12p' + 


P 


-[^ 


-]+['-^^ 


(12j) + 5)„ 


_ 24p' - 


6p'- 


2p + 1 


-[^ 


-] +[i^« 


(12j'+6)„ 


- 24p' - 


1> 




-p^ 


-V['-^'^« 
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(12y + 7)„ - 2V + ep- -2p - [!2£i_'] + [lM_ti], 
(12P+8),. -2V+12j,'+ y _[!!P_Mj +[>Jf_t_'], 
(12, + 9)„ - 2ip' + mp' + 2p - [1^^'] + ['^»], 
C12J, + 10)„ - 2V + 2V + lp+1- [ütti"] + [!i£jti], 
(12, + 11)„ = 2V + 30,- + 10, + 1 - ["iiJ-'] + [iJtti-»]. 

(«)„ - J(» - » + ^ 4 y + i> + t). 

M ~ a ist in vier verschiedene Summanden zu zerlegen; thut man 
dies für alle Werte a, ao erhält man jede der gesuchten Darstellungen 
flinfnial, weil jedes ihrer Elemente sich als a auffassen läTst; auTserdem 
erhält man aber auch noch die DarateUungea n = a + a + ß + y-^-d, 
jode einmal gezählt; ee ist also: 



6(»)u 



'2' 



WaB nun die zu besti 
• 12p -|- i folgende Identität: 



ende Summe betrifft, ao besteht für 



3l,a,. . 1=1 1 = 1 11=0 11=0 

..+2'(12«+ll),i + (12i')u + (12j'+l)n + -- + C12j' + ''-l)u- 

Setzt man die bereits ermittelten Werte von (X\^ ein, bo ergiebt 
:h als Summe der ersten 12 Glieder: 

2(144)(» + 18x» + 29x + 1) + 1 , 

F—l p — 1 

und indem wir aufser den frliher benutzten Formeln für ^^ x', ^ x, 

^^ 1 noch die Formel: ^ x^ = |ji* — Jp* + \p' verwenden, nimmt 
ÜMelbe Summe nach einfacher Transformation die Gestalt an: 
36^ - GGp' + «^p' — Vi> + 1- 
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*— 1 

Addiert mau hierza noch ^(12j> + j)xi> snbtrahieirt (h)„ und 

i=o 
multipliziert zor Fortschafinng der Brficlie mit 2, so ei^ben sich für 

die einzelnen Formen des n folgende Resultate: 
10(12i))« - 12p' - 180p' + löbp» -55p + S + 2p|?] - 2p^], 

10(12i> + lX8 - 72i,* - 156i)» + 113i>» - 29p +2\}^SJl^] -2\^^, 

10il2p + 2\^ -12p'-ld2p'+ np*-np +2p^*] -2[^'], 

10{12p + 3)^ - 72i,* - lOSp« + 41p*- Sp +2p^] -2[*-?^*], 

10(121, + 4)« -721»*- 841,» + 231»«- p + 2p^] -2p^, 

10(121, + 5)„ -721,*- 601,»+ 5i,»+ öp-2 + 2\}^^] - 2[^*], 

10(121, + 6)„ -721,*- 361,»- 71,» + p + 2p^?J^ -^[^]> 

10(121, + 7Xg -721,*- 12l)»- 131»» + 31, + 2[^?^'] -2\^^^, 

10(121, + 8)„ -72i,*+ 121,»- 13l)'- 31, + 2[^-?^i?| - 2p^'], 

10(121, + 9X8 -72i,*+ 361»»- 7i,«- p + 2[*i^i?] - 2[^*], 

10(121» + 10)„ - 721,* + 601,» + 51,»- 5p - 2 + 2p^i-^ - 2^^*], 

10(12p + IIX, - 72p* + 84p» + 23p« + p + 2[^?^±i^] - 2[^?^"]. 

Wieder sei bemerkt, daCsi die gefundene Darstellungsanzahl der 
Zlahl n durch 5 verschiedene Elemente auch zur Kenntnis der Oesamt- 
zahl der Darstellungen durch 5 beliebige Elemente ausreicht, indem 
letztere durch (n + lO)^^ gegeben ist. 

Wi, " iy(n - tt + tt + g + « + tt + «) =■ [I] - \}^} 
(n)^ ^NJH'r'a + a + a + a + a + ß). 

u kann f — r— J Werte annehmen; doch ist dann auch die Dar- 
stellung n » 6a mitgezahlt; es ist daher: 
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(»)„ - »(« 


-B+O 


+ « + « 


+ ^ + (9). 


^1 


(n)„ kann nur für gerade n von rerschieden aein nnd ist dann ^^| 


gleich der 


AnzaU der Darstellungen Ton -^ 


in der Form a + 


. + «, H 


aÜBO gleich 


(^),; daraoe folgt: 






■ 


(»V = 











fl 


9lr imgem< 


e n, 








■ 


(»).i- 


Pr]-K 


+ ["-i 


-] = [^ 


^1-[t] + ["-^ 


' ■ 


lllr gerade 


«. 








V 




(»)„ - jf (» 


= a + o 


+ «+« 


+ ß + y). 


■ 


Hat a 


einen bestimmten Wert, 


SO iat n 


- 4a in zwei Summanden ^^H 


■Q zerlegen 


dabei kommen auch die in (w)„ 


(m)„ und («)„ gezählten ^| 


Darstellungen zum Vorschei 


n. Ea ist daher: 




^H 




(")..=2[- 


T^]- 


(»)..-(»)»-(»),.■ 


1 


Uan erhält hieiaus in 


einfacher Weise 


fQr die einzelnen 


^M 


iarmea des 


n (mod 12); 








^H 




(12i.)„ 


Sp'- 


611 + 2- 


-['-^■]. 


A 




(12y+l)„ - 


V- 


3p - 


-m. 


■ 




(12j. + 2)„ - 


V- 


3p 


-[^^']. 


■ 




(12j, + 3)„ - 


V 




-[^^■]. 


■ 




(12jH-4)„ - 


V 




-[^^•]. 


■ 




(12j, + 5)„ - 


v+ 


3p - 


-p^']. 


■■ 




(Up + e)„ - 


9j>' + 


3p + 1- 


-F^']. 


^H 


^^^ 


(12y + 7)„ - 


v+ 


6J. + 1- 


-P^]. 


^B 


■ 


(lSf + »\. - 


9j.' + 


6p + 1- 


-[■^'1. 


■ 


r 


(i2p:+s)„ - 


9p' + 


9J. + 2- 


-P^l. 


m 


1 


(,12p + 10)„ - 


9p' + 


9p + 2- 


-[^^^. 


m 


L 


(12^+11).- 


V + 12p + 4 - 


-['-^^j- 


J 
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Diese Anzahl ist offenbar nur dann von verschieden, wenn n 
durch 3 teilbar ist und ist dann mit der Anzahl der Darstellungen Tun 
■^ in der Form a -\- ß identisch; daraus folgt: 
(«}m = 0, wenn n= 1,2 {mod. 3), 

(»)„ = jy(« = ft + g + K + ^ + jj + y). 

Indem wir « — 3« in /3 + /3 + y zerlegen, was auf' (« - 3a)j 
Arten geachehen kann, erhalten wir aorser den gesuchten noch die 
Darstellungen n = a + a-l-a + «+a + (3 und n=a + o + a + a + jJ + ;), 
deren Anzahleu bezüglich (n),^ und (n)^^ sind; hieraus eigiebb sich; 

(»>!. -^(« - 3«). - (»)„ - (n)„ . 
Nun ist, sobald n durch 3 teilbar ist: 

(»-3«).-["-^— ]-i. 

und sobald » nicht durch 3 teilbar ist: 

Wir erhalten daher für den Fall eines durch 3 teilbaren t 

(»)„ -2:[^^ - '] - [~7-] - (»).. - (»).. ■• 

im Falle eines durch 3 unteilbaren n hingegen: 
(«).. _2'[ " - y - ' ] - {»)„ - (n%, . 



Dm 



^F 



ZU berechnen, summieren wir 



über alle geraden, dann Ober alle ungeraden Werte a; dadurch anb- 
stehen zwei arithmetische Progressionen mit der Differenz 3, welche 
anmittelbar suuimierbar sind. Da ferner (n),^ und (n)j, bekannt sind, 
macht die Berechnung yon («)j^ keine Schwierigkeiten; wir sondern 
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wieder die Terschiedenen Formen der Zahl n (mod. 12); es er- 
giebt sich: 



(12p),, = 
12p + 1\,= 
12p + 2),,= 
12p + 3V = 
12p + 4),,= 
12p + 5),,= 
12p + 6),,= 
12p + 7)„ = 
12p + 8),,- 
12p + 9)„ = 
12p + 10),, = 
121, + 11)« = 



2p^-13p + 5-p^], 
2P- 4p -K?], 



2p'- bp 
2p»- 4p 
2p*- p 
2p» + 4p 
2p» - p 4- 1 
2p» + 8p + 1 
2p» + 7p +1 
2p» + 8p + 1 
2p» + 11p + 2 
2p» + 16p + 5 



ö 

ri2p+4 

ri2p-f5 

12p + e 



] 
] 

] 
] 
] 



ri2p+9 
ri2j)+io-j 



(«),t = jyCn = « + tt + tt + /? + y + J). 

Hier mafs n — 3a in drei verschiedene Sammanden zerlegt werden, 
was auf (n — 3a), Arten möglich ist; hiebei werden jedoch auch die 
Darstellungen der Form n = c + a + a + c + ^ + y erzeugt, deren 
ATi7.a>il somit subtrahiert werden muls; es ist also: 

K6 =2 (« - 3«)« - (n)„. 

a = l, 2,... 

um die rechtsstehende Summe auszuwerten, unterscheiden wir 
zunächst die einzelnen Zahlformen des n(mod.6) man findet: 

^(<ip-3a), -_^(8»'-S»+l)+_§{3»')-2/- |p'+l,.-l, 



2' 

u 



1 

p-l 



p~l 



{6p + 1 - 3«)e =-^{S7c' - 2x) +^(dK' + x) = 2p^ - ^p^ + Ip, 
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p-l 



P-i 



^(^5p + 2 - 3a), ^^{ix' - x) +^(ßx' + 2x) = 2p» - |p« + \p, 





p 



p-l 



^{6p + 3 - 3«)e -^^{ix' - 3x + 1) +^(Sx^ = 2p» - |p» + ip, 



p-i 



2'(6j, + 4-3«), =^(3x» - 2x) +2'(3»*+ x) = 2p» - |j)« - |ft 




P 







2(61) + 5- 3a)e =^^(ßx'-x) +2(3x«+2x) = 2ir^ + ip^-ip. 

a 

In diese Formeln setzen wir fQr p zunächst 2p, dann 2j> + 1, nm 

die einzelnen Zahlformen (mod. 12) von einander zu sondern; durch 

Subtraktion der bereits bekannten Werte von (n)j, ergeben sich dann 

folgende Formeln: 

•12p— 1 



(12|, + 1\, = 
(121, + 2)„ = 
(12p + 3),5 = 
(12p + 4),, = 
(12p + 5\, = 
(12p + 6)„ = 
(12p + 7)„ = 
(12p + 8)„ = 
(12p + % = 
(12p + 10),, = 
(12p + 11),5 = 



6p» - 27p» + 13p - 3 + [ 
6p»_23p»+ 6p +p^], 
6p»- 19p» + 4p 
6p» — 15p» + p 






■- 



] 



llps 



P 



6p» 

6p»- 7p»- 4p 

6p»- 3p»- 2p- 

6p» + p» — 5p — 

6p» + 5p»- 3p- 

6p» + 9p»- 2p- 
6p» + 13p» - 






6p»+17p»+ p-2 + [ 



12|> + 10 



]■ 



(n\^=N(n ^a + a + ß + ß + y + y) . 

(w)2ß kann nur für gerade n von verschieden sein und ist dann 
gleich der Anzahl der Darstellungen von — durch 3 verschiedene 

Summanden y also gleich (y) • 
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Summiert man (» — 2k), o, d. li. zahlt mau die Darstellungen von 
)» — 2k in der Form ß + ß -\- y -i- ö, so erhält man jede der gesuchten 
Darstellungeo doppelt, weil « und ß darin die gleiche Rolle spielen; 
auTserdem erhält man aber auch noch jene Darstellungen, welche da- 
durch entstehen, dals ß, y oder 6 mit a zusammeufällt; aus dieser 
Überlegung ergiebt sich die Beziehung: 

Hat n die Form l'2p -\- i, so besteht für gerade n die Identität: 

+§(lä(. + 6)„ +2'(i2c + 8)„ +_2'(12c + 10),. 

+ (12?)io + (12p + 2)i. + • • ■ + (läi) + •' - 2),., 
för tuigerade « aber die folgende: 

+ (12p + l},o + (12p -I- 3),, + ■ ■ - + C12p + 1 - 2),e , 
wobei die auf die Summen rechter Haud folgenden Glieder nur für 
die Falle t ^ 2 bezw. i ^ 3 eine Bedeutung haben. Führt man die 
SoinmatioQ mit Benutzung der bekannten Werte von (n),„ aus, so findet 
man für gerade »: 

2'(» - 2«),. -^(l<"*f ' + 12c + 8) - 3 + (12j'X. + (12j> + 2)„ + ■ ■ ■ 

+ (12p + i - 2)„ - 36p' - 48p' + 20p - 3 + (12p),, 
+ (12p + 2)„ + . . . + (12p + i - 2)„, 
imd für ungerade n: 

2'(" - ä-),. -2'(l"8)'' + 48,. + 12) H- {12p + 1)„ + (12p + 3),.+ • ■ ■ 

+ (12p + i - 2),. - 36p' - 30p' + 6p + (I2p + I)„ 
+ (12p + 3),. + . ■ ■ + (12p + ; - 2)„. 
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Diese Summe ist uns also für die einidnen Formen des si (mod. 12) 
nanmehr roUkommen gegeben: snbtnhieren wir noch die ebenfidb 
schon bekannten Werte (n)^ und (n\^ so eihalten wir nach ein&chen 
Redaktionen: 

2(12p)„ = 36p» - 69p* + 39p - 10 + 2^^], 
2(12 p + 1)„ - 36p» - 51p» + 13p +2 \}{^] , 

2(l2p + 2^ = 36p» - 51p» + 15p +2 \}^^^] 

2(12p + 3;.„ = 36p» - 33p» + 3p +2p?^] 

2(l2p + 4J„ = 36p» - 33p» + P +2[*i^] 

2(12p + 5)„ = 36p» - 15p» - 9p +2p^] 

2(12p + 6)„ = 36p» - 15p» - 3p- 2 + 2[i?^^] 

2a2p + 7)„ = 36p» + 3p» -11p- 2 + 2\^^^] 

2(12p + 8)„ = 36p« + 3p»- 9p- 2 + 2[*-?^] 

2(12p + 9)„ - 36p» + 21p» - 3p- 2 + 2[^?^] 

2(12p + 10)„ = 36p» + 21p» - 5p- 2 + 2 P'^ + ^ ] 

2(12p + 11)„ = 36p» + 39p» + 3p- 4 + 2 p'^+"'] . 

Hier mafs n — 2 a in yier verschiedene Sammanden zerl^ werden; 
dabei kann es aber geschehen, dafs einer dieser Summanden mit a 
Übereinstimmt, wodurch eine Darstellung H = a-\-a + a + ß + Y-\-i 
zum Vorschein kommt Es besteht sonach die Gleichung: 

(«)m =^(« - 2«)a - («)». 

Indem wir nun genau dasselbe Verfahren wie im eben behandelten 
Falle anwenden, erhalten wir fOr gerade n: 

2(« - '^'^li =2'(^2p» + 16,i) + 1 + (12p)„ + (12p + 2X, + • • • 

+ (12p+ i - 2),i = 18p*-36p» + 2.;p»- 8p+ 1 + (12p)u 
+ (12p + 2)„ + • • • + (12p + i - 2)i, 
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ri2p-j-4-| 



für ungerade n: 

+ . ■ ■ + (12p + .■ - 2)„ - 18p< - 3l)p' + !jp<-lj, 
+ (:2,. + l)u + Oäl" + 3)„ + ■■ ■ (12j, + i - 2)„. 

Hierdureh ist diese Surame voUliommeti bestimmt; zieht man aocb den 
Wert von (ii),^ ab, so ergeben sich folgende Formeln: 

(12p)„ _ 18j)' - 52y + 53p> -llp + i- ['-5^], 

(12y + 1)„ - 18p' - 46p' + Vp' - "Jp 

(12p + 2),, - 18p' - 40p" + 30p' - 6p 

(12p + 3)„ - 18p' - 34p' + Bp' - ip 

(12p + 4),, -18p'- 28p' + 13p' + p 

(12p + 5X, - 18p' - 22p" + Ip' + 5p 

(12p + 6)„-18p'-lCp'+ 2p' + 2p+l-[!!?±i], 

(12p+7)„_18p'-10p'- Jp'+ |p+i-[i!lii], 

(12p + 8),, - 18p' - 4p'- 3p' + 3p+l-[iÜ_tI], 

(12p + 9)„ _ 18p* + 2p' - '>p' + Ip + 1 - [i^] . 

(12p + 10),, -18p' + 8p'- 2p' + 2p+ 1 -[l^thl], 

(12p + 11),,- 18p' + 14p'- |p'+ ip + 2-[l?^iH]. 

(»),. - y(n - ■. + ^ + y + d + t + Q. 

Stellt man h — « auf alle tiiöglicheu Arteo als Summe von fünf ver- 
iKhiedenen Summanden dar, so erhält man jede der gesuchten Dar- 
stellungen sechsmal, da sich jedes ihrer Elemente als a atiffassen läfat; 
ferner kann es aber geschehen, dafa eines der Darstellungselemente von 

a mit K zusammenfällt; dann ergeben sich Darstellungen von n in 
4ar Form tt = a-\-a'{-ß + r + d + e, deren Anzahl somit ab- 
werden mufs; hierdurch erhalten wir: 



:»\. -'^(« - ")„ - w» -^(i)„ - (»: 



Um die rechtsstetende Summe anszuwerten, nnterscheid^^mn 
veraebiedenen Zahlfornien (mod. 12); ist n = 12p + i, 80 bestellt die 

Identität: 

m 

+§(12|.+ n)„ + (12p)„ + (12p + l),. + .-. + (12f + .--l)„ 

(wobei wieder die auf die 12 Sammen folgenden Glieder nur f^r )>0 
eine Bedeutimg haben). Um Brüche möglichst zu vermeiden, denken 
wir uns die letzte Gleichung noch mit 10 multipliziert. 

Was zunächst das in den AuBdrüeben für 10(A)ig vorkommende, 
von der Teilbarkeit der Zahl l durch 5 abhängige Glied 2 1 -j.- — —r- ) 
betrifft (welches den Wert 2 hat, sobald l durch 5 teilbar ist, sonst 
den Wert 0), ao liefert dies, über alle Zahlen X summiert, zum Aus- 
drucke 10 - y'(A)iB den Beitrag 2 . ['^^l, ^ offenbar [^^1 Zahlen 

dei Reihe 1, 2, , . ., n — 1 durch 5 teilbar sind. 

Unsere Identität geht somit luiter Verwendung der für 10 . («),! 
gefundenen Äusdi'Ücke in die folgende Gleichung über: 



10 



■—1 p— j 

. y'(A)ig ^^{SGiii*- - 576^= + 408 ,t*- 104^ +4) - 8 + 10 . (12p)u 

+ 10(12p + 1):^ + . . . + 10(12;) + i - 1)« + 2[^], 



wobei durch die Marke angezeigt sei, dafe das von der Teilbarkeit 
durch 5 abhängige Glied in den betreffenden AuedrÖckea nicht mehr 
zu berück sichtigen ist. Führt man die rechts angezeigte Summierung 
aus, indem mau aufser den bereits wiederholt verwendeten Ausdrücken 



für ^C-, ^ f*S _/,?** ^"^^ ^<*'^*i *i'ß Gleichung: 


zur Anwendung bringt, so findet man: 
10. 






■^WtB = Tp' - 5'6P* + ''12p' - 400p^ + 4Tt3p -8 + 2 [^] 
+ 10(12p)l8 + 10(12p + l)U +■■■+ 10{12p + i - 1)U. 
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Sabtrahiert man hievon noch lO(rt),^, so erhält man für die einzelnGQ 
Zahlformon 12p + ( nach etwas kümpüzierteu aber nicht schwierigen 
Reduktionen folgende Endformeln: 



+ .2p±i]. 



6O.(12;i)„_'J'ji'-756ji'+lä32j>'-930})'+»p 

60.(12p+l)„-»p'-684j>'+992p'-630))'+l?p 

60.(12j,+2)„-i«-V-612p'+776ii>-432y'+^V 

60.(I2p+3)„-»/-540p' + 584p'-240p'- ip 

60.(12p+4)„-'Mp>-468ji'+416j)"— 138ji'- »Jp 

60,(12p+ö)„-™p''-39Cii' + 2'2p'- 30p"-!;'p 

60.(12p+6)„_aip>-324p'+152p> _iUp_l2+12['^''+-5], 

60.(12ji+7)„— •LV-252p'+ 66y+ 48p'-lSlp-12 + 12[!^±i], 

60.(12p+8)„-a-V-180p'- 16p'+ 30p'-iä.j,_i2 + i2pJ+lJ^ 

60.(12y+9)„-»'p'-I08p<- 64p'+ 42p'- Wp-12+12[ "''+' ], 

60.(12p+10)„-»l!)»- Sej)"- 88p' _>J<p_l2 + l2[i?Ö:l], 

«0.(12p+ll)„-«p'+ 36p'- 88p' -if<p-24+12[iMÜ]. 

Diese Formeln für (n)^^ reichen auch hin, um die Anzahl der 
Zerlegungen einer Zahl in sechs beliebige (verschiedene oder zum Teil 
gleiche) Summanden, also die Summe: (n)ia + (h)jo + ■ ■ ■ + (")«» an- 
sngeben, da letztere auf 6nmd eines bereits mehrmals erwähnten 
Satzes mit (n + 1 + 2 + 3 + 4 + 5)„ = (n + 15)„ identisch ist. 

Wollte man statt der Gruppen von Formeln, die sich auf die 
einzelnen Zahlformen (mod. 12) beziehen., eine einzige, für alle jt giltige 
Formel haben, so wäre eine solche unter Verwendung des Symbolea 
ftr gröfste Qanze leicht herzustellen. Hiezu genügt die Bemerkung, 
AbSb in dem Ausdrucke: 

..+».[;]+«.[y+---+»n[Ä] 

die Koeffizienten a^, »i, , Qu immer so gewählt werden können, 

dafs derselbe für i = 0, 1, 2, . . ., 11 der Reihe nach vorgegebene Werte 
darstellt, speziell also auch die Koeffizienten einer bestimmten Potenz 
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von p in unseren Formeln; p und i sind femer durch die Ausdrücke 1 r^J 

und n — 12 1^1 zu ersetzen. 

Zur Erläuterung werde die Formelgruppe für 60 (n)^ durch eine 
einzige^ alle Zahlen n umfassende Formel ersetzt; dieselbe lautet: 

60.(n),3=-TgJ-{756-72i}g]* 

+ ( 1232 - 240 i + 24[i] + 48[i] + 48[j] + 96[^] + 48[i] 

+ 144ß]+ 96[i] H- 144[i] + 96[±] + 240[a)[fJ 
- ( 930 - 300 .• + 102 g] + 108 [j] + 96 [j] + 192[y + 60|j] 
+ 252[i] + 120[i] + 180[i] + 48[±] + 300[i]) gj 
+ [T - 180i + 126[i] + 108[i] + 36[i] + 144[i]-24[i] 
+ 156[i] + 36[i] + 84[i] - m[±] + 180[Ä]l[a 
_48 + 48i-48[i]-48[i]-48[i] + 36[i]-48[i] + 48[i] 
-60[1] + 12[^]. 

Darin wäre i noch durch w — 12 hg 1 zu ersetzen. 
Wien, den 15. Januar 1901. 



über die „^-Kurven" des einm&nteligen Hyperboloides 
und des hyperbolischen Paraboloides. 

Von Walther Lud^vig in Breslau. 

Unter einer „ö'-KurTc" einer Fläciie II. Grades veretehe ich die 
' Kurve der Punkte, in denen sich die beiden durch sie geheodeD Geraden 
der Pläche nnter dem Winkel d schneiden, und darf dabei stets 
0'^6'^x/2 TorauBsetzen; insbesondere nenne ich die *- Kurve für 
9 = 3r/2 die „Orthogonalkurve." Von den Eigenschaften dieser Kurven, 
die ich in der Dissertation „Über die Ebenen, welche aus einer Fläche 
n. Grades einem gegebenen Kegelschnitt ähnliche Kegelschnitte aus- 
schneiden" (Breslau, 1898) abgeleitet habe, seien angeführt: 

Auf einer zentrischen Fläche II. Grades sind die allgemeinen 
&-Eurven (fr < ,-r/2) Raumkurven VIII. Ordnung, die den Geraden beider 
Regelscharen der Fläche je viermal begegnen; die Orthogonal kurve da- 
gegen ist eine Raumkurve IV. Ordnung I. Art und wird in die IiTäche 
durch die Orthogonalkugel') derselben eingeschnitten. 

Auf einem Paraboloid sind die allgemeinen fr-Kurven Raumkurven 
rV. Ordnung I. Art; die Orthogonalkurve ist eine Hyperbel und liegt 
in der Orthogonal ebene") des Paraboloides. 

Im folgenden soll nun der Verlauf dieser Kurven in den inter- 
essantesten Fällen, nämlich auf den beiden Flächen 11. Grades mit 
reellen Regelscharen untersucht und der Anschauung zugänglich gemacht 
werden. Zu diesem Zweck wurden auch die beigegebenen Figuren an- 
gefertigt; Fig. 1 zeigt ein Stück eines einmantehgen Hyperboloides auf 
dessen drei Syiumetrieebenen und Fig. 2 ein Stück eines hyperbolischen 
Paraboloides auf dessen zwei Synimetrieebenen, sowie auf eine zu den- 
selben senkrechte Ebene orthogonal projiziert. In beiden Figuren sind 
^Ünige Geraden der einen Regelschar eingezeichnet und ihre Schnitt- 



1) Vergl. H. Schröter: Theorie der Oberflilchen 11. Ordnung, S. 631, 
S) Vergl. Th, Eejo: Ueometrie der Lage (3. Aufl.). n, AbtIg., Aufgaben 
nltxB Nt. 5S. 
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punkte mit den fr-Kurven für *=2-t^, 3- — , ■■■, 9,a ermittelt-, 
durch Verbinden dieser Punkte sind die fr-Kurven 2, 3, ■ ■ ■, 9 erhalten 
worden. 

1. Das einmanleliije Hyperboloid. — Es sei H' ein einmanteligea 
Hyperboloid mit den Achsen a, b, c; die Längen der zugehörigen 
AchBenstrecken BoUen mit denselben Buchstaben bezeichnet werden, 
nämlich mit '2a, '2b, 2c]/— 1, wobei a>5 sei. Die zugehörigen 
Symmetrieebenen seien beziehentlich J, B, F. Wir legen nun durch c 
eine Ebene ^ und laeaen auf der durch eie ana M* ausgeschnitteneu 




Hyperbel A' von dem einen ihrer unendlich fernen Punkte ans i 
Punkt X laufen, bis er als X^ auf V fallt. Dabei untersuchen wir 
die Veränderung des einen Winkels y zwischen den durch X gehenden 
Geraden 3, l der Fläche imd zwar desjenigen, welcher durch ^ geteilt 
wird; derselbe ist dem inneren Winkel 1^ des Asymptoteokegels 0* von 
E^ gleich, welcher in der zur Ebene {^gl) parallelen Durchmess erebene t 
von H^ liegt. Die letztere dreht sich, während X in der angegebenen 
Weise läuft, «m den zu z/ konjugierten Durchmesser rf des Hyperboloides 
im spitzen Winkel zwischen der einen aus d an 0* kommenden 
Tangentialebene und der Ebene (ßc)f und zwar von der ersteren zur 
letzteren. 

Fm nun die hierbei erfolgende Veränderung von tfi zu untersuchen, 
schneiden wir (Fig. 3) 0' mit einer zur T im normalen Abstand p 
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p&ralleleu Ebene fi in der Ellipae r-, für welche die Schnittlinien UEVi 
und C£SS von [i mit ^ und (de) ein Paar konjugierter DurctmesBer 
gind. Da VSS U d, zeichnet e in fi stets eine zu FS3 parallele und 
somit durch fTÜ in einem Punkte M halbierte Sehne 6'S = 2s der c* 
ein. Es sei nun S der Fufs- 
punkt des aus dem Eegelschei- 
tel auf S@ gefällten Lotes 
OH=h und @ derjenige End- 
punkt von S®, welcher mit H 
auf derselben Seite von M Hegt; 
nehmen wir dann die auf S^ 
befindlichen Strecken immer in 




der Richtung von S nach S und die im Scheitel über ihnen 
stehenden Winkel im entsprechenden Drehsinn als positiv, so er- 
halten wir 



tf- = ^ SO© = -^ 505"+ -^ ffO@ = arcctg = + arcctg 

oder, wenn MH= m und somit SS= s -f w nnd H® = s 
; wird. 



"ES 



^ = arc ctg - 



- + arcctg- 



WoU 0<^SOff<^ und - |<-^i/0®<| ist, bab™ wir Wen:»«* 



(1) 
(2) 



= arc ctg — 
r-arcctg 



-«■ + »" 
2ha 

* — M- 



wenn h' - 



* + »«»^0, 



. ^111 ' 



wobei immer der arc ctg einen Winkel im ersten Quadranten darst^^^U"^' 

Nim liegt bei jeder Stellung von t H auf der in E zu 1^— ^S 

normalen Geraden, und es ist, wenn diese mit UM den spitzen Winke^^H f 

einBcbliefBt, -^ MEH = ip und 

EH = MS ■ ctg y = m ■ ctg qo ; 
ferner folgt aus dem Dreieck OEH, dafa 

h = 0H= VöE^ + EIP =^ Vi»' + m* ■ c 
wobei der positive Wert der Wurzel zu nehmen ist. Daber könis «n 
wir unsere Formeln (1) und (?) auch folgeudermafsen schreiben: 

(3) *' = arcctgi/^-f + ^ — Y för /(' + * 



4 



vs 



-f ctg'lf 



(4) i(i = nr ~ arc ctg J / ^ 



■YS 



+ ctg' 9 



für ;<*-fw 



Es wächst nun bei der geschilderten Drehung der ( um d dis 
Strecke s von bis j ■ FSB, während m von EU- ainip bis und A 
Ton Vp* -\- E Iß ■ cos* ip bis j) abnehmen; folglich gilt zuerst die 
Formel (3), aus der wir erkennen, dafs il> zunächst als spitzer Winkel 
Tora Werte aai stetig wächst. Wenn aber im Verlaufe der Drehung 
h* + m* — s^ negativ wird, — ob ea dazu kommt, das hängt von den 
Verhältnissen des 0* und von der L^e der d ah — ho tritt die Formel \i) 
in Kraft und zeigt ims, dafs dann i/f auch als stumpfer Winkel sich 
fortwährend vergröfsert. 

Demnach wächst der dem ip gleiche Winkel W bei der aiige> 
gebenen Bewegung von X unter allen Umständen vom Werte u 
stetig bis zu einem zwischen und % gelegenen Werte V^ den er in 
Xq erreicht. Umgekehrt entspricht jedem Wert von W zwischen 
und Wq ein Punkt X des betrachteten Quadranten der A^; drehen wir 
daher zJ um c von B bis A, eo beschreibt der zu einem bestimmten 
Wert von 5^ gehörige X ein Kurvenatück, das keine aus c kommtmde 
Ebene mehr als einmal trifft. Gleichzeitig bewegt sich aber X^ anf 
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der Kehlellipse von IP, und dabei nimmt Wg stetig zu vom Werte 
ß ^ 2 ■ arc tg ~ bis zum Werte ce ^= 2 ■ arc tg - ; denn wenn x die Länge 
des zn OX^ konjugierten Halbmessers der Keblellipse ist, so haben 
wir Vj, = 2 ■ arc tg - , und x wächst bei jener Bewegung stetig von b 
bia e. Infolge dessen verläuft das zu W gehörige Kurvenstück voD 
eixiem Punkte auf B nach einem Punkte auf A, wenn -^ V -C ß, und 
vozi einem Punkte auf F nach einem Punkte auf A, wenn /3< ^<k; 
für y=f3 geht es von dem einen Scheitel der Achse a nach einem 
Punkte von A, und für ¥•" = « beateht es allein aus dem einen Scheitel 
der Achse b. a ist überhaupt der grÖfat« Wert, den W in einem 
reellen Punkte von fl' erreichen kann, und einem noch grölseren ent- 
spricht keiji reelles Kurvenstück. Diese KurvenatUcke wiederholen sich, 
den Gesetzen der Symmetrie folgend, in allen Oktanten von IP und 
setzen sich zu im Endlichen gescbloasenen Kurvenzügen zusammen, 
deren es für jeden Wert von 5^ zwischen und « zwei giebt. Die 
Kurvenzüge wiederum für ^P" = j; (^ ;t/2) und für ^P = jt — ;[ bilden, 
so -weit sie reell vorbanden sind, den reellen Teil der d-Kurve für 

*— I- 

Hieraus ergiebt sich Folgendes: 

Auf einem einmanteligeti Hyperboloide, dessen Achsen die Längen 
3a. ^ 2h, 2cy— 1 (a > &) haben und dessen beziehentlich zageharige 
^if»9tmetrieehenen A, B, F sind, setzen sidi die »-Kurven, soweit sie redl 
*»»^^ aus je in sich symmetrischen Paaren von im Endlichen gescJUassenen 
•'^^^t^eneügtn zusammen; diese Zugpaare schneiden aäe die A reefl und 
^^*~faSam in ewei Beihen, jenacJtdem sie B reell und F imaginär — erste 
^^e»Ae ~ oder F reell und B imaginär — «weife Rmhe — treffen. Die 
^"Surven sdbst verhallen sich auf den versciiiedenen Typen der ein- 
"•«^wfelw/tftt Hyperboloide verschieden, wie die folgende Tabelle zeigt, in der 

« = 2arctg-, k' = JT — K = 2arctg-; 
(i = 2arclg-, (3' = K-/i-2arctg^ 
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Walthkb Ludwig: 



Aus einem Zngpaar 



der ersten | der zweiten 
Reihe 

bestehen die <&- Kurven, 
für die 



Aus zwei Zugpaaren 

einem der 
ersten und 

einem 
der zweiten 

Reihe 

bestehen die '&- Kurven, für die 



der ersten 
Reihe 
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In allen diesen Fällen hat die -Ö'-Kurve für d' = a, resp. == « ~ « 
in den Scheiteln der Achse b zwei isolierte Doppelpunkte und diejenige fBr 
d" = ß, resp. = Ä — /5 in den Scheiteln der Achse a zwei gewöhnliche 
Doppelpunkte. 

Bei dem in Figur 1 dargestellten einmanteligen Hyperboloide ist 
c* = ab. 

2. D<is hyperbolische Paraboloid. — Es seien S der endliche 
Scheitel und ö die zugehörige Scheiteltangentialebene eines hyper- 



1) Siehe Dissertation , Nr. 17. 



über die ,, 



■' des einmanteligen Hyperboloid es etc. 
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bolischen Paraboloides U^, tj^ und l^ die mit S und a inc.identen Ge- 
raden deBselben uod y und X die längs dieser aol' e eenkrecliten Ebenen; 
dann teilt ff das Paraboloid 77* in zwei Teile, von denen der eine, der 
^spitze Teil'', in dem spitzen Seh eitel winkelpaar Kwischen y und X, in 
■^ yk, und der andere, der „stumpfe TeU", in dem stumpfen Scbeitel- 
winkelpaar zwischen y und i, in -^ j- ■ A, liegt. Von den beiden 
Symmetrieebenen von i7* femer halbiere A den -^y • k und B den 
<Yk. 

Wir betrachten nun einen der durch A und B aus 77' heraua- 
geschnittenen Quadranten; befindet sich auf ihm etwa ein HalbstraU 
von g^, so legen wir durch einen Punkt Xp desselben die Parallel- 
ebene ^^ zur B und lassen auf dem Parabelast, den sie mit dem 
spitzen Teil unseres Quadrajiten gemeinsam hat, den Punkt X vom 
Unendlichen her bis X^ laufen. Die Winkel zwischen den Geraden 
g, l des Paraboloides, welche sich in X begegnen, sind gleich den- 
jenigen, welche die etwa durch S zur Ebene (gX) parallel gelegte 
Ebene £ aus y, k ausschneidet, und dejjenige von ihnen sei mit V be- 
zeichnet, dessen gleicher in -fcj'i liegt. Bei der Bewegung des X 
dreht sich e um einen Strahl rfj des Büschels {S, A) von A bis 
(rfi3o) ^-= *o "O^ zwar, da X den Scheitel der Parabel nicht erreicht, 
in dem spitzen Winkel dieaer beiden Ebenen; der von ihr aug -^yX 
ausgeschnittene Winkel wächst dabei nach der Formel (3), die mit 
unwesentlichen Änderungen — f*||-^> s = const., EÜ^oo — auch 
hier gilt, stetig von bis zu dem Winkel, den ^yk in e^ einzeichnet und 
der, weil g^ _L yk, stets spitz ist. Mithin durchläuft V bei der ange- 
gebenen Bewegung von X alle Werte von bis zu einem spitzen 
Winkel W^,, den er in Xq erreicht. Analog hierzu nimmt der Neben- 
winkel von y* ab von x — W^ bis 0, wenn wir X auf dem Parabelaet, 
welchen die durch Xg zu ^ parallel gelegte Ebene ^^ mit dem 
stampfen Teil unseres Quadranten gemein bat, von Xg aus bis ius 
Unendliche gehen lassen; dabei wächst y selbst von Wq über jr/2 bis x. 

Sonach erbalten wir auf 77' einen unendlich langen Kurvenzog, 
dessen Punkte X den Werten von W zwischen und a eindeutig zu- 
geordnet sind; er überstreicht, wenn wir X^ unter Mitnahme von ^, 
mfd ^j auf g^ von S aus bis ins Unendliche bewegen, den betrachteten 
Quadranten, und dabei beschreibt der zu einem Wert von W gehörige 
JE ein Kurvenstück, welches von einem Punkte einer der beiden Hauptr 
parabeln des 71* bis ins Unendliche verläuft. Gleichzeitig dreht sich 
die zu Xj gehörige t^ um g^ von der a bis zur y, so dafs y^ vom 
l^itzen Winkel id zwischen g^ und l^ bis n/2 wächst; mithin Überschrei- 
,tm die Karvenstüeke, für welche lo < y<a/2, die j/^, während von 
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den übrigen diejenigen für < ^ ^ öj ganz auf dem spitzen und die- 
jenigen für a/2 <;?''<» ganz auf dem stumpfen Teil des Quadranten 
verbleiben. Hieraus folgt: 

Auf dem hyperbolischen Paraholoid bestejtt jede allgemeitie 9-EtaTf 
aus vier sich beiderseits ins Unendliche erstreckenden Ästen; diegäieH 
eerfailen in ewei Paare, die je in sicii begäglidi der Symmetrieä>etieK ärr 
Fläche symmetrisch sind und die eu verschiedenen Seiten der (rur SfAafcJ- 
tangenHal^?ene parallelen) OrthogonaJebene liegen. Das eine Paar — und 
ebenso die Orthogonalhyperbel — befindet sich stets vollständig auf am 
stumpfen Teil des Paraboloides. Die Aste des anderen Paares aber «r- 
bleiben, wenn <d der spitze Winkel der beiden Sdieitelgeraden ist, nttrßt 




< ■& ^ DJ völlig auf dem spitsen Teil und greifen, wenn &> (a, atidt 
noch je mit einem endlichen Stück auf den stumpfen Teil über. Die 
9-Kurve für ■9' = ta Jtat im endlidimi Scheitel iles Paraboloides men 
Doppdpunkt. 

Bei dem in Fig. 2 dargestellti'n Paraboioid ist ta ~ ;t/3. 

Es erübrigt noch eine Bemerkung darüber, wie die vier Arte einer 
O-Kurve sich im Unendlichen zusauiraenHchliefsen : Jede allgemeine 
#-KurTe von H^ hat vier unendlich ferne Punkte, die gegeben sind 
durch die Schnittgeraden von y, l mit einem Rotationskegel, der yl 
zur Achse und 9 zum halben Öffaungswinkel hat (Dissertation, Nr. 22). 
Mithin haben immer je zwei auf verschiedenen Seiten der Ortht^onal- 
ebeue gelegene Äste einer O-Kurve einen ihrer unendlich fernen Punkte 
gemein, wie es in Fig. 4 durch die übereinstimmenden Zeichen in,, n, ete. 
angedeutet ist, welche au die nach demselben unendlich fernen Punkt« 
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igenden Enden der Eurvenäste gesetzt sind. Es sind in dieser Figur 
ei ^-Kurven — für -Ö- = '^i < o, für -ö- = -ö-, = cd, fOr d^=-d^^> cn — 
if die Orthogonalebene projiziert und die Aste, die auf der einen 
Ate der letzteren liegen, voll ausgezogen, die auf der anderen Seite 
ifindlichen aber nur gestrichelt; die Projektionen von ^, B, y, X sind 
it (A\ (5), (y), (A) bezeichnet. Durchlaufen wir die drei Kurven in 
ir Reihenfolge mnop, so erkennen wir: 

Eine d'-Kurve eines hyperboliscJien Parabohides bildet einen einzigen^ 
ennal das Unendliche durchschreitenden Zug^ wenn ^ ^ cd, und zerfaUi 
\ zwei, je eweimdl durch das Unendliche gehende Züge, wenn d''> m ist. 

Breslau, den 15. Januar 1901. 
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Das AdditionstlLeorem der elliptisclieiL FnnktioneiL in 

geometriBclier Form. 

Von P. Kokott in Sagan. 

Die bisherigen Beweise des Additionstheorems gehen von ^er 

Differentialgleichung 

dy 



dx 



= 4- 



aus und suchen durch analytische oder geometrische Betrachtungen ein 
Integral dieser Gleichung aufzufinden. Die geometrischen Erörtenmgen 




beziehen sich auf die Jacob i sehe Untersuchung über die Linie gleicher 
Tangenten mehrerer Kreise, oder sie fufsen auf der immerhin unsymme- 
trischen und der unmittelbaren Anschauung weniger zuganglichen sphä- 
rischen Trigonometrie. Die vorliegende Untersuchung soU nach einer 
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kurzen Einleitung, welche die Punkte der Peripherie eines Kreises durch 
das Argument innerhalb des Intervalles ÜT und K -\- 2iK' darstellt, mit 
den einfachsten Mitteln der ebenen Trigonometrie ohne Differential- 
gleichung eine endliche Beziehung zwischen u und Vj den Umkehrungs- 
funktionen obiger integrierten Differentiale, aufstellen, die Erleichterungen, 
welche dadurch entstehen, an den Jacobischen Additionsformeln vor 
Augen führen und zum Schlufs den speziellen Fall der Verdoppelung 
des Argumentes eingehender behandeln. 

1. Vorhemerkangen. — In einem Kreise mit dem Mittelpunkte A 
imd dem Radius h sei ein fester Radius AD gezeichnet und ein Stück 
AB = c abgetragen. Durch B sei eine beliebige Sehne gezogen, deren 
Abschnitte mit a und a' bezeichnet werden sollen. Der zum Sehnen- 
abschnitte a gehörige Centriwinkel CAB heilise a, der zu a' gehörige 
überstumpfe Winkel CAB sei a\ Die Dreieckswinkel ABC und ACB 
sollen ß und y genannt werden. Dieselben lassen sich wie alle sonst 
an der Figur vorkommenden Winkel durch a und a ausdrücken. Es 
ist <^ CAC'=^ 4R - a'+ a, also 

(1) y=lt-'-^^-"--i-i-B = ",-i-R, 

C3) ^ ACD = B - I = ^ADC, 

C5) ^ CCB = I CAD = i^^ = 2E - "2 , 

(6) ^CAD' =2R-a, 

<7) ^C2)'^=|, 

<8) '^D'AC'=2R-{4R-a') = a'-2R, 

<9) ^ D'C6"= ^D'AC'= Y - R, 

00) -^CBD =« + y=^ + |--U, 

01) ^PAB =R-ABP=2R-'^~, 

02) ^C'AB ^4R-a'=ß-y. 

2, Darstdhmg der Breiecksgröfsen durdi ellijdische Funktionen. — 
betrachten wir das Dreieck ABC, so ist der Flächeninhalt desselben 

16» 
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2r==|/(^y_ (|)^ g)*_ (tz^y. Setzt man för einen AngenbHck 

tzTe = y^ 8Ö ist 

.5« — c" /^ ?— i 5^—5 , h — c 



F=i^-^yi - y*- 1 - äV> ft = 



6 + c 



Denkt man sich (7 auf der Peripherie des Kreises verschoben^ so ist a 
veränderlich, während b und c konstant bleiben. Wir setzen jetzt 



/v 



dy 



dann ist 

(13) y = sn (m, ä) oder a = (6 — c)snM, d. h. snu = t-^ 

(14) F= i ~7 cn wdn m oder cn wdn m = — r^^ 



6«-c' 



Der kleinste Wert von a ist 6 — c, der gröfste 6 + c; demgemaft 
schwankt die Variable u zwischen K und K + iK\ Nach dem um- 

irewandelten Kosinussatze ist sin -^ «= t ~l- 1/l — tt ri. Da ferner 

^ -"U + e;^ ^ -^-^ ~FfT'^ ''^b+-c> F~^ ^^ 

1/1 — 75^1-Tf = CUM ist, so folgt 

(15) cn u = — i-jT- sin y • 



Ebenso ist cos-^ = — ^T/l — Ä;' ., ^ ., , also 

(16) cos Y = %r7dnti= ^. , y. oder dnM=Ä'cos y und dn(tt+-E')= — 
/ir»\ j. « -7 cnu , cnM » i « 

(17) tgY = »*d5i »^«'^ dES ¥*8Y- 

Wegen g— = sn (iT + u) kann man schreiben 

(18) ig— = iJcsn{u + K) oder sn(M + JE) = — ^ tgy- 

Weiter ist Ä„ = — , folglich 

i — s — cnu dnM , „ ., 

/ioN 7 2 j cnudnti 2t/i^ 

(19) Ä- = — jr r oder = — j—r^ , 

/ork\ • /» 21^ .5 + ccntidnti t cnudnti 

(20) sm^ = — = i-^ = r — , , 

^ ^ '^ ac 2c snti 1 — k snti ' 

/oi\ • 21^ i cntidnti 

(21) 8my = ^=j-p-^j^. 



«' 
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Für die vorliegende UnterBuchimg ist es von Wichtigkeit, zu 
beobachten, in welcher Weise sich die einzelnen Gbölsen ändern, 
wenn der Punkt C durch eine kontinuierliche Bewegung über D' in 
die Lage von C kommt. Wir wollen C den Gegenpunkt von C nennen, 

BC den G^enstrahl. Es ist aa'=6*— c* abo a'='-^^ — = f-~--; 

da aber sn(u + iK') = r ist, so erkennt man, dafs bei einem 

^ ' ^ k snu ' ' 

tJbergange von C zu C das Argument um iK' zunimmt. Berücksichtigt 
man, dafs cn(u + iK') = ^ ■■■- und dn (m + iJE'') = — - ist, so ent- 
stehen folgende Gleichungen: 

l<2Q\ F' = — . 6*— c* cn tt dni* ^ f 

Sin Y geht über m sin y = + ]p^^ und wegen -^j^ = - cn(w + iQ 
ergiebt sich 
C2-4) 7 == cn (m + iT) oder sin ^ = 77 

^ ^ . a \ ' / 2 Ä; snu 

sin - 
2 

cos| wird cosy = -jpj^; wegen ^^^ = - tn(ti +ii:) ist 

C^S) cos ^ = f tn (m + K) oder cos -r- = — tt 

j- • j 1' .6 + ccnt«dntt , , 

'*„ wird A„= - t-^^ ^^ K, also 

Beachtet man, dafs 1^1^ = ö-x — ? ^^d berücksichtigt (12), so 

ist 
^ 2 

^^^lalt man 

CS7) tgj.tg?.- *, 

^^Bs auch dadurch entsteht, dafs man in tg y = ~ 2^3 — d*s Argument 
^^Hi iK' vermehrt; es wird nämlich 

dnti 
• V-^8) tg - = tk--^- ^% = 



cnt« cnu sn(M-|--^) 

tsnu 
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Hierdurch sind alle für das Folgende wichtigen Gröfsen dnreh 
elliptisclie Funktiuaeii dargestellt. Das Argument m besteht aus einem 
reellen Teile K, welcher konstant bleibt, und einem variablen imaginäreD 
Teile ix, welcher bei einem vollständigen Umlauf von h\i2iK' wäclist 

3. Die gcoinetrlsdif- Bedeutung des Additionstheoretm der eir^adea 
eUipHschen Funlctionen am Kreise. — Wir nehmen an, auf der Peripherie 
des Kreises seien zwei Punkte durch die Argumente K -\- ix und K + ij 
bestimmt; der Strahl von B aus nacli K -\- ix heifse m, der Gegen- 
strahl »«', die oben definierten Centriwinkel fi und ft'; ähnlich sollen 
die Gröfsen, welche zum Punkte K + iy gehören, mit n, n' und v, v 
bezeichnet werden. Es entsteht nuumehr die Frage, wo der Punkt 
K-^ ix -{- iy liegt. Es soll bewiesen werden, dafs der Centriwinkel M, 
den der bewegliche Radius nach dem gesucbten Punkte K -\- ix-\- iy 
mit dem festen Radius bildet, gefunden werden kann. Es ist nai 
Bn{2K+ix + iy) = 



Andererseits ist 






I 



Setzt man für Bn{E+ixy den Wert j—^ , ebenso für Bn(if+iy) 
— and berücksichtigt (14) und (17), so ergiebt sich: 



Erweitert man den Bruch rechter Hand mit 
seinen Wert, so wird 



K&- 



c) 



Nun ist mh^ = 2F,„ und nh„ 
ft* — c' = mm', also (i* — c*)* = 
Gleichung 



M 




1 i mF„ + *wF, 



2(b-c)(V + 70 



Dadurch kann M gefunden werden, weil alle Gröfsen auf der rechten 
Seite durch m und n gegeben sind. Gleichung (29) drückt genta 
dasselbe aus wie Bn(!( + !;), ist also eine trigonometrische I 
Ädditionstheorems der Sinusaniplitude. 
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In ähnlicher Weise wollen wir jetzt den äquivalenten Ausdruck 
des Additionstheorems för die übrigen Funktionen aufsuchen. 

Es ist 

dn{K+ix + K+iy)^ 

d n (JSr + ix) dn (JSr + *y) -- 1' an {K+ ix) sn (JSr+ iy) cn (K+ ix) cn {K+ iy) 
^ l—k*Bn*{K + ix)m*(K + iy) 

Hier dividiere man Zähler und Nenner der rechten Seite durch 
ifc* sn (Z + ix) m(K+ iy). Nach (24) ist 

^i^+i ^) _ I.' ain fL ebenso ^(^+^y) _ r sm ' 
fm{K+ix) - '^ 8"l 2 ' ^^^^^^ 8n(JSr+ ty) '^ ^^Y > 

femer nach (15) 

cn(jK'+ irc) = — i^siuy und cn(jK'+ iy) = — i^ sin^ ; 

deshalb wird der Zähler der rechten Seite ^(8in|^ sinl^ + sin^ sinY)* 
Im Nenner ist nach (22) 



mV 



kUii{K + ix)sn{K + iy) (6 — c)« 

iftn 



und nach (13) Bni(K + ix) 9n(K + iy) ^^^ jr r^; also geht die Gleichung 

über in 

^rr (& - c)M sin I sm -. + sin ^ sin --) 

dn(2K+ix + iy)=^- ^ ^ ^ 22/ 



tn fi — tun 



Da endUch dn(2Jr+ ix + iy) = ^^j^^^-^^-y) und ^(6 - c)»= 46c 
ist, so entsteht unter Berücksichtigung von (16) 

(30) cos — = 



2 



4oc|8in^ sin— + sin^sin— -1 
\ 2 2 ' 2 2/ 



als gleichwertig mit dem analytischen Ausdruck für dn (u + v). 

Weiter ist 

cn(2K+ ix + iy) ^ 

cn (K + ix) cn {K + iy) — sn (JT + ix) sn {K + iy) dn (JT + ix) dn (JT + iy) 
^ 1 — i« sn« (JT + ix) sn« (K + iy) 

Eine der obigen analoge Transformation führt zu der Formel 
(31) sm -^ = 



4 öc 1 cos -^ COS — + cos ^- cos — ) 
\ 2 2 ^ 2 2 / 

welche gleichwertig mit cn (u + v) ist. 
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Um endlich den trigonometrischen Ausdrack f&r tn (u -f t^) zu 
finden^ bemerke man, dafs 

fn^yr I ir i K\ ,',A_ tn(jr+ia?)dii(ir+iy) + tn(jr+ty)dii(g -h ix) 
in ^Ä -t- »a; -i- Ä -t- ?y; — j _ ^ ^^ _^ ^.^^ tn (E" + iy) dn {K+ ix) dn i^+^) 

ist. Hier dividiert man Zähler und Nenner durch tn(jK'+ix)tn(Z'+-iyj 
und berücksichtigt^ dafs w^en (19) 



dii(E'+tÄ) cn (JT + »a;) dn (JSr + »«) 
tn (JSr + ix) ~~ 811 (Ä* + ix) ~~ 




dii(ir+»y) 2tÄ„. 
in (JT + ty) ^ 6 C ' 





femer, dafs wegen (25) 

. ,xr I ■ N = ** COS ^ , . .,^ , . . =-%k cos — 

tn(A + »a;) 2' tn(Ji + *y) ^ 

und wegen (16) dn (^ + irr) = ä ' cos ^ , dn (iST + ty) = Ä' cos ^ ist; 
alsdann folgt: 

tn(2ir+ ia; + iy) = 2*(^m + ^ ^ . 

« '(0 + c) ( COS — cos — + cos ^ cos — - 1 
^ ' ^\ 2 2 ' 2 2/ 

Nun ist nach (25): — i cos — - = tn(iir+ir+ia: + iy) und Ä'*=^^-^,, 

also 

(32) co8^ = - («' + '^) (*«. + ».) 



2 oc I cos ~ cos — + cos ~ cos -TT I 
V 2 2 ' 2 2/ 



Es ist bemerkenswert, dafs wir diesen Ausdruck auch aus der 

allgemeinen Beziehung tg —- • tg -y = — Ä erhalten könnten. Dividiert 

man nämlich (31) durch (32) und multipliziert mit (29), so erkennt 
man, daijs in der That M und M' durch jene Relation verbunden sind, 
wie schon (27) es verlangt. 

4. Beweis des AdditionstJieorems. — In einem Punkte B innerhalb 

eines Kreises mögen sich zwei Sehnen schneiden, deren Abschnitte m, m' 

und n, n' heifsen. Fällt man vom Mittelpunkte auf die Sehnen die 

Senkrechten h^ und A„, so ist, wenn man u iur K + ix, v ^ 

K -\- iy setzt: 

, .& + ccnt«dntt , .6 + ccnvdnt? 

"» 2 snw ' *• 2 sn© ' 

7 , 7 .6 + c sn w cn t? dn V + sn t? cn ti dn u 

m * n 2 snusnt? 
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*» = (6 — c)8nw, m'=V— — ; « = (6~c)snt?, n'=^ . also 

f , /, v,/l — ife'sn'usn't' \ 

^ '^ \ ä' sn 14 sn t? / ' 

9{h ^ ^w» "fc ^« ., sn M cn V dn t? + sn t? cn u dn t« 

^ ^m'n* — mn 1 — Ä'sn'usn't; 

Die linke Seite dieser Gleichung dimmt je nach Lage der beiden 

M 
Sehnen beliebige Werte zwischen — <x> und + oo an, kann also tg — 

gleichgesetzt werden. Nach (18) giebt es aber immer ein M, für 

welches tg— = iisn (JSr+ ü) ist, wobei U die Form K + iz haben 

mufs. Also entsteht die Gleichung: 

sn {2K + iz) = 

_^ sn (g + ix) cn {K + iy) dn (g + iy) + an (g + iy) cn (g + ix) dn {K+ ix) 
" 1 — ifc« sn« {K + ix) sn« (K + iy) 

Um iz als Funktion von io; und iy zu bestimmen, beachte man, 

dafs für y = die rechte Seite in ^t^^""* v *^®^ ^ ''^ (2iir+ «x) 

Qbergeht, ebenso für a; = in sn(2ür+ iy); dafs femer für x = und 
y = 0, ebenso wie für irr = — iy die rechte Seite verschwindet; daraus 
erkennt man, dafs iß = ix + iy sein mufs, und man erhält durch Ein- 
führung Yon u und v die bekannte Formel: 

/ , V sn ti cn 17 dn V 4- sn 17 cn 1« dn ti 

sn (ti + v) = :; v:, -^ ^ 

^ * ^ 1 — «"sn'tisn't? 

Will man die Additionsformeln für die übrigen Funktionen be- 
weisen, so bilde man die Ausdrücke (30), (31) und (32) und verfahre 
im übrigen genau so, wie es soeben mit der Funktion sn geschah; 
der Beweis, dafs die rechte Seite der Gleichungen kleiner als Eins ist, 
ist leicht, da das Maximum derselben offenbar dann eintritt, wenn 
m^h — Cj m' = 6 + c, ebenso n = 6 — c, n' = 6 + c ist. 

5, Beweis cmderer Additionsformdn, — Wir werden in diesem Ab- 
schnitte an einigen Beispielen zeigen, wie die Darstellung am Kreise 
benutzt werden kann, um andere Additionsformeln, Kombinationen von 
den einfachen, herleiten zu können. Die Beispiele sind entnommen dem 
System von 16 Gleichungen, das Jacobi in den Ges. W. 11, 325 auf- 
S^s^Ut hat, und welches von Herrn Felix Müller in die 11. Auflage 
der Enneperschen Vorlesungen S. 199 aufgenommen ist. 
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(33) iTÄT. = .,.., nn-n- o«*«'^ 



(34) 



a) 


Im Dreieck BC'D' ist: 












a 


— 


sinBD'C 




b + c 


sin BC/D' 








a' 




sin 2 




6 + c 


C08- 


)re 


ieck CSD' 


ist 














a 




sin CD'B 




b + c 


sin D'CB 








a 


— 


8in- 




b + c 


cos 2 



oder 



(35) 



Schneiden sich nun 2 Sehnen ^ deren Ahschnitte m und m'; bezw. 
n und n' und deren Centriwinkel fi und ft', resp. v und v' sind, in B, 
so ist: 

, , Bin ^ Bin -— sin — sin -- 

m n 2 2 mn 2 2 



^ ' ^ cos \r- cos — VI/ cos ^ cos -— 

2 2 2 2 



also 



/ „ # 



m n ft i' , mn Ur v 

(6T"cy *'°' 2 ''»^ 2 + (6+-C7 «»« -2 ««« Y 

= sm^ sm-g +sm^ siny 

Zieht man auf beiden Seiten ., , ., (cos ^ cos ^ + cos ^ cos ^ j ab, 

so entsteht nach Division mit jr eine Gleichung, die unter 

Berücksichtigung von (30) und (31) übergeht in: 

(36) T--|~S^^^=*'*^«2 ^^^¥' 

COSy »"^-g- 

WO M den Centriwinkel zum Punkte K + ix + iy und M' den zum 
Gegenpunkte bedeutet. Beachtet man (13), (16) und (24), so ist: 

dn (K+)x + iy) - ^' ^^ (-^ + ^'^) ^^ (^ + ^y) ■ ^dr(?-HM^ if 

= dn(J!:+ ix) dii{K+ iy), 

oder, wenn man K+ ix = Uj K + iy = v setzt: 

(37) dn(M + v) + Ä*snMsnt;cn(ti + v) = dnw dnt?. 
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b) Im Dreieck DGB ist -r = . -am^ oder 

^ 6 — c sm B CD 

a 

COS — 

Im Dreieck C'BD ist v = -. -.„7=7 t. oder 

a 

COS — 

(39) -j^ . 

^ ^ b — C . a 

sin — 
2 

Auf m und n angewendet ergiebt dies: 



mn 



IL V 
COS ^ COS g 


m'n 


IL V 
COS ~ COS -^ 
2 2 


Sin ~ sm -rr- 

2 2 


db-cr 


sui ^ am jj 


ifi'n . a 

tatirt ^ 1 


V 
Bin — t* 


rkfl H /»OB -1- Ar 



folglich 

mn . li' . v' mn . it . y u v , u i^ 

(&3-C)T «"^ Y «^ Y + -(T-I^. «^ 2 "'^ 2 == cos 2 cos 2 + cos- COSy 

Eine der obigen entsprechende Transformation fQhrt zu der Formel 

/.^v 1 mn 1 Je* * IL . V 

(40) — lF-^3^— S^-F^^^t'^i' ^^^^ 

sm— ^ cos- 

(41) cn(u + v) + snMsnt;dn(w + v) = cnwcnt;. 

c) Etwas umständlicher gestaltet sich die Rechnung bei dem dritten 

Beispiel. Es ist 2(m'n'-- mn) = (m + m')(n' — n) + (n + n )(m'— m), 

also 

m'n' — mn m-\-ni n' — n n-^W m' — m 

26c 26 2c ' 26 2c 

Im Dreieck ÄPC ist cobäCP ^~~- oder ^^v^ = si^--^-^' 

20 20 2 

Im Dreieck ÄBP ist ^ I"^ == cos J.JBP oder —^ = sui ""L " • 

2c 2c 2 

Demnach wird 

m'n' — mn , a — u. . v -\-v . . li' + u . »' — v 

__ Bmi^sm^ + sme-psin-^ 

sm 1^ sm ~ COS ^ COS Y — 2 sm ^ sm — COS ^ COS - • 
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Addiert und subtrahiert man rechts sin ^ sin — cos ^ cos — , so erhalt 
man nach einer leichten Umfonnung 

cos ^ cos — Bin ~ sin — 

(42) 1= — ^ 2 2 2 



M . M' 

cos - - sin--- 

2 2 

Nun ist nach (16) und (15) 

itlj, vi-, . ß . k , V . k 

cos^ = T/dnM, cosY = vdnv, sm^ = tjpcnM, sm-^ ^tj^cnv, 

folglich ergiebt sich 

(43) dn ti dn t; dn(w + v) — Ä^cn w cn t; cn(tt + t?) = i'*. 

d) Als letztes Beispiel soll die Formel 

dn tt dn t? cn (u + v) + fc'^sn i« sn t; = cn m cn t; dn(M + v) 

behandelt werden. 

Verwandelt man in (42) fi in ft' und v in v, so geht K+ix+^^y 
ia K+ix + iy + 2iK' über, d.h. ^M wird 4R + M, Jlf' wi]K=:d 

4jB + M', cos geht also über in — cos-^ , sin-r- in — sin-^ ^ 

die Gleichung heilst also: 

IL V , il . V 

COS ^ cos — sm ^ sin — 

(44) \. ' ^.7^ — 1, 



oder 



M . Jlf' 

cos -- sin -^- 

2 2 



il il V V il V tl V 

008 -^- cos ^ cos — - cos -— cos ~ cos — - cos -^ cos -— 

M-\ 2 222 2^_ 22 

^' .ll.t'itt .Jll . il , V 

sm ^ sm - cos — sin — — sm -^ sin — 

2 2 2 2 2 2 

Nim ist tg ^ • tg '^ =^ — Ä', ebenso tg ^ • tg ~ = — Ä*, folglich kann (4^ 
geschrieben werden 

. II . 1' II r UV 

sm ^ sin - cos ^- cos - cos ~ cos -- 

4 4 o «;> 9 9 



it' cos , sm -— sm -■ sm -- 

2 2 2 2 

fi r 

cos -~ cos — 

Nach ^3S) ist — ", — -V = u_ xt ? multipliziert man noch k:^-»-^^ 

sin ~ *in - - 
2 2 

— A*'*, SO ttiefst aus den schon mehrfach benutzten Formeln 
(46) cniicnrdn^^fi + r) — ilnMibircn(fi + r) = Jk'^aniisnr. 
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e) Aus den angeführten Beispielen kann man leicht erkennen^ 
^welchen Weg man einschlagen muTs^ um Additionsformeln ähnlicher 
Art zu erhalten. Man hat nur nötige durch einfache Rechnungs- 
operationen Ausdrücke von der Form der Gleichungen (29), (30), (31) 
und (32) herzustellen und von da aus zu den elliptischen Funktionen 
überzugehen. Für die übrigen oben erwähnten 16 Jac ob i sehen 
Oleichungen wird es wohl genügen, die in Bezug auf den Kreis um- 
gewandelten Formeln unmittelbar unter die Gleichungen in elliptischen 
[Funktionen zu schreiben. Es soll dies für sechs der Formeln ge- 
schehen; die übrigen sechs ergeben sich durch Yertauschung von u 
xnit t?, d. h. von /ü mit v bezw. fi' mit v': 

(47) cnt?cn(tt + v) + 8nt?dnMsn(M + t?) «= cum, 

li M* IL . M' 

cos -^ cos -TT- sin -^ sin -rr- 

2 2 2 2. 
? = 1; 

cos -— Bin — - 

2 2 

^48) — cnMsn(w+t;)-f snMdnt?cn(M-|-v) = •— snvdnw, 

cos ~ cos -— - sin V;- sin -— - 

2 2,22. 

+ ^. — = 1; 



V . V 

cos — - sin -r- 

2 2 



49) dnucnt;cn(w+t;) + Ä'*snt?sn(u+t?) = cnttdnvdn(w + v), 



. U . tr iL V 

Sin -^ Sin -— cos -^ cos - -- 
2 2, 22. 

sin -— cos -— - 

2 2 



^Ö) dn t? dn (tt -f v) -f Ä*sn t; sn m sn (u+ 1?) = dn u, 



iL M . iL . M 

cos -^ cos -- sin ■— sin -— 

2 2 , 2 2 — 1. 



V , V 

cos — - sin -— 

2 2 



'1) dnMsn(t*-f v) — snMcnt;dn(u + t;) = cnttsnv. 



V , M V M . V . V 

sin -T- sin -— cos — cos — - sin -r- sin -^ 
2 2 2 2 2 2 



sin -^ cos -^ cos -^ cos -^ 

2 2 2 m 



^) snt?cn(w-|-i;)— - cnt;dnMdn(M + t?) = — snMdn(w + v), 



V iL , a . V 

cos — - cos -^ sin -~ sin — - , , 

2 2 2 2 j,a fL iL V V 

M M ^ ^^^ 2 "^^ 2 ^^^ 2 ^^' 2 • 

cos 2 8iny 
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Schon eine flüchtige Betrachtung der Formeln zeigt eine grolBere 
Symmetrie im Auf bao^ als die entsprechenden Gleichungen in elliptischen 
Fimktionen sie besitzen. Auch tritt ihre innere Verwandtschaft 
schärfer hervor, wie z. B. der Anblick von (48) und (49) beweist 
Setzt man nämlich in (50) ^ statt /ü, d. h. verändert man das Argu- 
ment K + ix um iK\ so ist klar, dafs M in M' übergeht. Es ist 
abo (48) die unmittelbare Folge von (50), ebenso (48) die unmittel- 
bare Folge von (47), was aus der Jaco bischen Form durchaus nicht 
ohne weiteres hervorgeht. Indessen soll nicht naher auf die Unter- 
suchung der Yerwandtschafl; an dieser Stelle eingegangen werden. 

6. Die Verdoppdung des Argumentes. — Die Nützlichkeit der be- 
schriebenen Ereisdarstellung zeigt sich deutlich in der nunmehr zn be- 
handelnden Transformation 

dy ^2 dx 



1/(1 - y«)(l - Ä;«y«) |/(1 - x*)(l - k^x*) 

Aus (47) und (48) folgt 

iL V a' v' 

,-., /COS •^008— — C08~C08-— 

, M , V , V ^ 2 2 2 

tg-^==tgö tg 



2 ^2.^.v , .v.u 
8in ^ 8in — - + Bin — sin ^ 
2 2 ' 2 2 

Weil aber nach (27) tg y • tg "ö" = *8 ^ ' ^g "ö" ' ®^ ergiebt sich 
(53) tgT = — ji -V jT— ;?• 

COS ^ COS — — cos ^ COB -~ 

2 2 2 2 

Setzt man hier [i ^ v, also /ü' = v', so erhält man: 

^ 2sm-sm^ 

tg-ö- = 



cos' ^ — cos' ^ 
2 2 



Wir wollen, da der Unterschied zwischen /i und v wegfällt, den 
gemeinschaftlichen Buchstaben a einsetzen und A fOr M schreiben; 
dann wird 



a 

am— - 

. 2 sin -— sin -^ BYa-— 
. A 2 2 2^ 

°2 ,a ,a' .,a 
cos'— — cos'—- sin"— - 
2 2 2 

sin'—- 



I Du AdditioDstheorem der elliptischen Punktioi 



1 geonietriBcher Form. 



Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Formel 



t erkennt man, daTs 



Der Sinn dieser Formel ist, daTs dem Centriwinkel a, welcher dem 
K-\-ix angehört, ein Centriwinkel A des Punktes K-i-2lj: 
entspricht, welcher durch (Ö4) definiert ist. Die Transformation, welche 
«ar Verdoppelung des variablen Teiles des Argumentes führt, kann 
also aufgefaTst werden als eine Ahbildiing zweier im übrigen kon- 
gruenter Kreise auf einander nach dem Gesetze (54). Der Inhalt der 
Formel erschöpft völlig die Eigenschaften dieser Transformation. 

Um diese Behauptung zu begründen, beachte man zunächst, dofa 



■^-^ 



ist. Nun ist einerseits nach (15) und (24) 



-T •£.«•<«+") 



1 dn (g -|- ix) ' 



andererseits nach (IG) 



co.^-y<bi(ir+2ii)_3^^^^ 



VR 



m(K+i x): m(.K + ix) 



+ dnCBÄ-l- Sia) "^ dn(ff + i. 

Für K + ix = u entsteht die bekannte Formel 

(55) 

(53) wollen wir vom Punkte K + 'J/ zwni Gegenpunkte 
f + ly + *-ff' übergehen; dann haben wir v' statt v, 4It -\- v statt v' 
; setzen. Es geht dann M über in M', und wir erhalten die Formel 



M' 
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Lassen wir jetzt den Unterschied zwischen /t und v fallen und setzen 
wieder cc und Ä ein^ so entsteht 



.- 8in' Bin' — 

Ä' 2 2 



<«^ = 



cc cc' 

2C0B-— cos --- 
2 2 



oder 



^ 2C08-^C0B^ 



tg(900-4-) = -_ 



cos'-- cos'-— 

2 2 



Aus dem Vergleich mit der Formel 

tg(900-4)= ^ *^ 



l_tg.(46»-^-) 



bei gleichzeitigem Zeichenwechsel folgt daher 



a 

. / cos — 

A 



(57) tg(4-45o) ^ 



cos-— 
2 



Diese Qleichung enthält ebenfalls das yorhin erwähnte Abbildung»- 
prinzip. Nun ist 

A- 



/A- \ "«»(---46») 1 /i_gin— cosy 



(^--) 




COS I -: 45 ®| ^ 14- sin -z^ *^^ T 



Nach (25) ist co» y = — ]p ^täT^I ^^^ ^^^ ^^^) ^^®'l "^ ¥^ (-K^+ *^)j 



femer liefert (24) — j7 = -- cn(2jK'+ 2 irr); folglich ist 



Bin— - 
2 



V 



— cn (2Ä' + 2%x) — 1 _ f cn(Ä' + ix) 



— cn (2i2: + 2ix) + 1 sn (JST + f a;)dn {K + ix) 

oder, indem man u im K -{- ix einführt, 



(58) ]/I 



cn2i« sn tidn u 



+ cn2tt cnM 

Wir gehen jetzt zum Beweise der Formel 



-1 / "l - sn u ^ £ cn-^(Jg:+u)dn ]( Jr+t4) 
r 1 + sntt Ä' Bnl(E'+u) 
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aber. Zu diesem Zwecke bilden wir gemafk (38) 

A 
A 2 



6-c . A'^ 

sin — 



wo A den zu £^4- 2%x gehörigen Strahl bedeutet. Das Verhältnis der 
rechten Seite ist sofort aus (30) und (31) unter Gleichsetzung von 
fi und V zu bestimmen. Wir erhalten 



woraus folgt 



A CO»' Y + CO«* Y 

sin" --- + sin" -- 
2 ' 2 



A — (5 — c) cos a + cos a a' + « • «' — « 

Z + ift--^ =i COS-^ . C08-^. 

Nach (1) andererseits ist siny = — cos — ^^— und, wie die Figur lehrt^ 

cos ^^-« ^. 






EbenBo folgt aus (11) die Beziehung cosP^JB- - cob ^^1^ - -^ 
so dals 

COS r: COS — 



2 hc 

Wir erhalten abo 

»• = vrcl/4f|H|. 

(^ach (19) ist 

, . 6 + c cn (JT + ta;) dn (JT + ta?) , A / xr , o • \ 

Äa = » —5 ^^ — iv \ ' X ■ — - i^d i: « sn (Jr+ 2ta;): 

folglich 

6 + c cn (g + ta?) dn (JT + *a?) -,/^ -i/l — sn(JSr+2ta:) 
2 sn(Ä'+»ar) "" »^^^ K -1 + sn (£-+ 2f«) ' 

Setzt man noch K-^ 2ix ==u und beachtet t-^ — =■ i', so entsteht 

r.a\ -1/ 1 - ßn «^ £ cn|(g+u)dn|(Jg'+u ) 

^O»; Kl + snu^r sn|(^+ii) 

Zum Schlufs wollen wir noch die Hermitesche Formel 

1 (1 + cn u) (1 + dn ii) 

ArdüT d«r lUtlMm«tik und Phyiik. HL B«ih0. HL 17 
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verifizieren. Denkt man sich 2K+ 2%x unter u^ so heilist die Formel 

1 \ dn(g+2 tj;) A " ^ dn (g + 2 tg)/ 

sn« (Ä" + t«) "" cn «"(g + Üx) 

dn •(Ä' + 2 ix) 

Setzt man dafür die schon oft benutzten Gröfsen ein, so erhalt man 

(6 - 0' (l-Bin4:)(l + co»4)*' 
a» "^ . A' A. ^A 

Bin— C08~tg»- 

Wegen - Ä = tgy • tg- kann man setzen 

4sin«(4'-45o)cos«4^tg4 tg (4: ^ 45o) t 
\ a / "" . ^' ul. ul . ul 

sin -;— cos -"- tff -r- tff -7- 

Wir erhalten demnach als trigonometrisches Äquivalent von (60) 



(61) " ' / * * 




6 — c 1/ ,. lA' 



*tg(^-«») 



Es läfst sich nun ohne Mühe diese Gleichung auch aus unseren 
bildungsformeln herleiten. Es ist nämlich nach (54) und (57) 



. A . a a 

tg_ »m-COSy 



A* \ ' ' » 

sin — - cos -— 
2 2 



tg(A_46») 



woraus 

. A , a 

tg -j- cos» y 



sin«- 



*tg (^ - 450) 



Mit Benutzung von (38) .ergiebt sich unmittelbar (61) und damit auch 
die Hermitesche Formel. 

Sagan, den 21. Juni 1901. 



Transformation continne dans le triangle; 

Par M. E. Lemoine ä Paris. ^) 

Je consid^re im t^or^me g6n6iBl quelconqne T qoi s'aplique au 
triangle; il s'apliquera an triangle ABC Fig. (1) qni a son somet Ä 
an dessuB de BC et anssi bien an triangle Ä^BC qni a son somet 
an dessons; senlement 
il fant remarqner qne^ 
si je snpose qne A est 
l'intersection avec BA^ 
droite fixe, d'nne droite 
AB mobile antonr de B 
qni, d'abord conch^ snr 
BCj tonme dans le sens 
ABC, devient paral^le 
i CAy pnis d^passe cäte 
Position ponr doner le 
triangle A^BC dont le 
somet A^ passe an des- 
sons de £C, il fant re- 
marqner, dis-je, qne le 
tfor^me T snivi dans 
cMe continnite pent 
prendre, lorsqne A est 
an dessons de BC, une 
antra forme qne la pre- 
mi^. G'est nne forme 
nony^e qni done ainsi 
come nn antre t^or^me 
Ta g6n6ral, se rapor- 
tant donc ä taus les 
triangles. Je dis alors 

qne le t^or^me la est le t/ra/nsformd continu en A da t^or^me T. 
n 7 a natur^lement anssi les transformations continues T^ et T^ 

1) Dans le memoire est employ^e Tortografie Bimplifi^e de la Soc. filologique 
^raa9aiBe adopt^ par rauteur. 




Fig.l. 
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en £ et cm C Nous alons Sxer les ideee par ob ex«nple Mi 



Je supose qne dans le teoreme T il s'agisse da cercle inscrit au 
triaagle ABC, aupoBODs aussi qne le point A se ment snr CA dans 
le Bens indtque precedemment; dans les divers triangles qui se satxe- 
deront, lee cercles inscrils serant au dessus de BC et auront leuis 
centres sur la biasectrice de l'ai^le fixe BCA jnsqu'ä ce qae Is droite 
mobile vienne en B<t paralele ä CAj le cercle isscrit deriendra pour 
c^ Position le cercle aitue au dessna de BC et tangent aux deua 
paraleles Ba, CA et ä BC Si le mouirement continue et que l'on 
conBidere le triangle A,BO dout le somet A^ est au dessous de BC, 
Ü est TiBible que le cercle qni etait tout b. l'heure le cercle inscrit an 
triangle ABC sera devenu le cercle ex-inacrit dans l'angle BA^C da 
triangle A^BC. Come il est poBsible qne dans T il ne s'agisBe paa 
d'un cercle ex-Inscrit, Jl est c&rtain que dans ce cas la proposition T 
se sera transformee en une proposition fg aplicable au triangle A^BC, 
par Buite ä toua les trianglea, et diferente de T. 

Examinons maintenant leB changenientB eprouves par les designa- 
tions des elements du triangle dans la trattsformation continiie en Ä. 

Si nous parcourons d'une fa9on coutinue lea triangles ABC dans 
le seng ABC et par conseqaent les triangles A^BC dans le sens 
AjBC, nooa Toyons qne BC n'a pas cbange de aigne, donc dans U 
transformation contimie en ^ a reste a, maia CA en devenant CA^ 
a cbange de aigne, de meme ^jP en devenant A^B; donc dana la Irans- 
formathn continiie en A b et c sont devenus — 6 et — c. Ce qai 
prec^de sufit certainement pour determiner dans le triangle les varia- 
tions de touB sea elements par transformation continue en A, puisqne 
les elementa aont fonctions de a, h, c, maia il est utile pour la clart^ 
d'etndier directement sur la figure les variations des principaux ele- 
ments, nouB allons le faire d'abord directement pour lea angles et pour 
la surface, nous en deduiroua facilemeut les traoBformations des autres 
flementa. 

La valeur de l'angle CAB est donee par la rotation autour de 
A de la droite AC dans le sens ACB jusqu'ä ce qu'&le coincide avec 
AB dans la £gure (1), c'est le sens des aiguilles d'une montre, 
la valenr de l'angle CAiB est donee par la rotation autour de 
A^ de la droite A^C dans le sens A^CB jusqu'ä ce qu'ele coincide 
avec A^B, c'est le sens inverse du precedent; donc, par transformaÜm 
Continus en A, A devient — A. On voit imediatement que B du 
triangle ABC devient 180 — £ du triangle A^BC et par suite que dana 
la tnmäforination continue en A, B devient 180 —B,C devient 180 — C 
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^^^hea eens ABC et Ä^BC sont des aignea contraires, donc S ae ^^M 

HbnnBforme en — S. ^^| 

B On verrait que p, {p — a), (p — 6), p — c) se tranaforment reapec- ^^H 

Kiremeut ea — (j> — a), — p, (p — c), (p — h). Sans eatrer dana de plus ^^H 

Hongs details, nous alona resumer en im tableau loa transformations ^^| 

Bbd A, en B et en C dea principauz elenienta du triangle. Nous y ^^^M 

B^lerona R le rayon du eercle circonacrit; r, r^, n, r, lea rayone des ^^H 

Hgnatre cercleii tritangenta; K, ki,, K les trois hauteura; /,„ U, l^ lea ^^| 

■^n^eura des troia biaaectricea interiearea et lg, U, 4' celes des troia ^^^| 

biasectriceB exterieurea, a l'angle de Brocard, d, tf„, di, S^ lea longueura ^^B 

4B + r, 4B - ra, 4B - n, iR - r,; x, y, z lea coordoneea normales ^H 

trilineaires coorantes d'un point variabla; a, ß, y lea coorduuees bari- ^^H 

centriquea; X, Y dea coordonees cartesienes rectangiilaires ou obliques. ^^M 


Elänent« 


TranaformeB en A 


TraDaform^B en B 


TrftngfonnÖB en C 


1 


a,b,c 


a,-b,-c 


-a,h,-c 


-a, -b,c 


A, B, C, a 


-A,x-B,n^C,-<o 


!i-A,-B,x-0,-m 


!t-Ä,ii-B,-C,-a 


(p-a),(p-b), 


-ip-a),-p,{p-':), 
0-6) 


-{p-h),(p-c),-p 
(p-o) 


-(l>-'),l^-t), 
0-0), -f 


f 8,R 


-S, -R 


-S, -B 


-S,-R 


r, r„ n, r. 


Ta, r, — Tc, — rj 


»"6, -r„r, — r„ 


r^ -r^ -r„ r 


8, S., St, 8c 














h„Kh 


- K, K h 


»,-».,». 


h^K-K 


l., k, U 


- h, - u. - Vc 


- iL\ - i., - 1: 


-«,-!;-!. 


K, K, Ic 


-K,-l.-l 


- 1.. n, - 1: 


- !., - fe, f 


X, y, 1 


-^,y,^ 


r, -<J, l 


a^. y> - « 


«' ß, Y 


«,ß, y 


", ß, r 


", ß, r 


X, Y 


X, -Y 


-X, T 


-X, -Y 


b Exfmples. — D peut ariver ausai qua la transformatio» amtinue 
Bttirodaise eans cbangements le teoreme ou la fonnule n. Les trois 
It^itmes d!un triangle sc cmpent en un mime point, S* = rr^nr,:, 
a = bcoBC+ccQBB sont troia teoremea ou formales dons ce cas. 


1 


^^^^^^^^m 
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Le t^or^me suivant: La some des perpendiculatres ahaissees du 
cenire du cercle circonscrit sur les trois cotes d'un triangle ABC est 
egale ä la some du rayon du cercle inscrit et du cercle circanscrü, qni se 

traduit par la formule 

x+y+e^R+r 

devient; ircmsforme qh Ä: La some des perpendiculaires abaissees du 
cenire du cercle circonscrit sur les deus cotes AB, AC, diminuee de la 
perpendiculaire dbaiss4e swr BG ^ale la diference entre le rayon du 
cercle ex -inscrit ba et le rayon du cercle circonscrit, teor^me qoi se tra- 

dait par la formule 

— x + y + z^ra — R. 

Les tra/nsformations continues en B et en C donent par ce m^me t6oiime 

x — y + a^rt — R, x + y — 0-^rc — R, 
d'oü Ton deduit 

X = 2 , etc. 

La formule p^ = nre + rcr« + ^an transformee en A, done 

{P "" <^y == ^6^c — rrb — rrc. 

La formale ^ ^ = — transformee en A, done 

a . h . c 2*« 



+ r + f- = 



La formule \ 2J(b — c)* =p* — Srd transfortn4e en Ay done 
1 [(6 _ cy + {b + ay + (c + a)»J = (p - a)» + 3r<.da. 

Je supose qu'en recherchant la valeur des rayons des huit cerdes 

tangents aux trois cercles A{a)y B(b)y C{cy) on ait trouve pour lea 

rayons du couple des cercles les touchant tous trois exterieurement et 

tous trois iuterieurement 

^ 2p(rR + r - jp) . 2p{rR + r + p) 

^ d — rp ' ^"^ ^ + rp 

La transformation continue en A operee sur q' et sur q" donent- 
imediatement les rayons Qa, Qa du couple des cercles tangents aux=^ 
trois cercles dones^ le premier cercle de ce couple^ tangent ä TexterieuE:^ 
au cercle A{a) et ä Tinterieur des deus autres^ le second tangent 
Finterieur du cercle A(a) et a Texterieur des deus autres 

, 2(p-a){2Jg-r^-(p^a)} ,, __ a(p - a){2ig - r^ + (p - a)^ 

^""^ *«-2vi>-a) > Pa- a^ + 2(p^a) 

1) Ä{a) designant le cercle de cenire A et du rayon a, etc. 
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L'iperbole qui a pour foyera 5 et C et dont la diferenee des 
rajons vecteura est h — c, passe en ^; en coordonees normales ele a 
pour equation 

p(p - a){by - cz)^ - bc{y - z) [b'y + c^z + ax{b - c)] ^ 0; 
m fait la transfortiiation en A cfete equation se reproduit; si l'on 
&it la transformation en B, la diferenee des rayons vecteujB devient 
Jear some 6 + c et l'on obtient 

(p - fc)(p - c){hy - cey -bc(y- i)[b'y + cV + ax(b + c)] = 

Equation de l'elipse qui a pour fojers ^ et C et passe en A. 

La transformation ccmtimte d'ime conatmction geometrografique 
d'un Probleme, conduit »ubbI ä la constraction geometrografique du 
Probleme qui resulte de la transformation continue du premier; aiusi 
le point de Nagel N a pour coordonees normales ~ — -, ^-^ — , 

— , 8on transforme coniinu ea A est: — — , ^—r — , ■ Voici 

d'abord la construction geometrografique de N, b\e se deduit de ce 
teoreme: Si par N je mene des paraMes oms bissedrices interieures du 
ÄSC, la paraleie ä la bissedrice de Ä coupani CA en B", AB en C, la 
paralele d la hissectrice de B coupant AB en C", BC en A', la paraleie d la 
hssectrii:^ de C coupant BC en A", CA en B', an aura, en grandeur 
et en signe, BC, CA, AB etani les direcHons positives sur les cotes 
parcourus dans le sens ABC AB" = AC = c — b\ BC" = BA' = a — c\ 
CA" "CS' = b-a (fig. 2). Je trace A(a) qui place C" et B" 
(3C, + Cb). Je trace J3(BC")(2C, + C,) qui place A'. Je trace 
C{GB')C2C^ + Cs) qui place Ä". Je trace CA', A"B' (4jRi + 2Ji,) 
qni se coupent en ^— op.: {4It^ + 2Hj + 7C, + SC^), simplicitl: 16; 
exactitude: 11; 2 droites, 3 cercles. 

Faisons la transformation continue en A dn teorfeme preeedent. 

Le point N devient le point N^ dont les coordonees normales sont 



Si par Na je mene une paraiele d la bissecirice ini^riewre de A 
coupant CA en Bä, AB en C, (on verra plus loin qne Bä *t Ca coin- 
cident respectivement avec B" et C), une paralele ä la bissectrice 
exleriatre de B coupant AB en Ca, BC en A^, une paralele ä la 
bissedrice exterieure de C coupant BC en A^, CA en Bä, on am-a, en 
grandeur et en signe AB^ = AC'a = — c + 6, BG'^ = BÄ^ = a + c, 
CÄi = CB'a ^ — b ~ a. J'ai dit en grandeur et en signe, seulement 
il faut remarquer que dans la iinnsformaüon continue en Ä le sens 



HS 



E. Lxxonni: 



ABC, Yoir fig. (1)^ est deyexm le sens contraire de ce qu'il ^tait p 
mitiYement; par cons^quent que sur la figare (2)^ ponr c^te transfi 
mation, le sens positif de BC restant BC, celui de CA, et celni de A. 
sont devenus le sens negatif du teor^me primitif. Cela permet c 
voir alors que Ca coincide avec C et Bä avec B". Je trace A(a) qr 
coupe AB en Ca et AC en Ba {SC^ + C,); je trace B{BCa') q" 




Pig. 2. 

coupe BC en A^{2C^+ Cj) et C(CBä) qui coupe BC en j;'(2Ci + C,), 
enfin je trace CäA^, BaA^ (^-'^ + 212|) qui se coupent en N^, obtenu 
come j'ai obtenu N et avec le meme simbole. 

Si Ton Youlait obtenir N et Na au lieu d'obtenir Tun ou Tautre, 
il est facile de voir qu'on pourait conduire la construction de fa9on a 
n'avoir que 24 pour coeficient de simplicite. 

La paräbole inscrite qui touclie la droite ^^-^— a; = tangeni 

comune au cerde inscrit et ä Velipse inscrite de Steiner^ paräbole dai 
Vequatiofh est 27)/aa;(3a — 2p) = 0, a son foyer sur le cerde circansa 

etcefoyera pour coordonees ^^^, ü^^ W^' ^* ^'^«' 
formation continue en A done: La paräbole inscrite qui touche 
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^äroite ^z~c H — IT XT " ^ langente comune au cerde ex-inscril Oa 

^st ä V&ipse insorile de Steiner a poar cquation 



y-ax{2a + b-\-c)-\- yby(2b + a - c) -\- yci^i2c + a - b) = 
pow foyer le point du cerde dramscrit dottt les coordonees sont: 



aa + 6 + e' 2&-}-(.-c' 2c + o - 6 

Paris, le 17 septembre 1901. 

Hänoires ä consnlter; Association Francaise pour l'avaaceiiient den b 

de Harieüle 1891. — Etade Bur une nonveUe tranefonaatioil. Hathegis 1893. 
üne rögle d'analogie, Nouvellee Annales, janvier 1883. 



Transformation continne dans le Utra^dre; 

Par M. E. Lemoine: ä Paris. 

Notations. Je designe par Ä, B, C, D les aomets d'un tätraedre. 
1*. Les faces ABC, BCß, CDA, BAB eeront F^, F^, F„ F^ 
2". Les angles plans des faces: 

BDG, CDA, ABB aeront D„, B„ D^, 
GAB, BAB, BAC „ A^, A^, A^, 
ABC, ABB, BBC „ B^, B^, B„, 
BCA, BCB, BGA „ C^, C^, G,. 
3°. Les longumrs des areks BC, GA, AB, DA, DB, DG seront 
0, h, c, a\ b\ c'. 

4". Les angles diedres qui ont pour arStea a, b, c, a', b', c' eeront 
o, 6, e, a', b', c'. 

5*. Les angles que faÜ «ne arüe avec les deus faces qui ne 1a con- 
ticnent pas seront designes chacim par la letre qui designe l'arete, 
Buivie de la l^tre qui designe la face consider^e; ü y aura donc les 
12 anales 

yv ^ yN ^^ 
aF„ aF^, a'F^, a'F^, 
y\ /^ /^ ,.^ 
bF^, hF,, b'F^, b'F„ 

.^ /\ /^ /y 
cF„ cF^, c'F^, cF,. 
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. K, K, 



\ ^iIldi(^e designant le söl 
fere inscrite et des sßres 



ex-inscrites de seconde 

, n, r^, oä, Ol, Oc'. 



6". Les hauteurs Beront h^, 

d'oü eles partent. 

7". Les rayons et les centres de la i 
scrites de premiere espece aeront r, r^, r^, 

Les rayons et les centres des sßrei 
(ou mscrites dans les comhles) seront t 

8°. Le votttme du tetraedre, le rayon de la sfere ärconscrite et -j»« 
cenire aeroot V, E, 0. 

&>. Les angles de DA et BC, de DB et CA, de DC et .^^£ 
seront a, ß, y. 

10". Les longueurs des drmtes qui joignent les müieus de DA et SC 
de DB et CA, de DC ei AB aeront /, m, n. 

Je fais tonmer le plan BCD autour de BC come chamiere; 
pour fixer les idees je suposerai que D est d'abord au dessua dn plan 
horizontal ABC et que le mouvement de BCD sefectue au sein 
inverae de celui des aiguillea d'ime montre. Tant que D restera au 
deasus de ABC, j'aiirai ce que j'apfele le premier etat de la figare; 
aprea avoir paase par l'infini snr AD au moment du paralelisme de 
AD efc du plan mobile, loraque ce plan continuera son mouvement, D 
pasaera au desaous de ABC en Dj et j'aurai le second etat de la figo« 
qui corespondra k ce que nous apelona la transfimnaUim conÜnue eitD. 
On voit de auite que ei l'on ezamine ce que devienent dans le second 
etat certaines proprietes du premier, eles pouront, relativement m 
tetraedre ABCD, conaidere comme tetraedre quelconque, coutenir des 
elementa de ce tetraedre qui ne figuraient point dans la propriete 
enoBcee pour le premier etat, par exemple une propriete du premier 
^tat oü figurait la sffere inscrite s. ABCD ae tranaformera en ou« 
propriete oü figurera la sfere es-inscrite a^^ a. ABCD^. CVet letude 
generale des chaDgementa qn'eprouvent, dans le passage du premier 
^tat de la figure au second, les elements et les proprietes du tetraedre 
qui conatitue la transformation c&ntinue en 2), il y a naturelement anssi 
les transformations continuea en A, en B et en C En gardant pour 
le second etat de la figure lea Conventions de signe faites pour les ele- 
menta du premier etat, on voit que, dans le second etat, a, h, c restent 
a, h, c et que a', b', c' devienent — a', — b', — c'. Comme le conple 
d'uu tetraedre et du tetraedre dont il serait le aymetrique est complete- 
ment determino par lea six ar&tes a, b, c, a', b', c' quaud on a indiqoe 
leura positions respectivea, on voit que le changement de a, b, c, a', h', c 
en a, h, c, — a', — b', — c' conatitue au fond tonte la transfor 
continue en Z>, il reste ä en developer les consequences. 
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D., A, 


D, 


devienent 


- D„ - fl„ - -0, 


A„ A„ 


A 


„ 


Ä., ,-A„^-Ä,. 


S., B„ 


B. 


„ 


B„ i-B„x-B, 


o„ c., 


c. 


„ 


C., « - C„ » - C,. 


La continuite 


montre que h^, h. 


., \, h^ devienent — i 



Fg, F„ i^j, F^ devienent F^, - F^, - F^, - F,; eti efet la trans- 
FormatioQ operee lAisae ABC sans changement, mais dans les triangles 
ßCD, ABC, ABB on fait respectivement les transformationB n, h', c' 
^a a, — V, — c'; 6, c', a' en b, — c, — a'; c, a', b', en c, — a', — b', 
3'e8t-ä-dire qu'on opere sur chacuB d'eux la transfonnation continue du 
laiangle etudiee dane la note p. 243 relative au triangle. 

La meme remarqne dotie la transfortnation de toua les elements 
joi DB dependeiit qae des elements d'ime face, ainsi 

I 

Les formolea V'= 0''^ ■ ^^ = 5 ^a^a ^^^- niontrent alors que Y derient 
— Y. B devient — B, car les rayons meneB par peipendiculairement 
& ABC Bont evidemeut de sena cootraire dans lea deus ötats de la 
figure. On voit directement que a, b, c, a', b', c' devienent n ~ a, 
1 — 6, X — c, a', h', c*. l, m, « ne changent pas, ce qui peut se 
deduire de la formule de ChaBles QV — l ■ a ■ a' • saxa. 

II nouH reste ä examiner ce que devienent r, r„, r^, r^, r^, j-a, r^jr^'. 
EtablisBons ou rapelous d'abord deus propositions HecesaaireB. 

I, On sait que a'il y a une sfere inscrite dans un comble, c'eat que 
la aome dea deus faces qui n'ont pas Tarnte de ce comble pour cote est 
plus grande que la aome des deus autres. 

n. Soit un triangle ABC fig. (1). M un point de son plan, point 
dont les distances ä BC, CA, AB sont respectivement x, y, 2. Soit 
J)Äf la perpeodiculaire au plan ABC menee par M. Je dis qu'il y 
aura toujours un point d sur DM ä partir duquel ai Ton prend un 
point D tel que ]idD>MJ, la aome de deus des trianglea DCB, 
DCA, BAB aera plua grande que la aome du troiaieme triangle et 
de ABC. En efet, poaona MD = t. Les raporta des surfaces dea 
trois triangles DCB, DCA, DAB aont ^videment lea mgmes qne 
[es raports de 



I 



i+w". »(z^+a)"' 'V^^^ 



||tti tendent inde&niment vers a 
aous suposons que a soit le ph 



b, c quand t croit indefiniment. Si 
s grand dea cotes de ABC ü suffira 



de d^montrer qa' ä partir d'une ceiiaine valear t, oa a, poor tontet 
les Taleurs de t plue grandea qae /, : 



Ce qui est evident puieqae lea deus membres de l'inegalite decroiaseat 
conetament quand t croit et qu'on a ä la limite, pour (=ao, Ä + c>fl. 
Lea deuB th^orfemea pr^cedenta montrent que je peoa admettre, 
en operant la transfamiation conÜnue ea D, que le tetraedre est Ul 
que, avant le passage ä rinfini de D, les trois eferea iuscrites dans 
lea comblea, le aont certainemeiit dans les coinbleB BC, CA, AB. Ob 
a donc dana notre ipot^se: 



.F^ + F^-F^- F„ 
-F^ + F,-F,- F^. 



tl^r,-\-F, + F^ + F^, 
^-^=F, + F^-\-F^-F^, 
'^-^-F^ + F^ + F^-F^, 
^-^=F^ + F^-\-F,-F^, 



Lea cinq premierea formulea aont evidement generalea, 
pouvona dire que lea 3 demierea le aoct aussi, c'eat-ä-dire ont lieo 
independament de notre precedente ipoteae sur ia poaition de fl« 
ÖS, o'c dana les comblea BC, CA, AB-, il aufit pour cela de r^ard« 
f'a, Tb, r'e come poaitifa si oä, o», ol aont dana lea comblea BC, CA., 
AB et comme negatifa a' ila aont dans les combleB DA, DB, DC, Im 
Taleura de ces rajona changeant alora de eigne eo pasaant par Tiiifiiii- 

Lea valeura de r, r^, r^, t\, rö, rä, r'^ tirees de cea equationa p«r 
metent de voir que par la traiisformafion amiinue en D cea rayons aa 
changent reapectivement en r^, rä, rj, r^, r, r^, r^, r^. 

On etablirait de m^me la transfomiation contimie ea A, en S <i 
en C; aeulement il y a ane remarqne essentiele ä faire. Dans k 
marcbe aoivie pour etablir la transformatUm Continus en D nous aTom 
enpose lea pointa oö, o'., o^ dana lee comblea BC, CA, AB; ppnr 
etablir la tranaformation continoe en A par eiemple, ila doirent et» 
anpoaea dana lea comblea BC, BD, CD, c'est-ä-dire que nous apelerons 
K, " *■», — Tc ce que nous avons apele rä, ri, r.' pour etablitj 
transformation continue en D. 
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Ejxmples. — 1. La fonnule suiTunte qui, avec n08 notations, est 
I que Catalan a doaee dans lee NouTelies Annalea 184? p. 255 

2(i + i-i) = i + i + i-f_ 

i leB trois aatres analognea, donent par tranBformatioii cootmue en D 



2(i + ^ 






2. Si Ton apele a,, 6j, fj, d[ les iiitersections de 4«, i?o, Co, Do 
avec lea faces oposeea ä ^, B, C, D; n,, ii,, c,, rf, les poiuta de 
(Contact de la sfere inscrite avec lea faces I\, l\, F^, F^; V^, V^ les 
JMdiimeB des t^traädres Oib^c^d^, a^b^e^d^ on a') 



(i^„ + -n + i^OC*'- + *■» + ^.}(-P'a + -^rf + -feX^a + n + ■^-) ' 



^f = 



4F, F. -F .f . 



La tranBformation coatinne en D apliqu^e ä ces dens formules 
done, Baus qu'il soit besoin de e'areter ä de&nir F^^, Fj^: 

" ~ {K + ^ft + J^c)(^6 + J^c - ^d)(^. + ^a - ■''d)(^a + ^6 - ■P'd)' 



t 



' iF,F.F,F. 



aorait de meme, par transformation continue en A, F,„, F,g etc. 

Nous pouvons aussi apiiquer la Iransformation contimK ä trouver lea 
volumes analogueB des tetraedres corespondants am sferes des combles. 
Soient par ezemple pour la sfere inscrite dans l'im des combles HC 
on AD Fla', ^»«' ^^* volumes corespondants ä V^, F,, on a 
iV-F F^F^F. 



(Fj + F^ + F^) (Fj + F, - F^)(F^ + -f j — ■F'.)(^o + J 



g' 



1^,, = , 



9r»F> 



- ^a)i^\ + ^d— ^\}{^a + ^i ■ 



Par iran^ormation continue en 2> nou8 obtiendrons 

'"' ^ (Fj + F^ — -Fd) (^ 
F . , ^-"'^' 

Ce sont de nonveans teoremes qu'il ae aeralt pas aussi slmpl^^ (/^ 
deaioutrer par une autre voie et dont l'enonce d'ailJeiirs eAt ete dlfi^i^^ 
ment devinö. 

Yoici an tableau des prüicipaux elements de tetraedres trati^or-mw 
en D, en A, en B et en C. (Voir p. 255.) 

Dans les quatre traasformationa V et Jt devifeneut — F et — Ä; 
a, ß, y devienent % — a, jt — ß, n ~ y, enfia /, m, n ne changent /««, 

Dane la trauBformation continue apiiquee au triangle les exemples 
dones montrent que lea expreasions analytiques se transforment et qn'a 
nn point M peuvent coreapondre troia traoBformea Continus M^ M.^ M^ 
Pour la transformation continue apiiquee au tetraedre noua alons entrer 
dana quelques detail a. 

Si X, y, z, t sont lea coordonees normales absolnea d'nn point M, 
on a 31''= xF^ + yF^ + zF^ + tF^; suposons que f, qi, ifi, 6 soient 
lea fonctiona des elements du tötraedre qui donent x, y, B, t et apelon» 
fa> fai 'f'ai ^a "^^ •1'^^ devienent f, ifi, tl>, d quand on leur aplique ia 
transfarmaüo» continue en D. Si I'on tramforme continuement en D 
l'equation precedente, ele devient 

- 3r= - f^F„ - ip^F, - ^^F^ + 6,F^, : 

d'oü Ton concint qu'il j a un point M^ dont lea coordonees normales 
tötraödriques absoluea sont /],, tp^, ^j, — 6^, c'est le Irnnsforme en i) 
de Jtf. II y a aussi le iransformc M^ en A dont les coordoueea sont 
~ faj Wat ^ai ^a> '^ trausformc CD B et le transforme en ü. J'apile 
M^ M„ Mg M^ les transfomies Continus de M de premwre espke. 

Je peus conclure de ce qui precede que si une propriete geom^ 
trique est exprimee en coordon^ea t^traedriquea normales par I'equatioD 
0{x, y, z, t, P, Q, R . .) et que je deaigne par P^^ Q^ R^ . . ce qoe 
devienent P, Q, R par transformation continue en D, l'equation 
0(jc, y, e, —t,P^ Q^ R^ . . .') ^ repr^entera la propriöte primitive 
transformee en D. 

J'ai apelö M^, M^, M^, M^ iransforme's contirms de 1"" esp^ 
dn point M, ila corespondent aus irois transformes Continus qui 
peuvent exister pour un point du triangle, mais, dana le tetra&dre, il 
peut y en avoir d'autrea. En efet, reprenona l'equation 
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et Operons snr ^le la iransformation continue en A\ nous anrons 

- ZV = f,,F, - ip,,F, - i>,„F, + e,,F^ 

Ge qui montre qu'il y a un point M^ dont les coordonees absolrx^ 

sont - faa, + g>da} + %af ^ ^daj ü j a de mSme les points M^, ^ 

dont les coordonees sont f^f,, -(p^i,, +tdi,f +^dbi fdef Vdcf -^^dcf + ^^ 
obtenus en transformant en £ et en (7 la meme ^quation. Si L^oi] 
transformait en D, B, C T^quation 

etc.; on retomberait sur M^, M^, M^. Ge sont ces trois points qne nous 
apelons transform&i Continus de M de seconde espece. 

A un point M, ä nne propri^t^ don^ peuyent donc corespondre 
7 points ou 7 propri^t^s par iransfonmxtion continue, Ainsi au point o 
de coordonees r, r, r^ r corespondent les 4 centres des sf ^res ex-inscrites 
de premifere esp^ce o^^ o^, o^, o^ et les 3 centres Oa, oi, o'e des sfires 
de seconde espöce inscrites dans les combles. 

Paris^ le 17 septembre 1901. 

Memoire k consulter: Association fran9aiBe poor T Avancement des Sdenoei. 
Gongräs de Be8an9on 1898. 



Nene Lehrsätze über die Wurzeln algebraisclier 
Gleichungen. 



Von C. ISENKEAUE in Trier. 



» 



Zu jeder ganzen rationalen Funlctioii einer komplexen Yariabeln 
BXst steh eine gewiaae komplexe Konstante angeben, die ihr in eigeii- 
tfimlicher Weise angehört und eine sehr merkwürdige Eigenschaft be- 
sitzt. Die Art dieser Angehörigkeit kann veranBchaulicht werden mit 
Hülfe der bekannten, von Möbius in seinem „barycentriBchen Calcul" 
KU Qninde gelegten Vorstellung. 

Sei die erwähnte Funktion mit f{x) bezeichnet, so hat die Glei- 
chimg f{_x) ^ eine endliche Anzahl von Wurzeln, die Funktion f{x) in 
der Zablenebene eine endliche Anzahl von V erschwind ungspiinkten. 
Diese denken wir una, jeden an aeinem Ort, ala gleich schwere Massen- 
pnnkte, dann besitzt das System einen Schwerpunkt, und eben dieser 
Schwerpunkt kennzeichnet durch seine Lage die vorhin erwähnte 
komplexe Konstante, die als eine der Funktion f{x) eigentümlich zuge- 
hörige Gröfse betrachtet werden kann. In diesem Sinne bezeichne ich 
ne mit dem Namen „Schwerpunkt der Funktion f(x)" oder auch 
Schwerpunkt der Gkkkutig f(x) = 0." 

Dieser Schwerpunkt nun haftet der Funktion an mit einer merk- 
würdigen Beharrlichkeit, welche sieb ausspricht in dem Satze: 

Der Schwerpunkt einer ganzen rationalen Funktion bleibt unver- 
Sadert, mag man dieselbe beliebig oft differenUieren, oder unier freier 
Wahl der Int^aiionskonslanlen integrieren, oder auch iterieren. 

Um diesen Satz zu beweisen, setzen wir: 



fix) -3f + {pi+ g,i}*"^ ' + (Pi + Qt'>' 



md bezeichnen die 

AreblT d« liIaUiHwtik i 



1 Wurzein der Gleichung f{x) = 

id Flvilk. UI. Buib«, UL 



•-i'P' + 3-» 

mit o, -I- ßji, 
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«3 + ßi', ■ ■ ■, "n + ß-i- Nun folgt aus den Beziehungen zwiscben den 

Koeffizienten und den Wurzeln einer Gleichung, dafa 

Pi + 3.' = - («. 4- A» + «s + (Sji + ■ ■ ■ + «, + ßJ), ^ 

also ^^M 

-^,=^«, + «, + ■■. + 0:,; -q^-ß, + ß, + --- + ßn- ^ 

Mithin hat der Schweqiunkt aller Wurzeln die Eoordinat«n ■ p^ 

und — — ■ ?i- 

Bezeichnet man den Koeffizientfin i'i + 3ii fcurz mit a,, so hat 
der Schwerpunkt der Gleichung in der Zahlenebene den Platz — — - o^. 
Diese Eigenschaft läTat sich so aussprechen: 

Hilfsfiatz. Wenn man den Koeffisienten des eweithöehsten Gliedes 
einer Gleichung durch die Gradzalil dersdben dividiert, tfe» dureA diesen 
Quotienten bezeichnetert Punkt der Zahlenthene mit dem NvXtpimkt verbindet 
und die erJialtene Strecke über den Nullpurdct kinavs um sich selbst ver- 
längai, so trifft man auf den SdiwerpunJct der Gleidiung. Oder kürzer: 
Der ScJiwet^nkt einer Gleichung nten Grades äquilibriert den nten Teü 
vom Koeffieimten des stceithöchsten Gliedes auf die Null. 

Wenn das höchste Glied der Funktion f(x) noch mit dem Faktor 

(lg behaftet ist, so muTs statt des obigen Ausdrucks ■ a^ oSeubar 

■ gesetzt werden. 

Nach Ableitung des Torsteh enden Hülfssatzes beweist sich der 
in Rede stehende Satz sehr einfach. Es sei allgemein: 

f(x) = a^x'- + a^x'-^ + o,z'-' + • ■ ■ + o, = 0, 

mithin die Lage des Schwerpunktes — ■ — , dann liefert die Differen- 
tiation: 

«ao3:"-» + (M — l)fli3;--* + (» — 2)o,a;"-»-f |-fl--i = 0, 

woraus sich wiederam die Lage des Schwerpunktes bestimmt aal 



<.'* - 1)«^ 



«(n 



■1)«. 



Er ist also nicht verändert worden. 



Ebensowenig wie die erste, kann eine folgende Differentiation die 
Lage des Schwerpunktes verschieben. Daa Gleiche gilt offenbar von 
der Integration, und die Int^gr&tionskonstante kann dabei keine Holle 
spielen, weil sie — auch wenn die Integration mit einer Funktion 
ersten Grades beginnt — niemals Koeffizient des höchsten oder zweit- 
höchsten Gliedes werden kann. 
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Nun bleibt noch die Iteration zu behandeln. Sei wiederum 

Bo erhält mnn durch Iteration: 

f(JW) = 
Oo(ooar' + OiJ"-' + --- + a.)« + o,(Oor- + fl,a:— ' + ---+a,)"-' + --- + rt»- 

Bei der Entwickelung dieser Reihe brauchen ^ir uns blofa zu 

kümmern um diejenigen beiden Glieder, welche die höchsten Potenzen 

von X, also a;'"'' und ^'''~' enthalten. Demnach genügt es zu schreiben: 

f(fiT)) = ao(ß?i<"'' + no;- '«ja-'- ' + ...) + ... + n„ 

= oj + 'a:*"'' + nO^diX"'-^ + '■■ + «-- 

Setzen wir diese Funktion gleich Null, dividieren durch den Koeffi- 
zienten des ersten Gliedes und beachten, dafs jetzt n* den Grad der 
Gleichung bezeichnet, so ei^iebt sich für die L^e dos Schwerpunktes 
die Gröfse: 



Er ist also auch durch die Iteration nicht von der Stelle gerückt 
worden; zu beachten ist aber noch ein besonderer Einzelfall. Findet 
nämhch das Iterationsverfabren nicht auf die Gleichung f(x) = An- 
wendung, sondern, was öfter vorkommt, auf die Gleichung x — f(x) 
und ist dabei f'{x) vom zweiten Grade, also etwa gleich a^x' -\- a^x + a, 
80 hat die Gleichung x — f(x) nach dem obigen Hilfssatz den Schwer- 
punkt — '^ Die erste Iteration liefert das Ergebnis: 

* =f(/(X') -= a^ia-lx^ + 2aga^3r' -\ )-t-o, -aJ^ + Sa^aja:»-] f- n^, 

also: 



ajar* + 2aj0ja:* + ■ 



-3:+ a, = 0. 



Demnach ist jetzt die Lage des Schwerpunktes bezeichnet durch die 
Gröfae: 



Er ist also verschoben, kann aber durch keine folgende Iteration noch 
weiter verschoben werden. Denn bei der Gleichungsform x = f{x) hat 
die vor dem Gleichheitszeichen stehende GrÖfae 3^ nur dann einen Ein- 
flufs auf die Lage des Schwerpunktes, wenn sie einen Einäufs auf den 
Koeßizienten des zweithöchsten Gliedes hat, also wenn f{x) quadratisch 
und noch nicht iteriert ist. ^ 
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Zum Schlüsse füge ich noch einen weiteren Satz bei, dessen Be- 
weis sich ans dem Hilfssatz sofort ergiebt. Wenn aus einer Gleichung 
nten Gh*ades durch passende Einführung einer neuen Unbekannten das 
Qlied mit der (n — l)ten Potenz dieser unbekannten entfernt ist, so 
pflegt man die Gleichung eine ^preduzierte^' zu nennen, und von dieser 
gilt der Satz: 

Wird irgend eine gegebene Gleichung reduziert, so erleiden die 
beiden Achsen in der ZaJUentbene dadurch eine solche ParäUdverschiebung, 
dafs der Schwerpunkt der Gleichung auf die Null eu liegen kommt. 

Trier, den 26. April 1901. 




3, Experimente Ferwirkiithung der sdiuHo-zen Strahlung von 

180" Cds. bis 2000" Cels. und dariiher. — Zur Verwirklichung des 

Schwarzen Korpers bedienten wir uns ttir niedere Temperaturen 
«ioppelwandiger Gefäfse, deren Zwischenraum durch den Dampf sieden- 
*i«n Wassers, durch Eis, feste Kohlensäure, flüssige Luft etc. auf 
■Qljerall gleich mäfaiger Temperatur erhalten wurde.') Das innere GefäXs 
<]iente als Strahlungsraum und kommunizierte durch ein Rohr mit der 
ätifaeren Luft. Auf diese Weise erhält man die schwarze Strahlung 
innerhalb der Temperaturen von 100" bis - 180" C. 

Zur Erreichung höherer Temperaturen war man auf Salpeterfaäder 
angewiesen, welche bei etwa 230* C beginnen und bestenfallB noch bei 
TOQfi C anwendbar sind. Darüber hinaus muTste man zum Chamotte- 
ofen greifen, der vermittelst Kohle- oder Gasfeuerung geheizt wird. 
-Abgesehen davon, dafs man über eine Temperatur von 1400" C kaum 
lunauskommt, stellen sich bei dieser Art der Feuerung zwei wesentliche 
Schwierigkeiten ein. 

Einmal ist es, wie erwähnt, selbst mit Hilfe eines doppelwand igen 
dlhamotteofens unmöglich, im strahlenden Hohlkörper eine vollkommen 
^leichmäfsige Temperaturverteilung zu erreichen; ferner verursacht die 
iaitensiTe Gasfeuerung mancherlei Übelatände und bringt starke Tem- 
:perBturEchwankungen mit sich, die zumal bei Messungen im Spektrum 
^Mhr störend auf die empfindlichen bolo metrischen wie galvano metrischen 
^efsapparate einwirken. 

Diese ÜbelstSude sind beseitigt dorch die Konstruktion des in Fig. 1 
\)iB 3 abgebildeten „elektrisch geglähten" schwaraen Körpers*), welcher 

1) 0. Lämmer und E. Priageheim: „Die Strahlung einea Bcbwaraea 
KBrpen zwischen 100 und 1300° C." Wied. Ann. 68, 395—410, 1897. 

3) 0, Lnmmer imd F. Kurlbaum. Ann. d. Phys. (4) 5, 8S9— 886, 1901. 
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bereits bt'i Erörterung des Stefanschen Gesetzes erwähnt worden i 
Wie schon der Name andeuten soll, dient bei diesem schwarzen Körper 
der elektrische Strom als Heizquelle. Ein etwa 0,01 mm dickes Platin- 
blech wird zu einem Cyhndermantel von 4 cm DiirchmeBser und 40 cm 
Länge geformt, indem die Ränder des Bleches im KnallgaBgebläse zu- 
sammeDgesch weifst werden. Damit die Stromlinien parallel der Cylinder- 
achse verlaufen, sind an die Enden des Platincy lindere ringsum dickere 
Platinbleche angesch weifst. An diese dickeren Rohransätze sind die 
Zuleitungsbleche b (Fig. 3) geschweifst, die zu den Klemmbacken (a) 
des Stativs iüliren, denen der elektrische Strom durch dicke Kabel zu- 
geführt wird (Pig 2) 

In diesen Heizmantel aus düimem Platinblech paTst eng an- 
schliefsend das innere der beiden in Fig. 1 gezeichneten Rohre aus 
schwer schmtlzbarer Masse welches die schwarze Strahlung liefern soIL 

Dieses von der K^^l Porzellinmanufaktur in Charlottenburg her- 
gest(.llte R ihr von 2 mm AVandstarke trägt fest eingebrannt in seiner 



Mitte die Querwand 7 und die Diaphragmen 1 bis 6, welche 
Strahlungsraum vor allzustarker Abkühlung durch die eindrimgem 
Luft schützen sollen. Die Quenvand 7 hat zwei Löcher, durch welche 
die Drähte des Le Chatelierachen Thermoelementes eingeführt werden, 
dessen Lötstelle E sich im Strahlungsraum nahe der Querwand befindi 
Die Diaphragmen a, h, c und d tragen Porzellanröhrchen, und i 
enthalten die Drähte des Elementes. 

Das Innere des Strahlungsrohres ist mittels einer Mischung i 
Chrom -Nickel- und Kobaltoxyd geschwärzt, welche Schwärzung aellj 
Temperaturen über 1500" C Stand hält. 

Der Platinheizmantel ist so viel länger als das StrahInngsroB 
dafa das hintere Ende tlach zusammengedrückt, das vordere Ende aMn 
konisch verjüngt werden kann, um noch gerade der aus dem vorderste 
engsten Diaphragma 1 austretenden Strahlung freien Durchgang zu 
gestatten (vgl. Fig. 1). 

Zum Schutz gegen den Wämieverlust durch Ausstrahlung ist über 
das Platinrühr an beiden Enden eng anliegend je ein Hing It {Fig. 1) 
geschoben und Über diese Ringe wiederum ein passendes Rohr aus 
feuerfester Masse, sudal's zwischen beiden Rohren ein Luftraum i 
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steht. Znm weiteren Schutz ist dieaeB Überstiilprohr noch mit Äsbest- 
pappe umgeben. 

Die Lufthülle ist erforderlich, will man den Körper mit einem 
Strom von weniger als 100 Amp. Stiirke auf die höchste 2nilässige 
Temperatur von 1520" C bringen. Oberhalb dieser Temperatur beginnt 
die verwandte schwer schmelzbare PorzeUaiimasse weich zu werden. 




Auch fängt diese Masse dann an leitend zu werden, sodaTs das Thermo- 
element beim Wenden des Heizstromes einen unterschied von etwa 
25° erreicht. 

Aus Figg. 2 und 3 ist die Montierimg und Strom Zuführung dieses 
schwarzen Körpers (K) ersichtlich. Die mit Stellschrauben versehene 
Scliief erplatte trägt zwei Paar 
Klemmbacken aus Messing, deren 
Einrichtung aus der Fig. 2 genQgend 
zu erkennen ist, Fig. 3 zeigt den 
montierten schwarzen Körper noch 
einmal, von vom gesehen, sodal's man 
in die strahlende Öffnung blickt. 

Die erreichte Temperaturgleich- 
heit des die „schwarze" Strahlung 
liefernden Hohlraumes (5, 6, 7) ist eine überraschende. Zur Beurteilung 
der Temperaturverteilung bedient man sich mit Vorteil der Hclligkeits- 
verteilung im Innern des strahlenden Hohlraumes. 

Im gleich temperierten Hohlraum müBsen bekanntlich alle Hellig- 
keitfiunter schiede verschwinden. Da nun die Helligkeit rapid mit der 
Temperatur zunimmt (vgl. Arch. 1, 81), so setzen sich die kleinsten 
Temperaturunterschiede in relativ grofse Helligkeitsditferenzeu um. 
Wenn also, wie bei diesem Strahlungskörper im stationären Zustande, 
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im stnihlendeo Hohlraum 5, 6, 7 weder die Blende 6 noch das Thermo- 
element E sich vom Hintei^mnd (Querwand) abheben, so ist der Schlafs 
berechtigt, dafs die aus diesem Hohlraum kommende Strahlung that- 
sächlich die „schwärst' Strahlung darstellt, und zwar von derjenigea 
Temperatur, welche das Thermoelement anzeigt. 

Znr Festlegung der „strahl ungstheoreti sehen" Temperaturskala 
und zur Entscheidung der Frage, ob den Gesetzen der echwarsen 
Strahlung, welche wir zum Teil erat noch kennen lernen werden, die 
Bedeutung von Naturgesetzen zukommt, d. h, ob sie beliebig extra- 
poliert werden dürfen, war es erwünscht, die schwarze Strahlung bei 
möglichst hoher Temperatur zu verwirklichen. Es war von Yomherein 




klar, dafs oberhalb des Platin Schmelzpunktes (etwa 1750" C) das Beil- 
röhr zugleich auch sum Strahlungsrohr gemacht werden muFste. Als 
Substanzen konnten hierbei nur die sogenannten „Leiter zweiter Klasse", 
wie sie in der Nernstlampe Verwendung finden, und die Kohle in Be- 
tracht kommen, welche freilich die unangenehme Eigenschaft hat, in 
der Luft bei hoher Glut schnell zu verbrennen. 

Aus verschiedenen Gründen erschien schliefslich die Kohle als dw 
geeignetste Material zur Konstruktion hochtemperierter schwarzer Korper. 
Um die Verbrennung des elektrisch geheizten Kohlerohres zu verhindern, 
wird das Kohlerohr in einem möglichst dicht nach aufsen abgeschloBsenen 
Luftraum geglüht. Aus der Fig. 4 ist die Konstruktion des neuen 
Kohlekörpers wohl ohne weiteres ersichtlich. 

Obwohl der innere cylindrische Hohlraum des Strahlungsrohree 
mit der atmosphärischen Luft in Verbindung steht, gelingt es doch, 
ein kaum 1 mm dickes Kohlerohr genügend lange Zeit zu glUhen, ohne 
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daSs die Wandstärke sich wesentlich ändert. Es ist dieser Umstand 
deswegen günstig, weil dickwandigere Rohre bei den uns zur Verfügnng 
stehenden Stromstärken von 200 Amp, nicht auf die gewünschten 
ho heu Temperaturen zu erhitzeu wären. 

Zur Erzielnng einer möglichst konstanten Temperatur kommen 
auch hier nur Äkkumulatorenströnie in Betracht Bisher haben wir 
mit diesem „Kohlekörper" eine Temperatur von etwa 2000" C erreicht 
und hoffen, durch Anwendung dünnwandigerer Kohlerohre noch be- 
deutend höher zu kommen. Die dünnwandige Strecke des Heizrohres, 
welche den Strahl ungsraum umachliefstj ist durch Drehen auf der Dreh- 
bank aus dem dickwandigen Kohlerohre gewonnen worden- Die Pfeile 
zeigen den Gang des Stickstoffs an, mit dem das innere Eohlerohr 
durchspült werden kann.') 

Mittelst des isoliert eingeführten Thermoelementes, dessen Lötstelle 
T sich kurz vor dem als Querwand dienenden Kohlepfropf befindet, 
ist die Temperatur bestenfalls bis zum Platinschmelzpunkt mefsbar. 
Will man die schwarze Strahlung höherer Temperatur untersuchen, so 
läfst man das Thermoelement ganz fort und benutzt die Strahlungs- 
gesetze selbst, um aus ihnen die Temperatur zu erschliefsen.*) Wir 
^Fommen hierauf später ausführlich zurück. 

■ 4. Versuch zur Demonstration der Kirchhoff sehen HofilraumtJieork 
^- Kirchhoff hat aus seinem Gesetz von der Absorption und Emission 
des Lichtes die Folgerung abgeleitet, dafs in einem giächteniperierten 
Hohlraum erstens die individuellen Strahlnngseigenschaflen der ver- 
Bcbiedensten Körper*) verschwinden, sodafs diese alle gleichhell erscheinen, 
und dafs femer ihr Strahlungs vermögen gleich ist demjenigen des 
schwarzen Körpers von der Temperatur des Holüraumes. Um diese 
Konsequenz auch einem gröfseren Kreise anschaulich zu machen, be- 
diene ich mich der in Fig. 5 skizzierten Yersuchsanordnung. In dem 
doppelwandigen Chamotteofen CD befindet sich der kleine Porzellan- 
tgfll pq, welcher durch die Heizspiralen EF bis auf helle Rotglut 



1) Näheres «iehe im Th&tigkeitabericht d«r Phjuk. Techn. Bei cbsan statt im 
^»hre 1901, abgedruckt in ZS- f. Inatrkde. 1902, S. 120ff. Kürzlich ist es der 

Firma Gebr. Siemens & Co. in Charlotten bürg gelungen, solche dilnnwaadige 
Kohlerohre anter AmreDdung von 400 Atm. Druck direkt zu pressen. Auch hat 
sich gezeigt, dafs die Spülung mit Stickstoff fortgelasaeD werden kann. 

2) 0. Lummer nnd E. Pringsheim: Tompersturbeatimmnng mit Hilfe der 
Strahlungsgeaetze. Physik. ZS. 3. Jahrg.. Nr. 5, p. 97—100, 1901. 

8) AuBgenommen sind die luminescierenden Substaneen, deren Strahlungs- 
vermögen nicht eine blofae Funktion der Temperatur ist. Irrtflmlicherweise delinte 
Kitcbhoff obigen Satz auch auf diese Sabatanzen au* (vgl. Arcb. (8) 1, 84). 
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erhitzt werden kann. Die Blenden mm und mm schützen den Uej 
ebenso wie der durchbrochene Deekel des Ofens nach Möglichkeit ge^en 
den Wärmeverlust durch Ausstrahlung und gegen die Abkühlung in- 
folge des Eindringens kalter Luft. Trotz der relativ primitiTen An- 
ordnung herrscht im Innern des Heizofens doch eine nahe gleichmäfstge 
Temperatur, sodafs woniggtene die untere Wand und der Boden des 
Tiegels gleicbtemperiert sind, worauf es allein ankommt. Die im 
Chamotte eingebetteten Spiralen sind 
aus Nickeldraht gewickelt von nahe 
1 Quadratmülimeter Querschnitt und 
haben eine Lange von etwa 1^ Meter. 
Beginnt man mit einem Heizstrom 
von 10 Amp. und überläTst den 
„Glüh topf" sich selbst, so nimmt 
infolge steigender Temperatur der 
Widerstand der Heizspiralen zu und 
die Stromstärke ab, sodafs bei heller 

J~ H^> ^^ Kotglut sich eine Art stationärer 

Sr i f t S > Zustand ganz von selbst einstellt. 

"-"' ' "* "'"*■ Um die Hohlraumtheorie Kirch- 

hoffs zu demonstrieren, ziehe ich 
auf dem Boden des Tiegels im 
kalten Zustande mit Hilfe von Feder 
und Tinte Strichfiguren, etwa Kreise 
und Radien, wie es die Figur 5 
andeutet. Wir wissen, dafs nicht 
zu dicke Tintenstriche, welche man 
auf ein blankes Platinblech gezogen 
bat, hell auf dunliem Grunde er- 
scheinen, sobald man das Flatin- 
blech bis zum Selbstleuchten erhitzt 
(vgl. 2, 167 des Arch.). Ebenso verhalten sich die auf unglasiertes 
Porzellan gezogenen Tintenstriche; auch sie heben sich in der Glüh- 
hitze als helle Schriftzüge auf dunklerem Grunde hervor. Es rührt 
dies daher, dafs das beim Verdampfen der Tinte zurückbleibende 
EJsenosyduloxyd auch im Glühzustande wie bei Zimmertemperator 
die Lichtwellen weniger gut reflektiert als Platin und Ponellu 
es thun, sodafs die Tintenstriche besser absorbieren und stärker emit- 
tieren. Anders ist die Erscheinung im gleichtemperierten Hohlratus. 
Hat sich ein stationärer Zustand eingestellt und man bHckt durch die 
Oähung Jil des Ofens iu das Innere des Tiegels, so sieht man eiM 
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gleicbmäfsig helle Fläche, von den Tintenstrichen jedoch keine Spur! 
Es macht also den Anachein, ala ob die beschriebenen und un- 
beachriebenen Stellen das gleiche Emias ions vermögen hätten, oder ala 
ob das Eisenoxyduloxjd verdampft wäre (vgl. die Versuche von 
St. John, 3, 169 des Arch.), Beides ist nicht der Fall. Denn man 
braucht nur daa Wärmegleichgewicht im Tiegel zu atÖren, um aicli von 
der Existenz der Tinteuatriche zu überzeugen. Führt man z. B. das 
dickwandige Metallrohr H (in Fig. 2 punlitiert gezeichnet) in das Innere 
des Tiegels ein, bis dafa es fast den Boden berührt, ao erscheinen auch 
die Tintenstriche wieder hell auf dimlderem Grunde, ganz wie bei einer 
£rei strahl enden Flache. Sobald man aber das Rohr wieder entfernt und 
einige Zeit wartet, bia der stationäre Zustand eingetreten ist, sind 
auch die Striche wieder verachwunden, tmd der Boden wie die Wände 
des Tiegels scheinen eine einzige helle Fläche zu bilden. 

Dafa die Köqier im Hohlraum ihre individuellen Unterschiede in 
;ug auf Reflesion und Absorption nicht verlieren, ist jedenfalls sicher. 

Ebenso sicher ist aber, dafs von den beschriebenen wie nichts 
beschriebenen Stellen pro Flächeneinheit und Zeitelement die gleiche 
Energie zum Auge str(imt. Dieser Effett ist also nur dann möglich, 
wenn im gleichtemperierten Hohlraum jedem Körper soviel an „er- 
borgter" Strahlung zu seiner Eigenstrahlung gefügt wird, ala er infolge 
seines ReäeKionavermÖgens weniger emittiert wie der achwarze Körper 
gleicher Temperatur (vgl. 3, 167 dea Arch.). Sobald der Hohlraum ge- 
nügend geschlossen und gleichtemperiert ist, herrscht in ihm die 
„schwarze" Strahlung, und alle nichtschwarzen Körper werden durch 
ReSexion dieser Strahlung wenigstens ini Effekt za schwarzen Körpern 
gestempelt. 

Den Einfluls der „erborgten" Strahlung dorch Reflexion ersieht 
man recht deutlich auch aus folgendem Experiment. Läfst man das 
Metallrohr 7? längere Zeit im Ofen, so erscheinen nach dem Heraus- 
ziehen des Rohres die Striche sogar dunkel auf hellem Grunde! Es 
findet diese Eracbeiniing ihre Erklärung nur, wenn man annimmt, dafs 
bei Anwesenheit des Rohrea im Ofen die Wände desselben heifser 
werden als der Boden^ denn nur dann können die besser reflektierenden 
Flächen (die n ich tbeschri ebenen) durch erborgte Strahlung mehr ge- 
winnen ala die stärker strahlenden, aber schlechter reflektierenden 
Tintenstriche. 

Es läfst sich nun leicht der Moment abpassen, dafs beim ab- 
wechselnden Hineinstecken und Herausziehen des Rohres die Tinten- 
iche abwechselnd hell auf dunklem oder dunkel auf hellem Gnmde 

leinen, dazwischen aber vollkommen verschwinden. Um diese 



„TJmkehmng" der Striche auch objektiv zu demonstrieren, 
ich oberhalb der strahlenden ÖSnung M eine Eonvexlinse tob etw» 
25 em Brennweite an, welche auf einem 80 cm darüber befindlicben, 
schräg gestellten Schirm ein vergröfBertes Abbild dea Tiegelbodem 
entwirft, 

5. Existene des Maxtvell-Bartolischm Ätherdruckes hei Slrahlmgs- 
vorgängen. — Durch die oben besprochenen Strahlungs versuche mit 
gleicbtemperierten Hohlkugeln ist zum ersten Male mit Sicherheit 
dai^than worden, dafs die j^chwarse Sira/tlung" das Stefsn- 
Boltzmaanscbe Gesetz that«äch)icb befolgt: 



(1) ß 



Sxda = const T*=aT*, 



gemäfs welchem die Gesamtstrahlung proportional ist der vierten Potem 
der absoluten Temperatur. Man kann dieses Gesetz als das Fundamental- 
geaetz der schwarzen Strahlung bezeichnen. Solange man strahlende 
Substanzen dem Experimente unterwarf, welche wie Platin und aDe 
Metalloxyde in ihren Strahl ungseigenschaften vom schwarzen Körper 
beträchtlich abweichen, konnte man daher unmöglich die Gültigkeit 
dieses Fundameotalgesetzes erweisen. 

Nur vom „grauen" Körper durfte man erwarten, dafs er das Geseta 
der schwarzen Strahlung befolgen würde. Wenn für diesen Körper 
auch das Emissionsvermögen {Ei) kleiner ist als dasjenige {Si} itt 
schwarzen Körpers, so ist laut Definition sein Absorptionsvermögen (A) 
für alle Wellen eine Konstante. Der „graue" Körper absorbiert dem- 
nach relativ alle Strahlen im gleichen Prozentsatz. Ist aber für einen 
Körper Ai=^ coaai., so erhält man für ihn aus dem Kirchhoffschec 
Gesetze: 

(2) Ei = AiSi 
durch Integration: 

(3) lEidX^ iAiSidk^Ai fSxdl, 



JEidX^ fAiSidk^Ai fSx 



also bis auf den Wert der Konstanten thatsächlich das Sti 
mannsche Gesetz: 



(4) ß 




Ob es solche grauen Körper giebt? Bisher ist jedenfalls noch kern« 
dem Experimente zugänglich gemacht worden. 
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Alle anderen Strahlungakörper sind selektiv, d. h. sie reflektieren 
f Strahlen verschiedener Wellenlänge verschieden stark; für sie ist 
9 Ai eine Funktion der Wellenlänge. Hieraus folgt notwendig, dals 
ie selektiTen Körper dem Stef&nschen Gesetze niuht gehorchen 
bnen. Nur falls 

K, konnte gleichfalls das Stefansche Gesetz erfüllt sein. Diese 
Gngung erheischt aher, dsfs sich das Absorptiausvennögen stark mit 
r Temperator ändert, was nicht der FaU ist. 

Am selektivsten von allen festen, feuerbeständigen Substanzen 
jnint das blanke Platin zu sein, da bei ihm das Absorptionsvermögen 
r die verschiedenen Wellen um mehr als Ö007o variiert. Ein anderer 
todruek fOr die stark selektive Eigenschaft des blanken Platins ist 
h Tbatsache, dafs seine Gesamtstrahlung innerhalb weiter Grenzen 
roportional zur fünften Potenz der absoluten Temperatur fortschreitet, 
eim Eisenoxyd und bei ähnlichen nichtblanken Körpern liegt die Potenz 
nschen 4 und 5; wir sehen also, dafs nur der schwarze Körper die 
erte Potenz befolgt, genau une es von Boltzmann auf Üteoretischem 
Vege vorkergesagt worden war. Es dürfte daher nicht zn gewagt er- 
beinen, wenn man aus der experimentellen Bestätigung der Boltz- 
knnschen Theorie umgekehrt auch auf die Gültigkeit der ihr zu 
rande liegenden Hypothese vom Ätherdruck schliefst! Diese bisher 
Bnig betonte Schluisf olger ung war es gerade, welche laut persönlicher 
itteilung Herrn Boltzmann lebhaft für unsere Gesamtstrahlungs- 
ersnche mit dem schwarzen Körper interessierte und ihn einst selbst 
Bi Experimente greifen Üefs (vgl. 2, 166 des Arch.) 
P Der Boltzmannsche Beweis beruht, wie wir sahen, auf der An- 
hndung des zweiten Hauptsatzes der mechanischen Wärmetheorie in 
Bzug auf StrahlungsTorgänge und auf der Folgerung aus der elektro- 
agnetischen Lichttheorie, dafs ein Strahl auf die Flächeneinheit hei 
nkrechter Incidenz einen Druck ausübt, welcher gleich ist der in der 
olumeneinheit in Gestalt dieser Strahlung enthaltenen Energie. ') Schon 
»r Maxwell hatte übrigens Bartoli*) auf Gmnd thermodynami scher 
Itmchtungen gleichfalls die Existenz «ines „Lichtdruckes" nach- 
i. Nach Boltzmann') und Goldhammer ist der Drock bei 



1} CL Maxwell: A treatise of electricitj and m&gnetiim Art 799. 1878. 
^e ÜbenetEuug von B. Weinstein. Berlin 1883. 

8) Bartoli: „Sopra i moviiiieaCi prodotti dalla luce e dal calote." Le 
r 1876. EinerH Eepert. d. Phys. 
r i) L. Boltxmann. Wied. Ann. 22, 201—881. 1884. 
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vollkommener Reflexion doppelt so grofs wie der, welcher auf eine wB- 
kommen absorbierende „schwarze" Fläche ausgeübt wird. Dafs der zväte 
Hauptsatz der mechanischen Wärmetheorie auf die hier allein in Be- 
tracht kommende „Temperaturstrahlung" anwendhar und auch fBrIsngi 
Wellen gültig ist, folgt zur Bvidenz aus der Gültigkeit des Kireh- 
hoffschen Gresetzes und der daraus gezogenen Schlüsse (Hohlrsuin- 
theorie etc.). Demnach sind die Resultate für die Gesamtstrahlung des 
schwarzen Körpers als eiu eklatanter Beweis für die Existenz des 
Atherdruckes nicht nur, sondern auch für die aus der elehtromagnt- 
tischen Lichttheorie gefolgert« Gröl'se dieses Dmckea anzusehen. 

Als Stütze für diese Schlufsfolgerung können die Versuche P. 
Lebedewa^) angesehen werden. Schon Maxwell selbst hat du 
direkten experimentellen Nachweis für möglich hingestellt und nt- 
Bchiedene Experimentatoren haben sich bemüht, den Druck zu messen. 
Aber erst Lebedew ist es, wenn auch nach langen, vergeblichen Ver- 
suchen, gelungen, eine mechanische Strahlungswirkung uacb zuweisen, 
welche die Existenz des Ätherdrucka sehr wahrscheinlich macht und 
auch der Gröfaenordnimg nach mit der Maxwellachen Theorie über- 
einstimmt. Trotzdem möchte ich, bei aller Hochachtung Tor der 
experimentellen Leistung Lebedews, vorläufig wenigstens die Be- 
weiskraft der StrahlungBY ersuche höher anschlagen als diejenige dev 
direkten Druekmessung. ^) Wie dem aber auch sei, jedenfalls ist die 
Existenz des Atherdruckes als soweit erwiesen zu betrachten, dafs mm 
ihn bei der Erklärung von Phänomenen heranziehen darf, die bisher nur 
durch vage Hypothesen eine Lösung fanden. Dahin gehört die eigen- 
tümliche Form der Kometenscliweife, deren Richtung von der Soime fort 
man auf eine abstofsende Kraft elektrischen Ursprungs schob, ohne 
auch nur einen Anhaltspunkt über das Vorhandenseiu einer elektrischen 
Ladung der Kometenmasso zu haben. Sehr viel einfacher ist die An- 
nahme einer abstoi'senden Kraft, welche von der Sonne infolge ihrer 
Strahlung auf die äufserst fein verteilte Materie der Kometenschweife 
ausgeübt wird. Thatsächhch lehren die von Lebedew'), Arrhenios*) 
und in exakterer Weise von Schwarzschild') angestellten Berech- 
nungen, dal's der Maxwell-Bartolische Atherdruck als Haupto 
bei der Bildung der eigentümlichen Formen der Kometen schwel 
zusehen ist. 

Ij P. Lebedew. Ann. d. Physik Bd. VI, p. 433—468- 

2) Vgl auch M. Thiesen: Verhdlgn. d. Deutsch, phja. Ges. 8. 177,1 

3) P. Lebedew. Wied. Ann- 45, asa— 297, 1B92, 

4) Svante Ärrhenias. Physik. ZS. H. Jahrg. Heft e n. 7. 

5) E. SchwarsBohild. Sitagsber. d. Münch. Akad, 1901, Heft HI, p.S 
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6. Massmamiehung (Gravitation) im</ Massenabstofsung (Ather- 
(Ct^: - — Durch die Existenz des Strahl ungsdnickes, welchen die Massen 
dge ihrer Temperatur auf einander ansüiben, kommt in die Betrach- 
g der NatnrvorgäDge ein ganz neues Moment, insofern als der 
Uenamiehuiig infolge der Newtonschen Schwerkraft eine Maaaen- 
lofsung infolge der Tempera turstrahluug uder des Ätherdruckea ent- 
IBnwirkt. 

L Fällt eine ebene WeUe senkrecht auf eine vollkommen schwarze 
e, dann erleidet diese einen Druck in. Richtung der Strahlen, der 
eich ist der in der Volumeneinheit enthaltenen Energie E des Wellen- 
ges- Eine vollkommen schwarte Kugel vom Radius p fängt einen 
pMenbüschel vom Querschnitt Q^si ab; auf sie wirkt also der Druck: 

Diesem Strahlungsdruck wirkt die Anziehungskraft infolge der 

rere entgegen. Diese Kraft ist gleich der Masse der Kugel mal 

Beschleunigung, welche sie infolge der Anziehung durch die 

•Uungsqaelle erhält. Bezeichnen wir die Beschleunigung mit G und 

t apezifische Gewicht des Kugebnaterials mit 5, so erbalten wir dem- 

für die Anziehungskraft: 



S- i 



ZsG. 



Falls wie bei der Einwirkung der Sonne auf die Planeten die 
ntfemung r beider grofs ist, wirken sowohl die Druckkraft wie die 
ihwerkraft umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung, 
ieses Gesetz bleibt für die Schwerkraft erhalten, bis der Planet an 
e Sonnenoberfläche heranruckt; dagegen bort die Gültigkeit dieses 
»etzes für die Druckkraft schon froher auf, da sich in der Sonnen- 
k die Energie nicht mehr auf konzentrischen Kugelscbalen aus- 
pfeel Mit Ausnahme dieses Greuzfallee ist somit die resultierende 
'rttft F unabhängig von der Entfemuitg. also eine für jeden Körper 
arakterislische Konstante. Drücken wir die Resultierende aus in Bruch- 
Üen der Schwerkraft, so erhalten wir: 



= 1 - 



SE 



'h. die zur Geltung kommende resultierende Kraft hängt bei ge- 
bener Strahl ungsquelle nur ab von dem speziäacben Gewicht s und 
m Radius p des bestrahlten Körpers. 

Wir wollen die Gröfse der Resultierenden in Bezug auf die Sonnen- 

Utng berechnen. 
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U. LDHKsn: 



Ist S die gesamte Strahlungsmenge, welche ^a 1 
in der Richtung ihrer Fortpflanzung pro Zeiteiaheit einer aenkreebt 
dazu Btehenden schwarzen Fläche zuführen und v die LichtgeBchwindif 
keit, 80 wird die im \oliimenelement enthaltene Energie oder der 
Maxwellsche Ätherdruck: 



Die „SolarkonstanUf' betrage 3 gr Kalorieen pro Quadratcentimeter 
Minute^ also wird der Erdoberfläche in jeder Sekunde die Enei^ei 
„_ 8gr eal 



r = 0,05 ^ 



zugeführt. Die Lichtgeschwindigkeit ist v = 3 ■ 10'** 
wir für den Ätherdruck an der Erdoberfläche: 





V "■» 


10 


oder punil: 




a . lu 


W 


£-0,7 


10- 



ter Dud I 
tmmMn 

rErda 

nriteB I 



Dividieren wir diese Grölse durch die Fallheschleunigung an der 
g = 980,6 cm/sec*, so erhalten wir die Druckkraft in Dramingewichten 
ausgedrückt: 

"~ '""*_ , F Gew. 

980,6 



(5) 



. 0,7 ■ 10-' 



Die Druckkraft D auf die schwarze Kugel TOm Radius () = 1 cm ist 
■°"''- 7) _(,',_£_ 2,2 . 10- < Djne. 

Ehe wir zur niunerischen Berechnung der auf die Kugel ausgeübt*!! 
Anziehungskraft übergehen, wollen wir den Druck berechnen, den üf 
Sonnenstrahlen auf die gesamte Erdoberfläche ausüben. Laut Gl. (ä) 
ist der Druck pro Quadratmeter rund \ mg. Der Erdradius betrigl 
etwas über 6000 km (genau 6367 km); also fäugt die Erde einen 
Strablencylinder vom Querschnitt p'ä - 36 - 10* 10« - ;r = 113- 10" 
Quadratmeter ah. Der Druck auf die als schwarze Fläche gedacht« 
Erdoberfläche wird demnach: ^^ 

I ■ 113 ■ 10^* mg = 75 ■ 10« kg = 7,5 ■ 10* Tonnen. ^H 

Dieser Druck wächst, wie erwähnt, umgekehrt proportional zum QnM^I 
der Entfernung. Da die Entfernung der Erde von der Sonne etw» 
216 Sonnenradien beträgt, so würde der Druck der Sonnanatrahlen jro 
Flächeneinheit an der Oberfläche der Sonne rund (216)* 
80 grofs sein als an der Erdoberfläche, also etwa 3,5 ■ 10* Toi 
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Was nun die Anziehungshraft infolge der Schwere betrifft^ so ist 
aach diese zu berechnen^ wenn wir die Beschleunigung G kennen, 
welche ein Körper durch die Schwerkraft der Sonne erhalt. Aus der 
Bahngeschwindigkeit v der Erde und ihrer Entfernung r von der Sonne 
folgt die von der Sonne auf die Erde ausgeübte Normalkraft oder die 
Sonnenacceleration: 

r 

Setzen wir » = 3 • 10* — and die Entfernung Ä = 15 • 10" cm, bo 
wird demnach: 

(6) G = i_^. = 0,6-^. 

^ ' 16 • 10" ' sec* 

In Bezug auf die Erde wird also die Anziehungskraft: 

S = Ap»,sG-6.10"^^f (Dyne) 

oder in Ghrammgewichten ausgedrückt rund: 

S - 6 . 10>* gr Gew. = 6 • 10^» Tonnen. 

Die Anziehung der Sonne auf die Erde infolge der Schwerkraft über- 
wiegt also bedeutend die Abstofsung infolge des Strahlungsdruckes. 

Um zu erfahren, wann beide Kräfte einander gleich werden^ gehen 
wir auf die Gleichung (2) für die resultierende Kraft zurück. Mit 
Hilfe der Werte von E und G erhalten wir als Ausdruck für die 
Resultierende in Bezug auf einen Körper vom Radius q cm und vom 
spezifischen Gewicht 5 den Wert: 

oder rund: 

10-* 

(7) F=l--~-. 

Hieraus folgt das interessante Resultat^ dafs der Druck gleich der 
Schwerkraft wird, dafs sich also die Massenanziehung seitens der Sonne 
und die Absto&ung infolge der Sonnenstrahlung gerade aufheben^ falls 
das Produkt ps = 10"* ist. Setzen wir das spezifische Gewicht s = 1, 
80 tritt dieser Fall bei einem Radius von q = 10"* cm = 0,001 mm = 1 ft 
ein. Frei im Räume vorhandene Wassertröpfchen würden also an- 
gezogen werden, frei schweben oder abgestofsen werden, je nachdem 
ihr Radius gröfser, kleiner oder gleich 1 ft wäre. Hiernach würden 
also gerade die Tröpfchen, deren Gröfse von der Ordnung der Wellen- 
lange ist, weder abgestofsen noch angezogen. Tröpfchen 7om Radius 

ArcbiT der Mathematik und Physik. HL Reihe, m. 19 



0. LisKmtB: 

Vio (t beKw. 7iM f* würden dagegen noch der dargelegten Theorie schoi 
mit einer Krai't abgestorsen werden, welche die Suhwerkrafl der Soiin^l 
um das Zdmfciche bezw. Hundertfadie übertriflft. 

Aus dieser Theorie sind von Lebedew') und Ärrbenios') SclilüsseV 
gezogen worden auf die Konstitution und Bildung der Kometenschweife! 
Ilhe wir ihrem Qedaakengmjge folgen, wollen wir die Bedingungai4 
prüfen, unter denen die erhaltenen Resultate gültig sind. 

Der in (7) für die resultierende Kraft F aufgestellte Ausdruck ifli-J 
unter der stillschweigenden VorauBsetzung gewonnen worden, duJs diB.4 
beeinflufste Kugel vom Radius q die ganze von ihrer AquivalentäächsJ 
e'.T abgefangene Strahluugsenergie auch tliatsächlicb absorbiert, alaOT 
weder Energie reflektiert noch hei^t. Die erstere Bedingung ist erfiÜlt^ 
falls die Kugel im Kirchhoffschen Sinne absolut schwars ist; der 
zweiten Bedingung wird aber nur genügt, weim die Dimension der 
Kugel grofs ist gegenüber der Länge der anfi'allcnden Wellen. Noi 
wird F=Q gemäfs der obigen Theorie nur für den Fall, dals dffl 
Kugelradius etwa 1 ^ beträgt, also Ton der Gröfsenordnnng der Wellen- j 
länge der maximalen Strahlungsenergie der Sonne ist. Bekanntliob I 
liegt das Enei^iemasimum der Sonnenstrahlung nach den Versucbea | 
Langlejs im gelbgrünen Teil des Normalspektrum a, für den auch 
unser Auge am empfindlichsten ist. Und soll die Abstofsung die An- 
ziehung überwiegen (?' < 0), dann, mufs der Kugelradius sogar unter 
1 ft herabsinken. Gerade bei so kleinen Kügelcben aber fängt der Ein- 
flufs der Beugung an sich benierklich zu machen, und dieser wächst 
umsomehr, je kleiner der Kugelradius im Vergleich zur Wellenlänge 
wird. Da aber a priori klar ist, dafs bei genügender Kleinheit des 
beugenden Schirms die Lichtbewegung um deuaelben herumgeht, sodafs 
auch im „geometrischen Schatten" Lichtenergie vorhanden ist, so hört .,; 
jene einfache Theorie unter VeniachiUssigung der Beugung gerade da.^x.Sft^ 
auf gültig zu sein, wo sie anfängt hei ihrer Anwendung auf die Bildnng^^ .mh^ 
der Kometenschweife interessant zu werden. Diese Theorie lehrt, itaf»a^> ^^ 
die Abstofsung mit abnehmender Grüfse des Kugelradius stetig wächstr ^^t\ 
aus den bekannten Erfahrungss ätzen der Beugung kann man schliersen,.a=K^3i^ 
dafs dagegen bei sehr kleinen Kugelradien der Ätherdruck wieder Ter--»r^»r- 
schwinden, die resultierende lü^ft F also positiv werden und di^iJEIi'e 
Schwerkraft über den Strahl ungsdruck wieder überwiegen mufs! EiMii Sin 
Urteil über die Grö&e der Tröpfchen, bei der die Abstofsung vieie^^Jer 



^^i, 



1) F. Lebedew. Rapporte au Congräa Internat, de Pbj«. Paria, Gantliiea 

VUlare, 1900. 
3) a. B. 0. 
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in die Anziehung übergeht ^ kann man aber nur durch eine genaue 
Theorie unter Berücksichtigung der Beugung gewinnen. Diese Theorie 
ist kürzlich von E. Schwarzschild^) gegeben worden. 

Die Theorie von K, Schwarzschild: — Um einen maximalen 
l^ert für die Druckkraft zu gewinnen, stellt Schwarzschild in der 
citierten Arbeit seine Berechnung an unter der Yoraussetzimg, dafs 
die beeinflufste Kugel eine absolut spiegelnde Oberfläche hat. Wie 
schon erwähnt, erfährt eine vollkommen spiegelnde Ebene bei senk- 
Techter Incidenz einen doppelt so grofsen Druck wie eine vollkommen 
absorbierende, schwarze Ebene. Gleichwohl lehrt eine einfache Be> 
rechnung, daGs eine vollkommen spiegelnde Kugel vom Radius (>, welcher 
grofs im Vergleich zur Wellenlänge ist, genau denselben Druck 
erfährt (p*3r) wie eine ebenso grofse schwarze Kugel. Nach Schwarz- 
schild ist also der Druck auf eine spiegelnde Kugel vom Radius q 
gleich Q^TcE, wenn E wieder die im Yolumenelement enthaltene 
Energie ist. 

In dem anderen Grenzfall, wo der Kugelradius q selbst gegen die 
Wellenlänge noch klein ist, wird der Atherdruck dagegen: 

(8) Ibx'f.E. 

Für den Grenzfall, dafs der Kugelradius sehr klein im Vergleich zur 
Wellenlänge wird, berechnet Schwarzschild auch die Intensität des 
diffus zerstreuten Lichtes und findet das von Lord Rayleigh^) für 
durchsichtige Körperchen abgeleitete Resultat, dafs diese Intensität um- 
gekehrt proportional der vierten Potenz der Wellenlänge ist. 

Am interessantesten sind die Resultate für Kugeln von der Gröfsen- 
Ordnung der Wellenlänge, welche in der folgenden Tabelle wieder- 
gegeben sind. In ihr bedeutet V das Verhältnis des wirksamen Äther- 
druckes D zur auffallenden bezw. abgefangenen Energie xq^E] aufser- 

dem ist zur Abkürzung p = —j-^ gesetzt worden. Es wird demnach 

das Verhältnis V gleich 1 för sehr grofse Kugeln, während es für sehr 
kleine Werte von q laut Gl. (8) gleich ^%p^ wird. Auch für diese 
Gb^fse sind einige Werte berechnet, welche zeigen, dafs der Ausdruck (8) 
für alle Werte von p = bis p = >L/12 noch ziemlich richtige Resultate 
hefert. 



1) E. Schwarz Schild: ,,Der Druck des Lichtes auf kleine Kugeln und die 
Arrheniussche Theorie der Kometenschweife." Münch. Akad. Ber. 1901, Heft III, 
p. 29S— 838. 

2) Lord Rayleigh. Philos. Magazine 1871. 
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AnB dieser Tabelle erkennt maa anfBerdem, daTs der aus der einfachen 
Theorie gefolgerte Druck D = p't£ oder F= 1 mit einer tienauigkeit 
Ton 25 7o etwa bis herab zu Kugeln von % Wellenlängen HadiuB ricbtign 
Werte liefert. AJlgenitin gilt daber: ,^as Verhältnis V des wirksamen 
Druckes zur aufgefangenen Energiemenge q'xE steigt von dem für 
grnfse Kugeln giltigen Wert Eins langsam an, wenn man den Kugel- 
radiuB verkleinert. Ist dieser bis auf etwa Vj Wellenlänge gesunksn, 
80 erfolgt ein rapides Anwachsen von K, welches bei '/b Wellenlänge 
Radius zu einem Maximum gleich ä,.') führt. Bei weiterer Verkleinenunt 
von p sinkt V noch rapider ab, als es vorher angestiegen ist. Kür 
Q = A/10 ist es bereits wiedeT unter die Einheit berabgegunkeu nnJ 
nimmt abbald verschwindende Werte an." 

Mit Hilfe dieses Resultates und unter der Annahme, dafs die gr- 
samte Sonnenstrahlung aus gelbgrlinen Wellen besteht („Normalfall''), 
dal'a das spezifische öewicht dei' Kugelmaterie gleich 1 ist, und dafs dis 
Solarkonetante 2,5 beträgt, zieht Scbwarzschild folgenden wichtigen 
Schlufs auf das Verhältnis W der Druckkraft zur Schwerkraft: /m 
NomKÜfaU wird der Druck des Sonnenlidites ffleidt da" Schwerkrt^l, so- 
bald der Kttgelradim bis auf 1^5 X oder 0,75 (i heraimtüU. Bei ueHerff 
Verkleinerung der Kugd wächst der Drvck über die Schiefrkraf'i hiftom. 
bis er sie bei eineni Kugdradius von 0,16 X = 0,05 ft um das ISfatk 
vhertrifft. Von diesem M(a?imaiweri sinU der Druck schnell unedtr 
und wird bereits für den Kugdradius 0,06 ), = 0,030 (i icicder der Schwer- 
kraß gleich, mj« sich dann rasch der NuU zu nähern. 

In Wirklichkeit besteht aber die Sonnenstrahlung aus WeUen aZ/f 
Gröfsen. Unter Benutzung der Langleyscheu Messungen Über die 
Verteilung der Energie im Spektrum der Sonne erhält Schwarzschili) 
das Resultat, dafs Inlolge dieser Energie Verteilung der Masiinalwert (If) 
des Verhältnisses W auf die Hälfte des für den NonnalMI gültif 
Wertes, also auf etwa 10 reduziert wird. 
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I 7. Anitcndunff der Ätherdrucl-Uiearie auf die Gestalt der Komcttti. — 

lAaf Grund der vorgetragenen Theorie vom Ätherdruck arbeiten sith 
Balso stets die Massenanziehung infolge der Schwere und die Äbstorsimg 
■ infolge der TeniperaturBtrahlung entgegen, und die Resultierende beider 
BSräfte hängt bei genügender Entfernung beider Korper von einander 
■lediglich ab von der Gröfse und dem Bpezifischeii Gewicht der Körper. 
BDenken wir uns also eioe Strahlongsquelle, z. B. die Sonne, und aiiTser 
Ijhr in genügender Entfernung eine Kugel von gewisser Masse mit der 
tAnfangagescli windigkeit Null gegeben, so wird diese Kugel zur Sonne 
[ in geradliniger Bahn angezogen werden, frei schweben bleiben oder 
Lvon der Sonne in geradliniger Bahn abgeatofsen werden, je nachdem 
Hie Resultierende zwischen der Schwerkraft und dem wirksamen Ather- 
Hmck positiv, gleich Null «der negativ ist. 

P Hat aber die Kugel eine von Null verschiedene Anfangsgeschwindig- 
keit, so wird die Kugel in einem Kegelsclmitt siiih der Sonne nähern, 
in der anfänglichen Richtung geradlinig weiter eilen oder in einer 
Hyperbel von der Sonne sich entfernen, je nachdem die Schwerkraft 
Uröfser, gleich oder kleiner als die Druck liraft der Sonne ist. 
g Die Planeten unseres Sonnensystems bewegen sich in Ellipsen nm 
I die Sonne, in deren einem Brennpunkte die Sonne steht. Die K«sul- 
tierende beider wirksamen Kräfte ist hier also positiv; thatsSchlich 
lehrt eine einfache Berechnung, dafs bei allen Körpern von der GrÖfse 
der Planeten die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft verschwiudend 
klein ist. Ob der Atherdruck mitwirkt oder nicht, kommt in diesem 
Falle pralltisch auf daeselbc hinaus, und die aus den Bahnelementon 
unter Zugrundelegung des Newtonschen Gravi tationsgesetzea be- 
rechneten Massen der Pliineten dürften kaum geändert worden, wenn 
man aufser der Schwerkraft auch die Druckkraft der Strahlung be- 
rücksichtigte. Dies ist anders bei einem Körper von so geringer Masse, 
dafs gerade eben n<5ch die Resultieren de beider Kräfte positiv bleibt. 
Hier dürfte die Aufserach tlassung der abstof senden Kraft und die 
alleinige Berücksichtigung der Ncwtoneidien Schwerkraft zu falschen 
Resultaten in Bezug auf die Masse der bewegten Körper führen, eine 
Folgerung, welche meines Wissens noch nirgends hervorgehoben 
norden ist. 

p Wie grofs die Druckkraft gegenüber der Schwerkraft ist, läfst steh 
' sehJecbterdings nicht si^en, wenn nicht aus anderweitigen Daten die 
Gröfse des bewegten Körpers und seine Dichte bekaunt sind. Denn da 
beide Kräfte dem gleichen Entfernungsgesetz gehorchen, so behält ein 
Körper seine planetarische Bahn um die Solme dauernd bei, die er 
einmal infolge seiner anfängLchen Geschwindigkeit and anfänglichen 
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Entfernung von der Sonne unter dem EinfluTs der Reaultierendc 
beiden Kräfte angenomineQ hatte, wie klein atich die ResuUierenik Mi. 
Da die Resultierende aber erst bei Körpern von der Gröfsen Ordnung 
der Wellenlänge des wirksamen Lichtes Null wird, so könnt« die bis- 
herige Nichtberöcksichtigung des Strahlungadruckea keinen wesentlidten 
Schaden anrichten. Die Einführung des Strahl uugs druck es in lüe 
Astronomie hat also die günstige Folge, au den bishei'igeu astronomischen 
Erkenntnissen praktisch nichts zu ändern, während sie geeignet ist, 
bishor rätselhafte Erscheinungen aufzuklären und auf bekannte Vur 
gänge zurückzuführen. 

Dahin gehören die eigentümlichen Erscheinungen, welche di« 
Kometen darbieten. Um die merkwürdige Gestalt und Richtung der 
Kometenschweife zu erklären, mufste man eine ahsiofsmde Kraft em- 
führen, welche dem Gesetz von der Massenanzieliung derartig wider- 
spricht, dafs man sie elelUri gehest LaHunijen zuschreiben zu mBesien 
glaul)te, ohne freilieh für diese Annahme genügende Anlialtspunkte m 
haben. Nach den Berechnungen von Bredichin'l mufs die abstotseiid« 
Kraft der Sonne die Schwerkraft um das 1,5- bis ISfaclie übeTtreffeu, 
wUl man auch die gestrecktesten Kometenschweife erklären. Um die 
von der Sonne auf die Sehweifmaterie ausgeilbte AbBtofsung mittelst 
der Ath erdrück tlieorie zu erklären, braucht man nur anzunehmen, dala 
die Kometenschweife aus lauter kleinen Körperchen odi.'r Kügelchen 
bestehen. Da bei diesen das Verhältnis von Anziehung infolge der 
Schwere und von Äbstofsung infolge der Sonnenstrahlung lediglich 
eine Funktion der Grofse und des spezifischen Gewichts der Schweif- 
materie ist, 80 wird die Resultierende für die veracbieden grofsen 
Körperchen eine ganz verschiedene sein. 

Denken wir uns einmal, es werde eine in elliptischer Bahn om 
die Sonnö eilende Weltkugel durch irgendwelche Einflüsse kleiner und 
kleiner. Dann ändert sich infolge Abnahme der Resultierenden beider 
wirksamen Kräfte dauernd die Bahn, diese geht in andere und andere 
Ellipsen bzw. Kegelschnitte Über, bis bei genügender Kleinheit die Kugel 
in tangentialer Richtung zur augenblicklichen Bahn forteilt, um bei noi^ 
kleinerer Grofse in einer Hyperbel konvex zur Tangente von der Sonne 
abgestofsen zu werden. Diese nach einander folgenden Zustände werden 
gleicJuseitit) eintreten, wenn ein in elliptischer Bahn um die Sonne 
kreisender Körper plötzlich in Stücke der verschiedensten Grölse j 
fällt. Alle diejenigen Teile, welche genügend grofs sind, werdM 



l) Bredicbin; „[yvisjon dea valeurs numöriqued de la force i 
Leiprig, Vofa. 1885. Ann. de rObserv. de Mobcou 1886, 
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ttrBprÜnglichen Bahn folgen. Welches ist die Gröfse dieser StUuk«? 
Nehmen wir an, iinaere Astronomen künnteu die Aadening einer Bahn 
BUS ihren ZeitbeBtimmungen etc. nx^rken, falls die Schwcrkrufl sich 
nur um jni^ änderte, dann würden für die Astronomen alle diejenigen 
Teile der ursprünglichen Bahn folgen, deren lUdius gröfser aU 1 cm 
ist. Dabei ist das spezifische Oewicht gleich 1 gesetzt. Alle kleiuereii 
Stücke werden andere Bahnen einseblagen und zwar ebenfalls Ellipsen, 
bzw. Parabeln und Hyperbeln von immer gröfserer Excentrizität, je 
näher ihre Radien dem kritischen Wert liegen, für welchen die Resul- 
tierende F = ist. Es findet demnach eine Streuung statt. Die Teilchen 
mit dem kritischen Radius eilen in tangentialer Richtung zur ursprüng- 
ilehen Bahn fort und trennen diejenigen Körper, welche auch nach 
dem Zerfall der Zentralbewegung um die Sonne folgen, von denjenigen 
Teilchen, welche sich mit der Zeit dauernd von ihr entfernen. Zu den 
sbgestofsenen Teilchen gehören alle diejenigen, fOr welche die liesul- 
tierende negativ ist, also noch der Seh warzschüdschen Berechnung 
nur diejenigen Körperchen, deren Radien zwischen 1,2."» l und 0,15 k 
gelegen sind , welche Strecke wir als „kritische Zone" bezeiclineu 
wollen. Bei den noch kleineren Teilchen soll wieder die Schwerkraft 
Qberwiegen, eodafa auch sie elliptische bzw. parabolische und hyper- 
bolische Bahnen um die Sonne beschreiben rnüfsten. 

Zerfällt also ein Planetoid in einen Haufen von Körperchen jeder 
GrÖEbe, dann wird sich im weiteren Verlauf ein Komet mit „Kopf und 
i^hweif" bilden müssen. Alle Teilehen, deren Grrölse oberhalb und 
imterbalb der Uritischm Z'me gelegen ist, werden in den verschiedensten 
£egel6ehnitten ihren Weg um die Sonne fortsetzen, und von ihnen werden 
nur diejenigen die ursprüngliche Bahn beibehalten, deren Radius gröfser 
ala 1 cm ist. Diese bilden den „Kopf" des Kometen. Alle Teilchpn 
dagegen, deren Radien innerhalb der ,, kritischen Zone" liegen, werden 
BUS dem Verbände ausgestofsen und solange von der Sonne forlgetriebeti, 
bia sie durch irgendwelche Umstände so klein geworden sind, daTs 
ftnch für sie wieder die Schwerkraft ab«rwiegt. Dann verwandelt nich 
■och bei ihnen wieder die Abstofsung in eine Anziehung, und sie eilen 
jn K^elschnittkurren der Sonne zu. 

Ob der Strshlnngsdrack auch eiae Rolle gespielt hat bei der 
Bildung der leuchtenden Nachtwolken, welche man nach dem Ao»- 
bmcb de« Krakatoa DS^f^i in enormen Uöhen beobachten konole? 
Auch sie sind jedenfalls von solch winzigen, an Staablcemoi konden- 
sierten Wassertröpfchen gebiMet gewesai. Die benlichen IHmmenii^- 
:«»cheiniuigen, welche dorch die KrakatoactwibwoUun in der Nähe 
Erdoberfliebe damals berrorgemfan wurden, Im* 
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auf die Kleinlieit dieser Partüelclien von der Qrölse der Wellei 
schliei^en. 

Auch dürfte aua dieser Ätherdrucktheorie herrorgehen, dafs die 
Sonne zwar ihre kleinsten Partikelchen, z. B. kondensierte Dampt- und 
Gasteilchen, weit von sich fortzuschleudern vermag, daJs aber gleich- 
wohl diese achliefslich wieder ita ihr zurückkehren werden, wenn sie 
eine gewisse Kleinheit überschritten haben. Nur diejenigen Körperchen, 
deren (iröfse innerhalb der „kritischen Zone" liegen, und welche diese 
Gröfae beim Passieren der So nnenatmo Sphäre auch beibehalten, werden 
dauernd abgestol'sen und eilen in den unendlichen Weltenrauni hinein. 

Denken wir uns nun einen am Himmel auftretenden Kometen 
durch Zerfall eines Körpers entstanden, so wird er den oben geschilderten 
Prozefs von neuem durchmachen, sobald er der Sonne nahe genag 
kommt. Infolge der Sonnennähe wird notwendig durch die enorme 
Strahlung der Sonne ein Zerfall der KometenteÜchen eintreten, und es 
wird eine Streuung bezw. Schweifbildung in dem geschilderten Sinne 
stattfinden. Thatsächlich beobachtet man auch, dafs sich der Kometen- 
Bcbweif bei Amiäbening an die Sonne oft ins Ungeheure verlängert, 
wobei gleichzeitig seine Helligkeit bedeutend zunimmt. So konnte der 
Komet von 1882 selbst am hellen Tage gesehen werden, bis sein Kopf 
in der Sounenscheibe veraehwundea war! Findet aber in der Sonnen- 
nähe eiu derartiger Zerfall in Teilchen der verschiedensten Gröfse statt, 
dann ist auch eine notwendige Folge, dafs der Schweif von der Sonne 
{ÜKjciVeiid^t sein mufs. Je weiter sich der Komet von der Sonne ent- 
fernt, um so geringer wird di« Einwirkung der Strahlung, bis über- 
haupt kein Zerfall mehr eintritt. Gleichzeitig weichen die Bahnen der 
verschiedenen Teilchen immer mehr von einander ab, und die Folge 
davon ist, dafs schliefalich nur noch die den Kopf bildenden gröfeeren 
Stücke beisammen bleiben. Bei mehrfacher Wiederholung dieses Zer- 
fallprozesses, denen die periodisch wiederkehrenden Kometen natürlicher- 
weise unterworfen sind, mufa somit eine Auflösung des Kometen in 
einen Stern schnuppenring eintreten. 

Es ist jetzt nur noch die Frage zu diskutieren, ob in den be- 
obachteten Kometen Korperchen von der Dimension der Wellenlänge 
und darunter vorkommen. Diese Frage ist zu bejahen, da mau allen 
Äulftfs hat, imzunehnien, dafs der bewegliche oder gleichsam „flüchtige" 
Teil der Kometen aus Kohienwasscrsteffen besteht, die sich in Form 
feinster Kügelchen an kosmischen Staubpartikelchen als Kondensation» 
kerne niederschlagen. Durch Zersetzung der Kohlenwasserstoffe werden 
diese Kdgelchen zumal in der Sonnennähe verdampfen und sich Ter 
kleinem; die ausgestofsenen Dämpfe der höher siedenden KohlenwH 
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Stoffe werden sich wieder kondensieren^ eventuell reinen Kohlenstoff 
oder RuIb abscheiden, und so dürfte sich die Schweifbildung, die 
Schweifrichtung und die Schweifverlangenmg bei Annäherung an die 
Sonne leicht erklären. Nur ein Widerspruch bliebe noch zu lösen. 
IVährend nämlich Bredichin aus der Form der gestrecktesten Kometen- 
schweife auf eine Abstofsung schlielsen zu müssen glaubt, welche die 
Schwerkraft um das ISfache übertrifft, ergiebt die Schwarzschildsche 
Berechnung tHr das VerMltnis beider Ejtlfte bestenfalls die Zahl 10. 
Dabei ist aber zu bedenken, dafs das spezifische Gewicht der Kohlen- 
wasserstoffe nur 0,8 beträgt, und dafs femer die Solarkonstante nach 

o 

Langley gleich 3, nach Angstrom sogar gleich 4 zu setzen ist, während 
sie bei der Berechnung von Schwarzschild nur gleich 2,5 angenommen 
war. Auch dürfte die Sonnenstrahlung im freien Äther an Intensität 
diejenige in der l^ähe der Erdoberfläche noch übertreffen. Aus alledem 
glaube auch ich, dafs die Zurückführung der an den Kometen heohachieten 
Jbstofsungskräfte auf den Druck der Sonnenstrahlung im Bereich der 
Möglichkeit liegt, und dafs die Kometentheorie von Lebedew und 
Arrhenius ernster Beachtung wert ist, ^ (Forts, folgt.) 

Gharlottenburg, im Jimi 1902. 
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jACqncs HadAinnril. Iia s^rle de Taylor et soa prolougement ■ 
lytique. l'aris C. Naud 1001. Vm un<i 100 S. 

Das Prinzip der aniiljtischon Foi-tsetauDg eioer Potenireibe mit ;»■ 
gebonen Koeftizicnten war durch Weieratrafs und Meray zwar voUkomniM 
definiert und in seiner grundlegenden Bedeutung iilr die Funktionenlebn; 
seither allgemein anerkannt worden; im Grunde genommen ist man abr 
Jahrzehnte laog über jene Definition selbst nicht hinausgekommen: es fcUI* 
durchaus an analytbchen Hülfsmitteln, um dieselbe für die weitere Aus- 
bildung der allgemeinen Funktionen! ehre ausreichend nutzbar xu machmi' 
Ilerm Hadamard gebührt das Verdienst, durch seine 1692 publiitertr 
Abhandlung: Essai sur l'cfudc des fondions donnces par Icur d-^veloppm^^ 
dv Taylor^) dem fraglichen Probleme in SuTserst erfolgreicher Weise nüiw 
getreten zu sein und zu weiteren Untersuchungen in dieser Biehtung an- 
geregt üu haben. Er hat sich neuerdings der dankenswerten Müüe unter- 
zogen, die inzwischen mächtig angewachsene Litteratur über den fraglicben 
Gegenstand zu sichten und die bisher gewonnenen Ergebnisse sainl den 
Methoden, welche zu ihuen geführt haben, in übersichtlicher und anscban- 
licher Weise zusammenzufassen. Bei dem allgemeinen und aktueUen Inter- 
esse, welche diese H.sche Schrift zweifellos beanspruebea darf, mag di« 
folgende, von einigen kritischen Bemerkungen (in Form von FoTsnoteD) Iw- 
gleitete, gedrängte Darstellung ilu'es wesentlichen Inhalts manchem Lewr 
dieser Zeitschrift vielleicht nicht unwillkommen erscheinen. 

I.*) Von dorn Begriffe der Momorpken {nach Caiichya Terminologie: 
si/nektischen'), d. h. wohl definierten und im komplexen Sinne differenrieibaren 
Funktion f (x) ausgehend, gelangt Herr H. vormittelst der Gauchjsclien 
Darstellung von f(x) durch ein Eandintegral zur Taylorschen Reihe luiii 
hiermit zum Begriffe der anali/HscheH Funktion im WeierstrafsscheD 
Sinne. *) 

1) Jomm. de n 

2) Die Nutomi 
H. sehen Buches. 

3) Unter den Singularitäten, deren eine analytische Funktion filhig iat, fflhrt 
Herr H. anf S. 9 auch solche nn, welche in einem, i'lächfnstürke überaU dirht lifttcD 
(„disirtiiuiea dans de« airee BingaliireS"). Diese Ausdruchsweise echeint mir nidit 
korrekt; zum miudeaten widerspricht sie der im allgemeinen acceptierten Weiet- 
BtrafHchen Definition der singulären Stellen einer analjtiachen Punktion alt 
ffnoustellen des Stettgkeitsbereicha (Math. Werke II, p. 78V Singidäre F^äältl^ 
stückt kQnnen daher sehr wohl für einen ariüvmetisehen Ausdrturk, rUdtt aber (Br 
eine anaU/tisiAe Funktion vorbanden sein: hier erscheinen lediglich die Ormi- 



TT- Wirf sodann eine Taylorsche Reihe ^ (x | cQ ~^a„ {x — a)"' 
nit endlichem Koneergenihreisc C als F»nktionself»tent zur Definition von 
'f(a;) EU Grande gelegt, so entsteht KiinBchBt die Hauptfrage; Besitzt f(x) 
fiberhanpt eine taiaiytische Forlselcunn und, wenn dies der Fall ist, icie hat 
man eine Stelle ß innerhalb C zu wUlilen, damit $ (;c | a, ß) mit Sicherheit 
eine solche liefert? Da aber die Möglichkeit, mit Hülfe einer solchen 
yobgdriteten" Beihe 5ß (i; | «, ß) den Kreis C T.n überschreiten, einzig und 
•Hein davon ahhüngt, ob $ (x | er) in der Verlängerung dpr Linie aß anf (' 
e singulare Stelle besitzt, nnd andererseits die Berechnung und Diskussion 
von f(x) mit Hülfe einer Reihe von der Form '^ {x \ a,ß), zumal bei 
weiterer Fortsetzung des fraglichen Verfahrens, auf unflberwindiiche Kom- 
plikationen führt, 80 resultieren aus der obigen Frage sofort die folgenden zwei: 
1) Wie bestimmt man aus dem Bildiingsge setze, genauer gesagt, aus 
_ 'iasen Gremeigensdiaflt-n der Koefiizionten o„, die auf C gelegenen und 
jBTentuell auch die sonstigen singulären Stellen von /"(a^)? 

a) Welche analytischen Hülfsmittel stehen außer dem angedeuteten 
ffAbUittitigsprozexsc" zur Vertilgung, um fi,^') aitfserhalb C ku definieren 
lezw. zu berechnen? 

Die Beantwortung der Frage 1), welche naturgomäls derjenigen von 2) 
Toranzngehcn hat, bietet aufserordentliche Schwierigkeiten, wenn man be- 
sflglich der Auswahl der <(,„ vollste Allgemeinheit walUn iBfat. Andererseits 
gewinnt man nur Resultate verbal tuismElIsig speziellen Charakters, wenn 
die (In in der Weise einschränkt, dais nur besondere, i'elativ einfache 
Bingalaritäten auf C zum Voracbeia kommen. Ein befriedigender Mittelweg 
iwisohen den verschiedenen, aus diesen beiden Gesichtspunkten entspringenden 
(ethoden ist bisher noch nicht gefunden worden. 

in. Die zur Beantwortung der Frage l) zunächst erforderliche Fest- 
»tellung des wahren Konvergenzradius R von ^^a„,xf" liefert der bekannte 
Cauchysche Satz, wonach ailgemcin: 

(1) Ä=ii^|y^|-") 



I speeieU: 



P) 






l: 



■teilen ala singulare, wllhrend /'(jt) ini Innern überhaupt nicht existiert. Filr den 
'lUadruck „aire siiiguUere" wiLre daher zweckm&feiger die sonst ilbliche (auch von 
[erm H. auf p. B als gleichbedeutend gebrauthte) Bezeichnung ,^iipaet taeunaire" 
BubBtituiereu, 

1) Herr H. bedient eich zur Bezeichnung des oberen Limes („limite nupfriewe 
tr m infiai") der von mir eingeführten Schreibweise: lim u«r. Wetin aber auf 

p, 16, Pulsnote 3) gesagt wird, dafs in anderen Untoraucbungen lim«™ dasjenige 

so bedeuten habe, was wir als obere Grenze der um zu bezeichnen pflegen, so 

nill mir dieser Usus äufserst iinKweckmiirsig erscheinen. Ich denke, man sollt« 

das Zeiehen lim durchaus für einen wirklichen Livtes =^ Gremwert, Hänfungsstetle 

_ leaervieren und insbesondere alles vermeiden , was zu einer Koirfusion der deft- 

^Laitjonsmärsig streng geschiedenen (cf. Encjkloplldie I. p, Ttt) Begriffe: oberer Limes 

^■rod obere Grenze beitragen kOnnte, 
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'K«zeDsiouen, 



falls dieser letite Grenzwert existiert. Ejögtiert überdies auch lim =j„ 

so ist Xg allemal eine singulare Stelle (Fabry ], aber keineswegs (wie m 
älterer, von Herrn Lecornu falach formulierter und unzulUngUcb bcwie3«i»r 

Satz besagt) die ei-neige aul' C gelegene (Beispiel; ^ (r) ■= [- lg (1 -|-ii) 

Ebensowenig braucht, wenn j^ die ämige singulare Stelle von C ist, 
lim — ^ zu existieren (Satz von Hadamard: Kap. YQ, 2). 

"m+l 

Ein zweiter Fall, in weleliem die Koeffizienten o» unmittelbar iif 
Existenz einer bestimmten singul^en Stelle, nämlicb x '^ R. erkennen iasHO, 
ergiebt sich , wenn die o™ zum mindesten für w» !>* mi, dnrcbweg reeJ/ oiiii 
^ sind. ') 

Zar Aufstellung eines allgemeinen Kriteriums dafür, ob eine bestimmtts 
auf C gelegene SteUe x,, filr f(x')^'$(x') eine reguläre beiw. sisgtäärt 
sei — wobei ohne wesentiiche BescbriLnkung der Allgemeinheit alleml 
R = l und zunädbst auch x^ ^ 1 angenommen werden kann — dienl 
sodann die Bemerkung, dafs das eine oder andere der Fall ist, je nuh- 
dem bei positivem |3 < 1 der Konvergenzradius von 5p {x \ ß), d. tt 

^ V^. ^''"* ^^^ I > (^ ~ i*) '^^^"- = (* " 
die unendliche Reiho 

(3) \^f'-'(f)\ 



i?w. 



) ausfallt. Die hieraus Htr 



') 



entspringende, schwer diskutable Bedingung läTst sich durch Ausscheidung 
der für den fraglichen Grenzwert als unwesentlich sieh erweisenden T 
in die entsprechende flir: 



(4) 



^' {v),„ ■ a,^"—"' (wo p endlich) 



isscheidiug I 
den TeflHH 

CharakG^I 



transformieren und für die eventuelle Feststellung des singuiären 
von ar = 1 bezw. (mit Hülfe der Substitution von ß ■ ^' flir |3) von i = e"' 
verwerten (Hadamard). Eine weitere Vereinfachung des fragliehen Aus- 
druckes gewinnt Heif Fabry dun:b Aufsuchung des Jlf(trima/-Ternis {v)„ ■ ß'~' 
und Division mit diesem letzteren. Indem er sodann zunächst die Frag« 
in den Vordergrund stellt: „Wann ist der Punkt a; = 1 ein regulärcr'i" ge- 
langt er durch Benutzung des Umstandes, dafs ein regulärer Punkt auf C 
niemals isoliert auftreten kann, sondern stets die Existenz eines aus laubf 
regviären Punkten bestehenden C-Bogens erfordert, zu einem allgemän«ii 

1) Die hierauf bezügliche Zitatnommer (S4) auf p. 80 wSre richtiger durch 
(26) zu enetzen: in (S4] wird lediglich der von mir in iSSi bewiesene, (ibrigeiu 
zuerst wohl von Herrn Vivantj in (27) ohne Beweis benützte Sati auf Fnnktieuen 
zweier Variablen übertragen. 

2) {v)m bedeutet den von Herrn H. mit C^ bezeichneten Binomial-^efll- 
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Tbeorem, welches dum in zahlreichen Fallen erkennen läTst, ob der Punkt 3;= 1 
beiw. auch X ^ <f" ein singiüärer ist. Die Esiatenz solcher regulärer Bögen 
erweist andererseits Herr Leau, indem er vermittelst des Ausdruckes (3) 
Ton der Eegularitat einer unbegrenzten Folge von Potenzreihen auf diejenige 
einer in bestimmter Weise daraus zusammengesetzten I'otenzreihe schliefst, 
und gewinnt auf' diese Weise auTser verschiedenen, schon von Herrn H. 
auf anderem Wege (s. VII) bewiesenen Sätzen das bemerkenswerte Resultat, 

dafs Potenzreihen von der Form ^^ f\t' ^' ./, ? (***) ' ^ ("° f C 
regulär für ( = 0, g{t) eine ganec, bezügüeh ihres Unendlich Werdens fflr 
\l\ ^ (x> an gewisse BeschrOnkungeD geknüpfte Funktion) auf dem Einheits- 
kreis auaschliefslick die singulare Stelle 1 besitzen. 

Ein vorteilhafteres Kriterium zur Beurteilung des regulären hezw. 
singulären Verhaltens von ^(j')i=i, als daa aus (3) resultierende, nHialich 
ein soluhes, dos von vornherein nur eine endliche Anzahl von a^ enthält, 
ergiebt sich durch geeignete Substitution einer neuen Veränderlieheu für x, 
insbesondere mit Hülfe der bekannten Eule rächen Transformation *): x = -r^rr 
(Pahry, E. Lindelöf). Diese Methode gestattet, einen groJsen Teil der 
zuvor erwähnten Resultate merklich einfacher abzuleiten und in mehrfacher 
Hinsicht zu erweitem. 

rV. Auf die ExistenK von Potenzreihen, für welche jede Stelle des 
Konvergenzkreises eine siM/fuläre ist, und die somit Überhaupt keine ana- 
lytische Fortsetzung besitzen, wurde man eiterst') aufmerksam durch das 
Verhalten gewisser Modulfunktionen und sodnnn durch den von Weierstral's 



1) Ich selbst habe in einer vom November 1897 datierton Arbeit (Math. 
Aau. Gti [Itl9l5j, p. 468) zuerst auf den Nutzen dieHerTraneformation für die Theorie 
der anal^ischen Fortsetzung auAnerksam gemacht und dieselbe a. a. 0. fflr ein 
speziellem Problem der vurliegeuden Art verwertet. An dem Abachluase der dort 
ausdnlcklich angekündigten, bereitx vor längerer Zeit begunnenen allgemeineren 
UnterHUchnngea wurde ich leider damiU durch meine Mitarbeit an der Encjklo- 

E&die der Matb, Wiaa. verbindert: im Jahre 1898 erachieuen dann bereita die voll- 
ommen gleiche Ziele c^olgenden Arbeiten der Herren Fahr; und Linde lOf, 
welche vüllie onabhilngig von mir, und, wie es acheint, anch Ton einander, auf die 
Benntsnng des nUmlicBon Grundgedankens verfallen waren. 

1) Dieaer, wie mir «chcint, von Herrn H. nicht genügend hervorgehobene 
(vielmehr durch die gleichzeitige Erwähnung der viel neueren ,/(mctionii fudttieUTies" 
einigermafaen verdunkelte) Thatbestaud erecheint mir durum von beuonderem 
Int«re)i^e, weil er ein überaus lehrreiche« Beispiel dafür bietet, wie gewisae ein- 
fache, ja 90 zu aagen BelbatverstSodlicbe mathamatiuche Wahrheiten zuweilen auf 
auBserat komplizierten L'mwegeu entdeckt worden Bind, Auch halte ich es nicht 
für ganz korrekt, wenn Herr H. jenen Modulfiinktionen die Reihe ^ a" ■ j^ aU 
ersttK Beispiel gegenübera teilt, an welchem die Nicht- Portaetsbarkeit direkt aue 
den Eigenichaften der Folenzreihe erkaunt worden sei. Auch hier beruhte diese 
Erkenntnia auf einem zunüchat ganz andere und xwar wesentlich schwierigere 
Ziele veriblgenden Umwege, dem hachwciae der totalen Nicht -Differensierbartrit 
dti trigopomelrigehen Reihe ^rf" co»[b"'l) fWoi er s tr a fs, Math. Werke II, 
p. SdS ^ Bcrl. Berichte 18HÜ, p. 711), wUhrenJ daa für die Erledigung der var- 
lirgenilen Frage auareicliende und typische Verhalten der Pntenrrejhe ^ o"'.t'' , 
wonach gleich«eitigmitir=l auch alle Eiiiheitswurdeln der Formx* =l(»N=^i,S,3,.,.) 



B«zensioiien. 



bemerktea Umstand, dafs der reelle Theil ■ 



n ^^ a'x für X = e" bei ge- 
eigneter Emachränkung von a, h nirgends nach t differenxierbar ist. Die 
im Anschlüsse hieran von Tersctiiedenen Autoren aul'gerundenen allgemeineren 
Typen nieht-ditferenzierbarer trigonometriscber Reihen (Darboux, Cellerier, 
Lerch^)), sowie von Potenzreibeji, deren Absolutwerte in der Nähe jeder 
Stelle von C unbegrenzt wachsen (Lerch), liefern analog geartete Beispiele, 
denen andererseits solche gegenüberstehen, die, wie ^.«"J"'' ( | o | < 1: 
Fredholm), auf C durchweg noch Derivirte jeder Ordnung besitzen. Sind 
hiermit gewissermafBen die beiden äufsersten Möglichkeiten des fragliches 
Verhaltens bezeichnet, so zeigt eine genauere Überlegung, daffl die Nirhi- 
Fortselebarkeit geradezu als B^et, die ForlsetzbarkeU als spezieller Fall an- 
zusehen ist (Pringsheim*), Borel, Fabry). Als ein allgemeines Kriterium 
für die Nicht- Portsetzbfljrkeit dar Reihe^> ti„a:^-»i findet Herr Fabry die 
Bedingung lim (c^-|.i — c«) =-= oo, nachdem zuvor schon Herr Hadamard 



die engere Bedingung: lim ■ 



- > angegeben und Herr Borel 



diese letztere zu der folgenden erweitert hatte: lim - 



V^ 



Dter(l8) 



BinguläTe Stellen sein mfissen, erst später bemerkt wurde. Eine eDtBprechen<l 
modifizierte, analoge Eigenschaft ist ja achliefslich ancb ffir die von Weierstrafi 
znuilchst mit Hülfe der TranafomuitiofatlieOTie (Werke II, p. 326) als nieht-fort- 

setzbar erkannte Modulfunktion &j (0 | ^ -= 1 + 2 ^'»g""' ganz direkt nachweisbar 

(cf. M^ray, Bullet, dea sc. matb. (3) 12 [18881. p. 218). 

1) Hier fehlt der Name Dini, deeseo wichtige (die wesentlichen, viel apitei 
von Herrn Lerch angegebeneu Typen scboa enthaltende) Arbeit: Su atcunefun 
ehe in tuUo «« iniervallo «on Hanno mai derirata (Ann. di niatam. (2) 8 [1 
p. lai; vergl. auch: Fondamenti [1878]. g 119—129) im Litteratnm ach weise hinter (I , 
zu zitieren gewe«en vräre. Auch sollte wohl die unter Nr. (57) zitiert« Arbeit 
hinter (3Ö) eingescbobea werden. 

3) Der eigentliche Grundgedanke meines Beweises fflt dea fraglichen Sati 
scheint mir nicht ganz exakt wiedergegeben zu sein. Da ich die nämliche, nicht 
ganz zutreffende Darstellung auch bei Herrn Borel {Mem. sur les series dir-trgentt», 
1899, p. 59) gefunden habe, so sei es mir gestattet, etwas nilher hierauf einzugehen. 
Nach HermH.undB.BoUmeinBeweiaetwafolgendermarsenlauten: Mfix}^ ^ a^s'' 
willkürlich vorgelegt, so kann man allemal setzen: f(x) = ip(a:)-\- (f{x) ^ ip{j:'j), wo 
9(x) irgend eine niätt- fortteUbare Poteuzreihe bedeutet. Soll t^so f(£) fortgetthot 
sein, so müssen die Singulari tüten vor ip [x) und (f(x) — gi (x)) sich in hinreichendem 
Mal'se kompensieren, was nicht zu erwarten stallt, wenn /[*) wirklich willkÜrlicb 
gedacht wird. — In Wahrheit Bchliefee ich aber, wie mir scheint, weit prägnanter 

folge Ddermafsen: Man kann auf unendlich viele Arten aus f(^)^= ^ "m*" "'^ 
tii(At-forti!elzbt3rcU(:)heq>{x)^ / "p '* "'/ter(T««Ae6rtj; ist dann V(j:)-= ^ a ■ x " 
die Reihe der übrigbleibenden Tenae, so kann /"(a;) ^ ^ (a;) 4- ip (a;) offenbar nur 
fortsetzbar sein, wenn die a , a no ineinaniler greifen, dals die Singularitäten 
von 91 (x) and ^ (x) sich hinlänglich kompeneicrea, was doch offenbar nur mOglicii 
ist, wenn zwischen den o ■, a , »lao schliefsiich für die Gesamtheit der a_ 
lehr spexielk Relationen bestehen. 



' anfili »br aUgemeine Tj^en niclit-fortsetzbarer Reiben von der 
Iform ^ tp (m) ■ i"\ wo die 9 (w) durchwog von Null verschieden und ip (t) 
Keine analiflisclie Funktion von ( ist, '} 

r) =^a„x"' auf C einen ämigen . einfachen Piil a, so 
litt allemal'): 
\h) lim -""- = a (also: lim |y^j = ^) ■ 

Der Satz ist vmMirhar. wenn der Grenzwert (5) so zustande kommt, dafs 
I «Bi+i — «w] < l™, wo i < 0. Besitzt f{x) innerhalb einer gewissen Um- 
gebung von 3; = nur liie {p + l) einfachen Pole a^, ■ - -, Hj. + i, wo durch- 
I weg I dt I ^ I Or-f-i { und eventuell aui:b mehrere a, 'ca Je einem mehrfncben 
#ole zusammenl'allen dürfen, so tritt an die Stallö der Relation (5) die 

ji^jyär,i-l «,..,■ ■■„,+,!-■, 

||W0 Dm,p eine aus a„, «m+i, ■■■, «™ + *p zusammengesetzte symmetriscbe 
)eterminante bedeutet; dabei kann noch Hm durch lim ersetzt werden, wenn 
brchweg |o^|<iof,+ ,|. 

Aucb dieses Resultat ist unter geeigneten SinscbrtLnkungen umkehrbar 
und kann alsdann zur Charakterisierung der auf C und, sofern sicli in der 
Umgebung von C überhaupt nur polare Unstetigkeiten Ünden, auch der 
aufserhaib C gelegenen Pole dienen. 

Der Fall, dafs /"(j) auf C auch andere als polare Unstetigkeiten be- 
sitzt, kann nach einer im Prinzipe von Darbous herrührenden Methode be- 
bandelt werden, hei welcher der Index der niedrigsten, unendlich werdenden 
Derivierten und die Art ihres Unendlichwerdens den Ausschlag giebt. Um 
' i dieser Richtung möglichst allgemeine Resultate zu erhalten, erweist es 
als zwcckmäfsig, die Liouvitle-Riemannschen Derivierten mit be- 
1 Index n: D^f(x) und zugleich eine mit S" f{x) bezeichnet« 
modifika&m derselben einzufahren. Beid« Operationen werden zunächst 

1) drigeni kann man die Existenz derartiger Reihen »ehr leicht in folgender 
Weise erkennen. Bedeutet ^ "m"-™ irgend eine fotUeUhare Reihe mit durchweg 
ton Null verschiedenen Koef üzientes , so wähle man irgend eine nichl-fortneUbarc 
Reihe vom Typus ^ b ■ x , wo die b lediglich der BeBchränkung unterliegen ; 
I a 4" b I > ti (z. B. 6 — — 2 o ') . Bestimmt man aladann eine nnaljtisi-ie 
Funktion <f(t) derart, dafs; 



9'(Pj = «p„ + ''p^. im übrigen ^(ni) = n„„ wenn m+p„,, 



I. offenbar ^ ip (ni) , x eine Reihe von der verlangten Art, 
i) out auch für den Fall eines n-fachen Poles, 



durch gewisse bestimmte Integrale bezw. deren Differentialqnotiemten nid t 
definiert und stehen sodann zn / (a-) = ^m a^X,^ in der Beziehtmg; 

(7) If,f{>:) -^ r[L'+"l-.) °-'"~' ~:/'(»)-2'"'-'^'"' 

Femer wird als Ordnung von ^(x) auf C bezw. dem C-Bogen 9^9^ dit 
obere Grenze ca der Zahlen a eingeführt, für welche ZJj" fix) endlicb, st«ti^ 
und limitiert^) ist; die letztere Forderung soll besagen, dafs für jedes n: 

I ' I 

(8) m- fl^{r»^) ■ /■(«*') ■d&\<J (/«<ji>*. os j^^as»,*"! 



tf 



Pu!^ 



Zwischen der (auf den ganeen Kreis C bezüglichen) OrdnungKoüi 
und dem KoefSzieuten On, besteht alsdann die merkwürdige Belation 

welche aussagt, dafs der Konvergenz- bezw. Divergenz- Charakter von ^ 
mit demjenigen von^ ^»— i übereinstimmt. 

Definiert man sehliefslich noch als Ordnung von f{x) in einem einielntn 
C-Punkte Xfl die Ordnung für einen unendlich kleinen, den Punkt i^ nin- 
fassenden Bogen, so stimmt dieselbe mit dem getcö/mlich&n Begriffe der 
OrdMUtiossnhl flberein, wenn f{x) RSr x = x^ so wie {x — Xg)-''tf{i) 
unendlich wird (wo 9>(xg) endlich und von Null verschieden ist oder 
höchstens logarithmisch unendlich wird bezw. verschwindet). Auch ist dann 
umgekehrt die Gesamt-Ordnungsxahl auf C nichte anderes als die Maximal- 
Ordnung oUer auf C befindlicben singul&ren Stellen. Diese Bemerkiuig 
kann dazu dienen, um f{x) für jede reguläre Stelle von C als Grenzwert 
eines gewissen Polynoms (also auch durch eine nach Polynomen fort- 
schreitende Reihe) darzustellen, falls ü> < oo ist, sowie auch einen Greni- 
ausdruck in den n,,, zur Berectmung der Singularitäten a von der höchste» 
vorkommenden Ordnung l anzugeben, falls f{x) in der Umgebung von « 
die Form besitzt: {x - af ■ (Ig (x -«))"■$ (x — «) (wo: (« ^ 0). Der 
Fall, dafs f{x) auf C eine einzige und zwar teesenüiche Singularitfit nr be- 
sitzt, kann mit Hülfe der Eulerschen Transformation behandelt werdoi, 
wenn u isoliert ist (Le Roy)*), allgemeiner mit Hülfe eines von Herrn 

1) Mit diesem Ausdrucke will ich Herrn H,g Bezeichnung „ä eeart /üä' 
wiedergeben. Eine einigermafaen wörtlichere Cbersetzung, wie etwa „mä be- 
Bchränkter StAvianhtng" erweist sich aU utuweckmDJBi^, da dieser letztere Atu- 
dnick bereits eine bestimmte und zwar etwaa engere Bedeutung gewonnen bit 
(cf. Eucyklopädie 11, p, 40), Jede Funktion mit bachränkler Sehaantung ist tmi 
auch „Q ecart fini", das Umgekehrte acheint aber zum mindesteu uicfit naehgeieiaiat, 
S) Üie übrigen Uutersuchungen dieses Kapitels stammen iluri^hweg von Uemi 
Hudamard. 
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l&ppell herrlUirendeii Satzes, auch weno «r eine Häufungsstelte von auTser- 
Ijkalb C gelcgenea SingiüaritBten ist. 

VI. Auf diu vorstehenden, der Hfstimtnung der singuiären Stdien ge- 
widmete u Untersnehungen folgen nun solche über die Herstoll ung der 
analytischen Fortaeteung, nnd zwar zanächst anknüpfend an den Frolienius- 
tabta Satz: 

,(10) 



/■{!) Eä Im. ^ o.i- - lim 2^ S+T 



und die durch Iteration sich ergebenden analogen Sätze von Hoelder, als 
erste Beispiele für die legitime Verwertung einer divergenten Reihe ziir 
Berechnung von f{x). Eine direkte Verallgemeinerung der betreffenden 
QreuKprozesse bietet Borels „limile genircUisitf : 






■+.-■-) 



^"' f^w«" eine gange Funktion {gewöhnlich 



Itto a reell und positiv, rp («) 

9 (a) =^ e°) und die hierauf gegründete Theorie der ,fiumm%erbarm diver- 
genten Rahen". Eine andere Methode (Stieltjea, Pade) besteht in der 
ümformang von 5p (jr) in einen Keltenbruch oder ein bestimmtes Integral 
(Stieltjea). Als weittragendste Methode erweist sich aber die Trans- 
formation von ^ (x) in eine nach Polynomen fortschreitende Reihe. Ein 
fttr reelle stetige Punktionen von Weierstrafs bewiesenes Theorem ge- 
stattet nämlich die folgende Verallgemeinerung: „Jodes in einem beliebig 
gestalteten Bereiche holomorphe f{x) läTst sich daselbst durch eine Reihe 
von Polynomen (Appell, Hubert, Painleve) oder auch von rationalen 
FunMionen (Runge) darstellen." Die wirkliehe Hersteilung solcher Polynom- 
en twickelungen unter der Voraussetzung, dals f{x) lediglich durch eia 
Fanktionaelament ^^ 'i^x™ (be/w. ^ Om (a: — x^'^X definiert ist, wird so- 
dann durch ein Fundamental -Theorem von Hittag-Leffler geliefert, 



ff 



rw-SJJ^";'-"''^' 



■bftb 



wobei als Geltungsbereich ein sogenannter Stern erscheint, d. h. das gesamt« 
Ebenengebiet, welches nach Ausscheidung geradliniger'), von allen singulären 
Punkten u in der Richtung Ou nach oo gezogener Schnitte La tibrig bleibt; 
die yW sind numerische, von den o^ unabhängige Konstanten, welche auch 
a priori gewählt werden können. 

Den zunächst ziemlich komplizierten Mittag-Le ffl er sehen Beweis 
faftben (zum Teil ohne nähere Kenntnis desselben) die Herren Painleve, 



1) All^meiner kann man für die La auch irgendwelche andere von 
Ibb Unendliche sich erstreckende Kurven aubatituieren, deren Funkt« aui 
jenigen einer von der Stelle 1 aus ins Unendliche gezogenen Musterkurve 
Doppelpunkt) durch Multiplikation mit a entatehcn (Leao). 

AcsM> du lUthanuUk and 1-bjiik. UL BUtia. UL 20 



Leau uad Borel wesentlich vereüifacht. Letzterer geht vond 
aus, daTs auf Grund der Cauchyschen Relationen: 



(13) 



die AiifsteUung der Entwickelung (13) lediglich von der entspreche od en fäi 
ahhängt. Hat man nämlich eine solche gefunden, etwa: 




(14) 



(was auf unendlich viele Arten, z. B. mit Hilfe der oben erwfthnten Situ 
von Runge, Painleve und Hilbert erzielt werden kann), so folgt: 



(15) 



woraus dann durch Multiplikation mit f(e) - dz und Integration über irgend 
eine die Stelle x umschliefsende, aber keinen der Strahlen L^ achneidende 
Kurve G mit Berücksichtigung von (13) unmittelbar die Formel (12) he^ 
vorgeht. 

Obschon das fragliche Theorem für die Berechnung der singvlären 
Punkte KunBchst keinen Anhalt bietet, so liefert dasselbe, zumal im AnschluTs 
an die (miteinander sehr verwandten) Beweismethoden von Mittag-Leffler 
und Leau immerhin geeignete Hilfsmittel, um die früher erwähnten Methoden 
zur Auffindung von au/serhalb C gelegenen Singularitäten merklich za er- 
weitem.') So ergiebt sich z B. auf diesem Wege, dals die in (IH) er- 
wähnten Eeihen: ^, ^[ — j.j"', ^ g{m)-i^ (aufserdem auch: ^, lg q) 1 — 1 ■ j"j 
im Endlichen^) überhaupt nur die singulare Stelle x = 1 besitzen (Lean). 

Vil. Nicht selten lassen sich Eigenschaften einer Potenzreihe 
/(*}= ^ t„3f" aus denjenigen einer anderen, dazu in irgendwelcher Beziehung 
stehenden: g>{x) = /^ a'm^ ableiten — vice versa; z. B. wenn gesetzt wird: 
q,(x) = f(x), jfjyjix), ^lf(:r). Durch Verallgemeinerung der lur D<fi- 



Fe*bst^«^r 



1) D. h. wenn die Linie 0* den geometriachen Ort der j-Punfcte (also 
lieh die Kurve E) nicht schneidet. 

S) Ein an das obige Theorem direkt anacbltefaendeB Eriterium z 
der auf irgend einem Strahle (0, oc) dem Nullpnnkte näcbatgelegenen Singulantlt 
bat neuerdings Herr Mittag-Leffler angegeben: C. B, 1S8 (19. Auguat 1901], 
p. 367. 

3) Bei Herrn H., p, BS, beifst es, in diesem Zusammenhange wohl nicht gaai 
korrekt: „dann Cout le ptan". Übrigena wäre hier auch nooh bezüglich der etw» 
vorhandenen verschUilenen Ztceige von f{x) eine der Fufsnot« 1) auf p. 69 analogt^ 



imerkung zu machen. Beispiel: ^m - 



1 
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lütion dar latrteren Symbole dienlichen Integrale gelangt Herr H. zu dar 
PestsetKung: 

(l&) g>(x)=fv{t)-r{tx)-dt, d. k scliliefslich - ■<2,/ l'r{t)-e"-di\a„x'" 

imd sodatm zu dem folgenden Satze: „9(2) besitzt in der ganzen Ebene 
MiAstens^) die Singularitäten von f(xy, — der u. &. auch wiederum die 
in (in) und ^VI) erwähnten Leauscben Eesnltate und andere ähnlich ge- 
artet« liefert (Le Roy). 

Daa von Poincar^ für die Theorie d«r ganzai Funktionen mit Erfolg 
Terwendete Integral: 



(1') 



/- 



■ F (Ix) ■ dt {F {x) eine ganze Punktion) 



stellt, soweit es konvergiert. 
liefert für die spezielle Wahl 

(18) F 



(wegen: / (' 



(19) 



/•w 



eine analytische Punktioi 
=^ mn die Beziehung: 



d. h, f{x) ist mit Hülfe der „assoiiiertcn" Funktion ^(x) durch ein be- 
stimmtes Integrul ausgedrückt (Borel), welches fibrigens nur -eine andere 
Form des GrenzausdruckB(ll) zav ,ßummientng der divergtttten Reihe ^ Omi'"" 
darstellt") and im allgemeinen einen über C hinausreichendea polygonalen 
Eonvergenzbezirk P besitzt: jenes Integral giebt dann in P die analytische 
Fortsetzung von f(x) und liefert auch gewisse Kriterien zur Berechnung 
singulärer Stellen. Andere Integraldarstellungen dieser Art sind von Borel, 
Bervaut, Deaaint für analoge Zwecke verwertet worden, den allgemeinsten 



Typus: /f(0 ■ * (x, l) ■ dt hat Herr Pin 

Auf Integraldarstellungen von " 
Beweise der folgenden beiden Sfttze: 



ausführlich untersucht. 
Potenzreihen beruhen auch die ersten 



V 



'Vnd bezeichnet man mit ttj, ß,, die singulären Stellen von f(x), ^(^)i ^^ 
bat ip{x) höclistens die singulären Stellen ajßf, (Hadamard). Die Natur 

1) Auch hier gilt das am SchlnsBe der vorigen Fnfsnote Qesagte. 

2) Dies hutte vielleicht p. 67 ansdrfickt ich hervorgehoben werden sollen. 
Veigl- im übrigen: Borel. Joum. de math. (6) 2 (1896), p. 109. Ann. de l'ßcole 
norm. (8) 16 (1699), p. 56. 
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dieser Siagularitftten «iß^ (emschliaTsIieh des Verschwindena einer solch« 

Singularität) hängt ia bestimmter Weise von derjenigeD der ai, ß^ i 

(Borel). 

,Jst 



-2^.n')=2^ 



F,..«=2" 



,».+(".)■' 



- 1+ ■■+»■'. 



f('}^ _ _ 

und bezeichnet man mit ai, ß^ die singnllLreii Stellen von f{^'), ^i.^)t ^ ■ ^r-n 
bat <p{x) köcitslens die singulären Stellen ai + j3,," (Hurwitz, Pineherle, .^ ., 
Deir Agnola). 

Durch wiederholte Anwendung des ersten dieser beiden Sätze ergiebt:^^«^. 
sich ein entsprechender Satz fftr Reihen von der Forra^ a^ ■ if und a 
I^Ür^ f (ttm) ■ X"', wo P ein Poljnom p*"" Grades. Mit Hilfe des Greu — .a 
Überganges j> = c» gelangte dann Herr Lean noch zu gewissen Erweite-^ 
Hingen der in (IIl) uni! (VI) erwähnten Resultate, 

Vlli. FoJät man die Umlbrmuugen, welche bisher zur ünteisncbnn^ « 
von f(x) ^ ^^ "in-r" angewendet wurden (Substitution einer neuen Ver-w< 
änderhchen, Derivation mit beliebigem Index, Einführung von Integration^F^ m 
Prozessen) in das Schema zusammen: 



(20) 

durchweg di 
(21) 



r angefllhrten Operationen bedeutet, so genügen diese lebiti 
.distributiven" Gesetze: 

^ {fi (4 + /i W) = ^ (fi (^)) + ^ (/i (^)) 



und können darnach als spezielle PSlle der durch diese Funktionalgleicbuizxr^fLmg 
charakterisierten allgemeinen Klasse von Operationen aofgefaXst werden, welcVfL»ch« 
von Pineherle als dislr^wtive Operationen, von Bourlet als additive (bei ET Q. 

lineare) Transmutatiotien bezeichnet und ausfOhrlicb studiert worden sind. .E»d.') 
Herr Pineherle gelangte auf diesem Wege u, a. zu sehr einfachen 1>^^ Be- 
weisen der am Schlüsse von (VTI) angeführten Sätze von Uadamard nr_^::^wand 
Hurwitz (letztere mit Aufhebung der von Herrn Hurwitz lu-sprünglüL^^^ücb 
gemachten Einschränkung, dafs die oj, ß,, lauter einfache Pole sein sollten^ .«zil.l 

Es werde nun femer mit A^^ die zu Ä inviise Operation bezeiduEr-^c^met ' 
und angenommen, dafs dieselbe ein eindeutiges Resultat giebt, also: 

(22) 4-'(p(x))=r(4 

Denkt man sich in Gleichung (20) für f alle Fiinktionen eines gf- ' 

wissen Funktionsbereiches ^) S eingesetzt (z. B. alle Potenzreihen ^ " _ ■* ' 

1) Dabei ist hier immer von „anaJytieclien" Tranamntationen die Rede, i" ■ A. b 
solchen, bei denen A(fx), soweit dieser Änsdnick überhaupt einen Sinn hat, ^c »üti- 
mal eine antdytüidte Funktion vorstellt. 

fi) Eine elementare Darstellung dieser Beweise findet man bei O. Tita ati, 
Teoria detle funiimi anaittiche (MUano, 1301), p. 360, 860. 

3) Für die genauere Grundlegung der auf p. 76 von Herrn H. eingefübrtei^ — Bf- 
griffe ijufact ^onctionncl" und „champs fonction'Ml" wäre wohl noch auf Pinch^^ fla, 
Sul eonetUa di piano in urut spatio ad infinite dimensioni (Hcnd. Accad. Bol ^:3!PL, 
30. Jan. 1S9S) hinzuweisen gewesen. 
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dsren EoiiTergeozracliTis eine gevrisse Zahl Ji abersteigt), so entspricht ein 
^wisser Bereieli S' von Funktionen ip. Ist dann S' ganz in S enthalten 
und kleiner als 5, so besitzt für solche <p , welche dem Bereich (S — S*) 
angehören, die Gleichung (20) tei«e dem Bereiche S angehörige Lösung f. 
Diese (von Herrn Pincherle als Degenereszen?, der betreffenden Trans- 
mutalion bezeichnete) Eventualität gestattet dann in dem als Beispiel an- 
geführten Falle den folgenden Schlufs: die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, dai'ä <p dem Bereiche S' angehört, sind auch notwendig 
und hinreichend dafür, dafs feinen Konvergenzradius >Ä besitzt. Sub- 
stituiert man also in (22) solche tp, welche nicht dem Bereiche S' an- 
gehören, so können auch nur solche f zam Vorschein kommen, welche nkM 
dem Bereiche S angehören, d. h. Potenzreihen, deren Konvergenzradius 
^H; und es lassen sich imter Umständen über diese letzteren noch spe- 
ziellere Aussagen machen, falls man die tp gerade dem Bereiche (S — S') 
entnimmt. Durch geeignete Spezialisierung der Operation A ISfst sich z. B. 
aus der Gesamtheit der für | jr | > B konvergierenden Potenzreihen das 
vollständige System deijenigen konstruieren, welche auf dem Kreise 
j z I ^ JI bestimmten S in gulari täten charakter besitzen. 

II IX. Ist lim|y^| = oü, so dicerffieit ^^ UmZ" für jedes von Null 
verschiedene r, definiert also zunächst Überhaupt keine bestimmte Funktion. 
Die Frage, wie man eine solche Reihe nichtsdestoweniger für die Definition 
einer analytischen Puivktion verwerten kann, gewinnt lediglich dadurch eine 
Bedeutung, dafs Reihen dieser Art durch rein formale Entwickelung wohl 
definierter arithmetischer Ausdrücke (z. B. bestimmter Integrale) zum Vor- 
Jcbein kommen oder, ebenfalls rein formal, gewissen Differentialgleichungen 
genüge leisten. Der letztere Umstand führt zunächst zur Ersetzung der 
livergenten Potenzreihe durch einen konvergenten Kette nbruch ') (Laguerre; 
rergl. auc h (V I): Pade). Das analoge Verfahren hat Stieltjes auf Reihen 
ler Form ^ {— l)'"Cm ■ i""" (Cm reell und positiv) angewendet und neben 



tei 



Kettenbruchdarsteiiung eine solche von der Form 






angegeben. 



t(") ■(*!*= C„ 



vo ^ (u) durch das unendliche Gleichungssjstei 



m ^ 0, 1, 2, . . .) definiert ist. Herr Borel hat das firagliohe Problem 
3ahln formuliert, fix) so zu bestimmen, dafs lim f(i) = a^, lim f'""^ (x) ■= »i! a,„ 

m ^= 1, 2, 3, . . .), sofern x auf einen gewissen Winkel mit dem Scheitel 
beschrankt wird. Durch seine Methode der Suramation divergenter Heiheu 



ändet er eine Lösung in der Form (cf. Gleichung (19)): /", (x) 



-!^ 



■F(lx)dt, 



wenn wiedemm F{x) = ^,' — ^g„j"' die zu ^, a^^f assoziierte Funktion 
bedeutet; es giebt dann aber noch unendlich viele andere Lösungen, z. B, 



; ef. Encyklop&die I, p 
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f(x) = fiix) + C ■ f ^. Auch die Entwickelung nach Polynomen ist ffir 
die Lösung der vorliegenden Frage verwertet worden (Borel).') 

Ein anderes hierher gehöriges Problem, nämlich: „Wie läfst sich der 
Weierstrafsache Begriff der analytischen Fortsetzung in der Weise fr- 
leeitern, dafs auch für analytische Funktionen, die jetzt aJs wicAf-fortsetabar 
erBcheinen, eine Fortsetzung eindeutig definirt werden kann ?" — hat nocij 
keine irgendwie betiriedigende Lösung gefunden. Auch die Übertragung der 
in I — Vm behandelteti Fragen und Methoden auf Reihen, die nach a»derai 
Funktionen, als ganzen Potenzen fortschreiten (Darbous, Servsnt), sowie 
auf Potenzreihen mit mehreren Veränderlichen (Lemaire, Painleve, Bier- 
mann, Lerch) ist über bescheidene Anfänge noch nicht hinausgekommen. 
X. Eine Anwendung haben zunächat die Mittag-Lefflerschen Polyuom- 
entwickelungen' bei der Integration von Differentialgleichungen der Dynamit 
gefunden (Volterra). Da femer jeder Pol von F{x)"' eine KulIsMie von 
FQt), so können die Hadamsrdschen Resultate von Kap. V unmittelbar 
Bur Berechnung der Nul Istellen a,. ganzer rationaler oder transzendent« 
Funktionen dienen, im letzteren Falle, falls die Aozabl der a, unendlich ist, 
auch zur Auffindung von Relationen zwischen dem Wachstum der ( «, ' and 
dem asymptotischpn Verhalten der Reihenkoeffizienten (Hadamard). Der- 
artige asymptotische Wertbestimmungen ergeben sich auch filr die Koeffizienten 
nidil beständig konvergierender Pot«nzreihen aus der Natur der auf C ge- 
legenen singulären Stellen. Die Kriterien für die Nicht- Fortsetzbar keit von 
Potenzreihen lassen sich unmittelbar in solche umsetzeB, welche aussagen, 
ob eine trigonomdriidie Reihe eine tinalytisdie Funktion dpfiniert oder nicht 
(wobei auch im Icttercn Falle die unbeschränkte Differenz! erb arkeit vor- 
handen sein kann). Daraus läfst sich u. a. erschliefsen, dafs gewisse partielle 
Differentialgleichungen mit avalylifehen Koeffizienten lediglich nkht-analyiifcht 
Lösungen zulassen (Borel). 

Eine Ergänzung der hier mitgeteilten, im wesentlichen auf Qrpta- 
Eigenschaften der Reih en-Ko effizienten beruhenden Untersuchungen bieten 
diejenigen, bei welchen deren uriihmctisdic Natur in den Vordergrund tritt: 
dahin gehört vor allem der von Eisenstein ausgesprochene, von Heine') 
bewiesene Satz über die Koeffizienten einer ^(x), welche Wurzel einer 
algebraischen Gleichung ist, und dessen von Tschebyscheff ausgesprochene 
(aber, wie es scheint, nirgends bewiesene) Erweiterung'), die ein analoges 
Kriterium dafür giebt, dafs ^(x) aus einer endlichen Anzahl von algebrai- 
schen Funktionen, Esponential-Funktionen imd Logarithmen zusammen- 
gesetzt ist; femer eine Anzahl Blnlicber Sätze über die Litegrale gewisser 
Differential -Gleichungen (F. Gomes Teiieira, Hurwitz, Pincherle). 
Es verdient bemerkt zu werden, dals ein Satz von dem eben angedeuteten 
Charakter, nttmlich Über die arithnniische Beschaffenheit der Koeffiiienten 
von Potenzreihen, welche mcromorp/ie Funktionen darsteUen bezw, mcht dar- 

1) Hier steht auf p. 85, Zeile 3 von unten das unverständliche Zitat (M). 

2) Hier wäre unter (03) aufser Heines .Arbeit im 46. Bande des Jonm. t. 
Math, vor allem auch diejenige im. 18. Bande (1X54), p. 3GT— 3TÖ zu zitieren; 
femer; Hermite, Proceed. of the Lood. Math. Soc. VII (18751, p. 173. 

3) Eine aof dea Fall gewisser apezieller transcendenter (ileichungen becOg- 
Uche Erweiterung giebt Heine, Handb. der Eugelf., 3. Aufl., I (1878), p. 61. 
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len, ganz direkt aus einem der in V erwnhnten Hadamard- 

hergeleitet werden kann (Borel). 
^em Schlul'swort kommt Herr H, zu folgendem Resultat: Das 
der anali/lischen Fortsetzung erscheint durch Mittag-Lefflers 
Theorem im wesentlichen gelöst; da^enige der Bestimmung der Singulari- 
läten nur für eine immerhin ansehnliche Reihe hesonderer Fälle, in denen 
Mch die Resultate ganz verechiedenarüger Methoden begegnen. Als beson- 
ders wirksame Hilfsmittel haben sich die Verallgemeinernng des Gren/.wert- 
Begriffes imd die Einführung der Transumtationen erwiesen. Die Haupt- 
Bchwierigkeit für weitere Untersuchungen besteht in einer geeigneten 
Umgrenzung des in seiner vollen Allgemeinheit kaum zugänglichen Problems: 
in dieser Hinsicht wäre es schon als ein bemerkenswerter Fortschritt anzii- 
sehen, wenn es gelänge, den Fall der Nicht-Fortsetzharkeit von £n,„x"* 
durch Formulierung geeigneter Bedingungen von vornherein definitiv aus- 
inscbeiden. 

Soviel über den Inhalt der vorliegenden Schrift. Die Gruppierung 
des weitveraweigten Stoffes ist vortrofflicli, die Darstellung überall klar und 
durchsichtig. Besondere Erwähnung verdient das aufserord entlich reicb- 
hkltige, sorgfältig geordnete Litteraturverzeichnis. 

Die von mir gegen einige Einzelheiten gemachten Einwendungen 
«Bcheinen relativ geringfügig und sind keinesfalls daza angethan, die Vor- 
lüge des interessanten und lehrreichen Buches in nennenswerter Weise zu 

Der Vollständigkeit halber will ich schliefsüch noch einige Druckfehler 
anmerken, die mir bei der Lektüre aufgefallen sind: Auf p. 19, Zeile 3 
von unten lies: „premier^^ statt „secowd", dagegen Zeile 7 von unten: „secowii" 
statt „ipremier". — Auf p. 27 Gl. (22) ist rechts der Faktor (— l)" htn™- 
lufBgen. — Auf p. 28, Fufsn, (1), Zeile 3 lies: L(m\) statt X(I). — 
Anf p. 34 ist nicht ersichtlich, worauf die PuTsnote (l) sich bezieht. — 
Auf p- 42, Zeile 8, 9, desgl. FuTsnote (l), Zeile 3 lies: „de ce num^ro" 
statt „du num&o pr^ce'denf ; femer Zeile 12 des Textes: ,^^^0- 5" statt 
^0. I". _ Auf p. 81, ZeUe 15 lies: J,- statt X; desgl. Zeile 17: A„. o 
rtatt im, 0' ^ -Aiif P- 96) 2eile 10 von unten lies: „rf(4 rest^' statt 
'orcs ct. — Auf p. 99, Fufsnote, Zeile 3, lies: „eh. X, No. 3" statt; 

X, No. 1". — Im Inhaltsverzeichnis von Kap. IV. fehlt Nr. 8. 

Htknchen, März 1902. Alfred PRDiosnEiU. 



Fe. Borel. Le^ona aur leo fläriea divergentes. Paria 1901, Gauthier- 
VUlars. VI + 182 S. 8". 
Die Theorie der divergenten Reihen macht eigenartige Wandlangen 
durch. Wahrend in dem „naiven" Zeitalter der höheren Analysis, den Zeiten 
von Leibnii, BernouUi, Euler u. a. mit den unendlichen Reihen wie 
mit endlichen Gebilden operiert wurde, trat in dem „kritischen" _Zeitalter, 
vor allem infolge der Arbeiten von Abel und Cauehy eine starke Reaklion 
ein. Die Reihen wurden in konvergente und divergente Reihen unterschieden 
nnd der Bchwerpimkt auf die konvergenten Reihen gelegt, während die 
divergenten sich nur bei wenigen Gelegenheiten, wie in der Theorie der 

I Gammaiunktionen und in einem gewissen Teile der theoretischen Physik als 
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nützlich und anwendbar zeigten. Hierin ist nun in den letzten Zeiten c 
Wandlung eingetreten. Durch die Arbeiten der Herren Poincare un3 
Stieltjes, denen sich bald solche von Herrn Borel u. a. anschlössen, ist 
die Aufraerksamkeit der Mathematiker neuerdings in crböbtem Mafse den 
Gebilden der divergenten Heihen zugewandt worden, Es hat sich durch 
diese Arbeiten gezeigt, dafs die divergenten Reihen in nützlicher Weise ßr 
die Theorie gewisser Differentialgleichungen, sowie für die gesamie Funktionen- 
theorie verwandt werden können, daTs sie Berechnungen zulassen, die b«i 
anderen Theorien auf Schwierigkeiten stofsen. Es ist der Zweck und di( 
Aufgabe des vorliegenden Werkes, den Leser über den Stand der heutigen 
Erkenntnis auf diesem ebenso wichtigen wie iuteressanten Gebiete zu orien- 
tieren und zu gleicher Zeit die Richtung anzugeben, in welcher die Ent- 
wicklung dieser Theorie fortschreitet. Teilweise geht das Werk über den 
skizzierten Rahmen hinaus. Die letzten Betrachtungen, die sich auf die 
Mittag- Lefflerschen Ent Wickelungen beziehen, gehören nur teilweise in 
das Gebiet der divergenten Reihen, werden aber gewifa Ton Tielen Lesen 
mit besonderer Freude begrüfst werden. 

Das inhaltreiche Buch ist elegant und frisch geschrieben und wird sicher 
dazu beitragen, das Interesse füv diese neuen Theorien in weitere Kreise 
zu tragen. 

OewissermaTsen als Programm stellt Herr Borel in einer längeren 
hiatorisch- philosophischen Einleitung folgenden Satz auf: 

Einer jcdctt divergenten Beihe soll eine Gröfse so eugeordnet irerden, 
daß die Substiiudo» derselbm an Stelle der Reihe bei den geteöhnlichen Rech- 
nungen stets oder fast immer exakte Resxütate euläfst. Zwei Operationen 
werden hierbei von vornherein ausgeschlossen. Erstens darf die Anordnung 
der Glieder nicht geändert werden und zweitens darf eine Anzahl auf ein- 
ander folgender Glieder nicht unendlich oft durch ihre Summe ersetzt werden. 
Die DurchfUbrung dieses Programms erstreckt sich Ober fünf Kapitel, deren 
Inhalt wenigstens teilweise folgendermafaen charakterisiert werden möge. 

Das erste Kapitel behandelt die asyntptolischen Reiben und knüpft 
seinem wesentlichen Teile an einige Untersuchungen von Herrn Poisg) 
an. Es sei eine Funktion J{x) gegeben und die Entwickelung; 

c.+ S- + a + ---, 

die auch divergent sein kann; dann stellt diese Entwickelung die ] 
asymjptolisch dar, wenn die Differenz 

A.)-(c.+ § + S + ..4.) 

mit wachsendem x von der Ordnang ic~" nnendlich klein wird, d. h. 
sich der Null nähert, oder also J{x) die Form bot: 



.;W-c.+ '.' + " 



uSdü 
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Es wird nach dem Torgange von Stieltjea gezeigt, wie bei gegebenem J{x) 
die etwa dazu gehörenden Werte von C boEtiramt werden können. Bei 
diesen Znordnongen zeigt es sich, dafs ein and derselben Reihe mehrere 
Funktionen zugeordnet werden können, eine Unebenheit, die unter Umständen 
durch Hiniunahme weiterer Bedingungen l'ür die Funktion Jii) gehoben 
werden kann. Auf diese asymptotischen Reihen werden die Grundoperationen 
der Addition, Multiplikation und Division angewendet und ebenso deren 
Integration und Differentiation untersucht Dann aber wird im AnachluTs an 
Untersuchungen von Herrn Kneser eine Anwendung auf die asymptotische 
Darstellung der Integrale der Differentialgleichung 



B^gsgebeu 



y"+K+¥ + ^ + - 



■y'+l 



■o+i + ;^ + - 



= 



wobei die in dieser Gleichung auftretenden Reihen für grofse Werte 
YOn X konvergent sein sollen. Die Koef&zienten werden reell angenommen 
und nur reelle Werte von x in Betracht gezogen. Die Theorie dieser Diffe- 
rentialgleichungen wird auf solche von der Form zurückgeführt: 

L ,"-,[.'+?.(»)], 

PTTobei qp{x) für j: = tvi gegen Null konvergiert und das Integral y*p(.'^)'i^ 

einen Sinn hat. Die Untersuchung wird im wesentlichen geometrisch aus- 
geführt und in Bezug aaf weitere Anwendangen auf die Arbeiten der Herren 
Kneser und Hörn verwiesen. 

e Kapitel beschäftigt sich in erster Linie mit einigen Unt«r- 
■ •uchungen von Stieltjes. Derselbe hat die Funktionen von z untersucht, 
f .welche durch Kettenbr&che von der Form dargestellt werden: 



«." + 



«.« + - 



wobei die Gröfsen o positiv sind. Wenn die Reihe ^a„ divergent ist, so 
^definiert der Kettenbruch eine analytische Funktion, deren singulare Punkte 
negativen Teil der reellen Achse ausfüllen. In diesem Umstand liegt 
I sine Beschränkung der Anwendbarkeit der Theorie von Stieltjes. Andrer- 
Iseits kann der Kettenbruch in eine unendliche Reihe entwickelt werden: 






FDie Gröfsen c sind positiv und können, w«nn auch in komptiziert«r Weise, 
durch die Gröfsen a dargestellt werden, während umgekehrt die Berechnung 
der Gröfsen a durch die Gröfsen c eine einfache ist. Nun kann es vor- 
kommen, dafs die unendliche Reihe divergent, der Kettenbruch dagegen kon- 
vergent ist — in dicsp-m Fnllr soll der divergenten Reihe der Wert des 
^ Ketimbrudis als Summe zugeordnet werden. Da das Operieren mit Ketten- 
|brficben kein einfaches Ist, so führt Stieltjes an dessen Stelle ein be- 
l.ftinuntes Integral ein. Dieses bestimmte Integral ergiebt durch Entwickelung 
l'die unendliche Reihe, und umgekehrt; wenn die divergente Reibe ge- 
teben ist, kann das bestimmte Integral mit Hilfe eines Kettenbruchs gebildet 
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werden. Die hierbei stattfindenden Beziehungen werden zunächst ün An- 
schluTs an die Stieltjeseclien Untersuchungen studiert, sodann aber veratl- 
gemeinert und für die Integration von Differentialgleichungen verwertet. 

Der Schwerpunkt der Untersuchungen des dritten Kapitels liegt in den i 
folgenden Überlegungen. 

Sei "o + U| + «j + ■ ■ ■ eine beliebige Reihe, s„ die Summe der n -|- 1 1 
ersten Glieder, dann legen wir den Ausdruüt zu Grunde 



Man kann diesen Ausdruck als verallgemeinerte Grenze der Zahlenreihe 



ansehen — im Falle der konvergenten. Keihen flllt er mit dem gewöhnlicheiT:K^»^«ai 
Grenzbegriff zusammen, im anderen Falle ist er neu. Diese tirülse s wiTc»-sL£ii4 
durch ein unmittelbar aufzustellendes bestimmtes Integral ausgedrückt. Har.^£lEjiJ 
dasselbe einen Wert, so nennt Herr Borel die ReUte «,, + m^ + u, + ■ ■ - — ■ 
smnmierhar, s ihren Wert, ihre Summe. Ähnlieh wie in der gewöhnliche»- :^ .«Ata 
Reihentheorie werden zwei Arten von summierbaren Reihen unteischiedenrs ^ J3bi 
die absolut summierbaren und die nicht absolui summierbaren. Die ünt«rM:^»..JiM 
suchucg beschränkt sich auf die erste Kategorie, für welche die einfachste: ^»^^a 
Rochen Operationen abgeleitet werden. 

Herr Borel wendet sich sodann zu Reihen von der Form: 



9(«) — Mi)+t*,^ + M,e'+ ■ 



M 



m 
m 
■ 



bei denen also noch eine variable Gröfse s enthalten ist. Er beweist a 
fundamentalen Lehrsatz den folgenden: Man nehme an, dafs die Reihe hT.^ 
solut summierbar sei für einen Punkt M mit den Koordinaten ^g, dg, dacK-^s Jana 
ist sie absolut summierbar für die Punkte 

es stellt ferner ihre Summe eine analytische Funktion dar, welche kein>.fK:f''in4B 
aingTilären Punkt im Kreise hat, der über OM als Durchmesser be8chrieb"*J'^»eb«B 
ist. (0 der Nullpunkt.) Im Anschlafs an diesen Sati werden ähnlich w^ wis 
bei den vorigen speziellen Reihen die Operationen auseinandergesetzt, z» di» 

man mit derartigen Reihen vornehmen kann, und dann einige Auwendang^^ .«:3Big«ii 
auf die Differentialgleichungen gegeben. 

Das vierte und fünfte Kapitel beachäftigen sich mit einer fundajnentar.*^i-:*i'm 
Frage der Funktionentheorie. Weierstrafs hat die Definition der analy^ J.^jt]'- 
sehen Funktion gegeben und zwar auf Grund der Potenzreihe. Diese IT De- 

finition, sowie die Darstellong der Funktionen in einzelnen Punkt«n der 

Ebene ist theoretisch einwandfrei, praktisch dagegen wenig anwendbar, .«. , 
die Fortaet/ungen der Potenzreihen zu grofsen Schwierigkeiten führen, 
treten nun die Theorien ein, die in don beiden letzten Kapiteln auseinan* - 
gesetzt werden. Zunüchst definiert Herr Borel in einer von der früh» 
verschiedenen Weise, was unter der Summe einer Pot«nzreihe, deren F" 
irgenzradios von Null verschieden ist, in einem Punkte z — f g zu Tersb 



F=tr fjifr I 
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ist, wenn r^ aaTsertialb des Konvergcnzbezirkeg gelegen ist. Es soll das 
nämlich dir Wert sein^ den die entsprechende analytische Funktion in diesem 
Punkte anvimmt, und zwar setzt Herr Borpl als Weg im allgemeinen den 
jreradlinigen von bis e^ voraus. Die Hauptfrage ist dann, in welchen 
Punlten die Reiben absolut summierbar sind, so zwar, dafs die beiden ge- 
gebenen Summendeünitionen zusammenfallen. Herr Borel findet für die 
entsprechenden Punkte das Innere resp. die Begrenzung eines eigenartig 
begrenzten Polygons, welches jedenfalls den Konvergenzbeiirk in jedem nicbt 
singulären Punkte Oberschreitet. lu diesem Polygon kann dann die Summe 
der Pot#n5ireihe nacb den Methoden des vorigen Paragraphen berechnet 

r'den, ein Besultat, auf dessen Wichtigkeit kaum aufmerksam gemacht 
werden braucht. 
" Da dds Innere des Polygons bisweilen den Konvergenzbezirk nicht viel 
Hbersc breitet, so verallgemeinert Herr Borel sein Verfahren und kommt 
dadurch zur Summatioa der Taylorschen Reihe in einem viel ansgedehnteren 
Bereiche — ein Verfahren, welches freilich, wie Herr Borel selbst bemerkt, 
in einigen Punkten bei der praktischen Dnrchführung zu Schwierigkeiten führt. 
Anwendungen auf die Bestimmung der singulären Punkte einer vor- 
gelegten Potenzreihe beschliefsen das inhaltreiche Kapitel, und zwar knüpfen 
diese Anwendungen an Arbeiten der Herren A. Pringsheim, Le Roy und 
Leau an. 

In völlig anderer Weise behandelt Herr Mittag- Le ff 1er dasselbe 
Problem. Derselbe denkt sich den Nullpunkt mit aUen singulären Punkten 
einer analytischen Funktion durch gerade Linien verbunden und schliefst 
die Fortsetzung derselben bis in die Unendlichkeit von der Ebene ans. Das 
aaf diesem Wege entstehende geometrische Gebilde nennt er einen Stern 
nnd zeigt, dafs und wie eine analytische Funktion durch eine unendliche 
Reihe von Polynomen dargestellt werden kann, die im Innern eines jeden 
im Innern des Sterns gelegenen Bereiches gleichmäfsig konvergiert. Die Kon- 
struktion der Polynome ist eine einfache und durchsichtige und erfordert 
nur die Kenntnis der Differentialquotienten im Nullpunkt. Diese schönen 
Untersuchungen werden zunächst im fünften Kapitel wiedergegeben, sodann 
aber zeigt Herr Borel im Anschlufs an Arbeiten der Herren Runge, Hubert 
und Painleve, wie derartige Darstellungen von der Art der Mittag- 
Lefflerschen in unendlicher Fülle gegeben werden können. Freilich ist das 
Bildungsgesetz im allgemeinen nicht so durchsichtig wie bei Mittag-Leffler. 
Einige Bemerkungen über die Beziehungen der Mittag-Lefflerschen 
hitwibkelung zu der Theorie der divergenten Reihen scbliefsen das inhaltreiche 
rk, dessen Lektüre empfohlen werden kann. 
Dresden. M. Kkaube. 



AateDheinier, Elementarbuoh der Differential- und Integral- 
reotmting mit zaiilreichcn Anwendungen aus der Aaolysis, Geometrie, 
Mechanik und Physik; für höhere Lehranstalten und den Selbstunterricht. 
Fünfte verbesserte Auflage, bearbeitet von Alfred Donadt. Leipzig 
1901 , Berah. Friedr, Voigt. X + 602 S. 8". 

Die Eigentümlichkeit des Lehrbuchs von Autenheimer liegt erstens 
i der grofsen Menge ausi'Qhrlich durchgerechneter Aufgaben aus den vor- 
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schieden Bten Gebieten, iasbesondere a.acb aus der analytiscben und b 
Uechanik, Physik und Geodäsie; sodann wird in doin Buche ein eigentflin- 
liches Ökonomie prinzip befolg, das man auch Tom rein wissenaehaftlichei] 
Standpunkt nur sympathisch ansehen kann. Der Verfasser stallt dpo 
Grundsati auf, jede einzelne Aufgabe mit dem geringst möglichen Auf- 
wände an theoretischen Eilfsmittebi zu lösen und dem Leser bei jeder vor- 
getragenen Lehre sobald wie möglich zu zeigen, was mit ihr geleistet 
werden kann. 

Hieraus ergiebt sich eine ungewöhnliche Anordnung des Stoffes, ii» 
neuerdings in Werken von ähnlicher Tendenz nachgeahmt worden ist. Mach den 
ersten Elementen der Differentialrechnung und der Eeihentheorie, bei denen 
aber erste Ableitungen nicht hinausgegangen wird , folgt sofort eine grölser« 
Sammlung wohl gewühlter Maximums- und Minimumsaufgaben; ferner die 
üblichen Konstruktionen von Tangenten u. dgl. Sodann wird zuin Begriff 
des Integrals und zu den einfachsten Integrationen fibergegangen, und hier 
zeigt sich schon, dafs mit den erworbenen theoretischen Halfsmitt«ln eine 
Menge der interessantesten Aufgaben behandelt werden kann. Die nun 
folgenden Abschnitte bilden den wertvollen Kern des Werkes; sie handehi 
von der Rektifikation und Quadratur ebener Kurven, von der Kubatur und Rom- 
planation der Rotationsflachen, von der Bestimmung der Schwerpunkte unij 
Trägheitsmomente, von verschiedenen dynamischen Aufgaben, inabesondere dem 
freien Fall mit und ohne Widerstand, von der Bestimmung der Arbeitsleistungen 
durch Integration, von verschiedenen Reibnngserscbeinungen, endlich von 
hydromcchanischen Aufgaben und Bestimmungen von Potential und Attraktion. 
Jetzt erst wendet sich der Verfasser zum zweiten Teil der Differentialrechnung, 
den höheren Ableitungen, den Tajlorschen Reiben nebst verschiedenartigen 
Anwendungen, endlich zu einem zweiten Teil der Integralrechnung, in welchem 
die Litegration rationaler Brüche und einfache Differentialgleichungen be- 
handelt werden. 

Die Anordnung und Behandlung der Aufgaben zeugt von Antenheimers 
grofsem pädagogischem Geschick; das Buch bietet durchweg eine höchst an- 
regende Lektüre, nicht nur für den Anfänger, sondern auch fOr den Mathe- 
matiker, der die praktische Tragweite der Infinitesimalrechnung einmal 
überschauen will. Der Herr Herausgeber der ftlnften Auflage hat die Auf- 
gaben kontrolliert und vermehrt. 

Die schwache Seite des ursprünglichen Werkes von Autenheimer war 
die Darstellung der allgemeinen Begriffe, ohne welche nun einmal ein ver- 
ständnisvolles Operieren mit den Symbolen der Infinitesimalrechnung unmöglich 
ist. In dieser Beziehung hat der Herr Herausgeber das Buch, was mit 
Dank anzuerkennen ist, bedeut«nd verbessert. Hervorzuheben ist die klare 
und strenge, dabei doch aiif das Nötigste beschränkte Theorie der Reihen, 
die sorgfältige Ableitung des Differentials des Logarithmus, die Restbe- 
Btimmungen bei der Taylorschen Reihe, der strenge Beweis für die Ver- 
tauschbarkeit der Differentiationen bei Funktionen zweier Variablen. Der 
Herr Herausgeber hebt selbst hervor, dass man an manchen Punkten vielleicht 
noch gröfsere Strenge wünschen könnte ; bei solchen Gelegenheiten erhebt 
sich ja leicht ein Konflikt mit den Ansprüchen an Verständlichkeit und 
Lesbarkeit des Lehrbuchs. Ich erlaube mir auf einige Punkt« hinzuweisen, 
die der Verbesserung fUhig sind, ohne dafs man den Kreis der sonst schon 
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dem Werke gebrauchten Beweismittel za übersclireiteD braucht, bJso ohne 
dafs die Verständlichkeit leidet. 

Der wichtigste Fehler, der sich nicht nur in den firttheren Äuflageo des 
Werkes, äoadem auch sonst vielfach fijidet, z. B. in den bekannten Werken 
von Lorentz und Nernst-Schoenflies, ist folgender. Bekanntlich ist die 
Grundthatsache der Integralrechnung, dafs man aus der Gleichung dxi = 
folgern kann « = conat. Nun wird aber vermittelst der Differentialrechnung 
nur bewiesen, dafs aus der letzteren Gleiehang die erstere folgt; der S. 90 ge- 
machte Einweis auf § 15 scheiat auf einem Versehen zu beruhen, und leistet 
den ßlr die Integralrechnung nötigen Beweis nicht. Dieser Fehler ist durch die 
Bitcksicht auf die Verständlichkeit u. dgl. wohl kaum zu entschuldigen; dem 
Leser entgeht entschieden die Einsicht in das Wesen der Integralrech uung, 
wenn hier einfach hinreichende und notwendige Bedingung heimlich ver- 
tauscht wird, eine Verwechslung, die doch auch im praktischen Leben zu 
hCchst bedenklichen Eonsequenzen führen kajin. Bekanntlich wird der 
Beweis des fraglichen Satzes auf Grund des Mittelwertsatzes der Differential- 
rechnung geführt; da dieser vom Herrn Herausgeber an einer andern Stelle 
lUtwickelt wird, so würde der strenge Beweis nicht mehr als die so wie 
BO schon gebrauchten Hilfsmittel erfordern. 

Ein weiteres Bedenken erhebt sich S. 72, da beim Beweis des bino- 
mischen SaUes stillschweigend angenommen wird, dafa (l -|- i)"* stets nach 
Potenzen von x entwickelt werden kann; vielleicht wäre es hier angebracht, 
auf den später bewiesenen Tajlorschen Satz zu verweisen. Femer ist auch 
der Beweis des Satzes IH S. 71 unvollst^dig, da nicht gezeigt ist, dafs 
die erhaltene Reihe wirklich der gesuchte Differentialquotient ist; hier wäre 
freilich die Heilung des Schadens wohl nur dadurch möglich, dafs die ganze 
Beihentheorie erst nach den Elementen der Integralrechnung oder wenigstens 

dem Mitte Iwertsatz behandelt würde. 

Endlich ein paar Kleinigkeiten. Bei der Erk^rung des Differential- 
quotienten scheint es mir gut, das verwirrende Symbol : ü zu vermeiden. 
Die Definition des Grenzbegriffs S. 10 {„nähert sich hierliei der Wert der 
Funktion mehr und mehr einer bestimmten, endlichen, konstanten Gröfse A, 
ohne diese dem ubsolulen Betrage nach überschreiten zu können . . .") ist 
mit einem von Autenheimer herrührenden Fehler behaftet. — Gegen die 
mehrfach vorkommende Redeweise „Differentüeren in Hinsicht x" muTs im 
Interesse einer reinen Sprache protestiert werden. 

Mit diesen Ausstellungen soll aber der Wert des Buches und besonders 
das Verdienst des Herrn Herausgebers nicht herabgesetzt werden. Die Aus- 
gleichung zwischen den Ansprüchen der Wissenschaft und des Unterricbts 
besonders solcher Studierenden, welche in erster Linie die Anwendungen 
der Mathematik im Auge haben, ist ein noch nicht gelöstes, schwieriges 
Problem, zu dessen Lösung der Herr Herausgeber einen dankenswerten Bei- 
trag geleistet hat; das Buch von Autenbeimer wird auch in der neuen 
Gestalt Lehrern und Lernenden willkommen sein. 

Berlin. A. Kneser. 
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E. Heb. Weiters BeitrHge zur Theorie der räomliohen Kon- 
flgurationen. I. Die linearen Tmnsfonnationen der Kleinschen Kf. 
(60,5, ^%) ^^''^ ibrer geometrischen Bedeutung nebst Anwendung auf 
rcgelmäisige Gebilde des Tierdimensionnlen Raumes. II, Die Kf. 
(60,g, 725)') und die ihr zugehörige Gruppe von linearen Tran*- 
formationen nehat Übertraguitg auf die Hypersphäre und Anwendung 
auf die hierdurch bestimmten regelmafsigen Gebilde des yierdimensionalen 
Raumes. (Nova acta Leopoldina 75, 482 8. Halle 1899.) 
Als gemeinsame Quelle der beiden in den vorliegenden Abhandlungen 
untersuchten Kff. kann die bekannte Figur dreier Tetrofdir m drsmiichrr 
Lage gelten. Beide Kff. enthalten desniische Systeme, und durch ein solches 
in ihr enthaltenes System ist die Kleinsche Kf. eindeutig, die Hefssche 
Eweideutig bestimmt. Stephanos, welcher die desmiscbe Figur zueret 
eingehend studierte, erkannte auch ihren Zusammenhang mit der schon 
vorher von Klein geiiindenen Kf. Bei ihm findet sich auch die Hefssebe 
Kf. zuerst, aber nur beiläufig, erwähnt. Ihre Herleitang aus dem des- 
mischen Tetraedersystem gab Hefs in seiner Arbeit über Perspektive Drei- 
ecke (Math. Ann. 2$). Diese sowie die vorliegende Abhandlung sind die 
einzigen, welche sich eingebend mit der in Bede stehenden Kf. befassec; 
dieselbe scheint also wenig bekannt zu sein, wahrend die Litteratur flb«r 
die Kleinsche Kf. einen beträchtlichen umfang aufweist. 

Ich will mich deshalb im folgenden vorzugsweise mit der Hersschcn 
Kf. beschäftigen. Das Symbol (60^, TZj) charakterisiert sie als eine 
Gruppierung von 60 Punkten, 60 Ebenen und 73 Geraden von der Be- 
schaffenheit, dars jeder Punkt (jede Ebene) mit 15 Ebenen (Punkien), jede 
Gerade mit 5 Punkten und 5 Ebenen incident ist. Um diese Gnippterung 
deutlicher zu übersehen, empfiehlt es sich, zur Bezeichnung der Kf.- Punkt« 
diejenigen -j- = 60 Anordnungen von 5 Elementen 1, 2, 3, 4, 5 in dar 
sogleich genauer anzugebenden Weise zu verwenden, welche aus einer von 
ihnen , etwa 1 2 3 4 Ö , durch eine gerade Anzahl von Transpositionen ab- 
geleitet werden. Die so erhaltenen 60 Anordnungen werden durch dia 
alternierende Permutationsgnippe der Elemente 1,2, 3, 4, 5 nur unt*r 
einander vertauscht. Es besteht aber diese Gruppe, abgesehen von dar 
Identität, aus: 

1) 15 Operationen (i) (kl) (mn) von der Ordnung 2 

2) 20 „ (i(k){lmn) „ „ „ 3. 

3) 24 „ {iklmn) „ „ „ 5. 
Sind nun die 60 Punkte der Kf. zweckmäfsig durch die 60 Anordnungen 

beKeichnet, so können wir ihre Gruppierung folgend ermafsen beschreiben: 

1) Die 15 Punkte, welche aus einem Punkte durch die Permutationen 
2. Ordnung hervorgehen, liegen in einer Ebene. - — So wird jedem Punkte 
eine Ebene zugewiesen, und man erhSlt die 60 Ebenen der Kf. 

2) und 3) lät r eine Permutation 3. (5.) Ordnung, so gehen dorcii 
ihre Wiederholungen t, t*, t* (t, i*, i*, t*, t°), deren letzte die IdentitU 
darstellt, aus einem Punkte 3 (ö) Punkte hervor, welche auf einer Geraden 
^tW (i?!«) Hegen. 



int*r 
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1) Diese Kf. wird im Referat als „Hefssche" ätiert. 
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Jede dieser drei Eigenschaften genügt, um die Kf. zu charakterisieren; 
ans jeder von ihnen lassen sich ulso alle Eigenschaften der Kf., insbesondere 
anch sehr leicht die beiden anderen aufgeführten herleiten. Es giebt 
aOO Geraden j?'-'! (72 Geraden ji*'), jede ist mit 3 (5} Kf.-Pimkten und 
'riKusovielen Kf.- Ebenen incident, während durch jeden Punkt (in jeder 
Ebene) 10 Geraden ^f") und 6 Geraden jj'^' gehen (liegen). — Die 2i Ope- 
rationen 5. Ordnung sind nicht alle von derselben Art. Wie nämlich die 
Sämtlichen 120 Anordnungen iktmn in zwei Klassen zerfallen, sa kann 
man auch zwei Klassen von Operationen (^iklmn) unterscheiden. Diese 
beiden Klassen haben auch eine verschiedene geometriücbe Bedeutung. Jede 
Gerade jr'^' nämÜch wird durch die 5 Kf.-Punkte auf ihr in 5 Primär- 
ttreckfn (nach Eberhards Terminologie) zerlegt, und es lafst sich nun 
leicht ersehen, dals durch die Operationen der einen Klasse die Punkte 
uf den Geraden 3'^' in der Weise cyklisch vertauscht werden, dafs jeder 
Punkt um eine PrimUrstrecke rückt, während die Operationen der anderen 
Klasse eine Verschiebung um zwei Primärstrecken bewirken. Welche 
Klasse aber die Verschiebungen der ersten, welche die der zweiten Art 
heryorruft, kann natürlich ans der Bezeichnung nicht a priori abgelesen 
werden, sondern bedarf erst der Festsetzung. 

Aus der unter l) angeführten Zuordnung der Punkte und Ebenen der 
Ef. ist ihr reziproker Charakter leicht zu erschliefsen. Es existUrt nun e'm 
'bestimmtes Pölarsffslem 71, melciies jeden Kf.-PurJct mit der ihm euffewiesetu-n 
.JBbene vertauscht. Die Ordnungsfläche F dieses Polarsystems ist imaginär. 

Von nun an möge jede Anordnung tklmn der 5 Ziffern 1, 2, 3, 4, 5 
'idiirch das Symbol ai,a»*aaiainia5, ersetzt werden. Dann knüpft die Be- 
ihreibnng der Kf. an das Schema der Belerminanle 



erm 60 positive Terme nunmehr die Kf.-Pankte heidchncn. Den 
35 Elementen der Determinante entsprechen 55 in der Kf. enthaltene c/es- 
mische Systeme. Die 12 positiven Terrae nBmlieh, welche ein bestimmtes 
Element ö,* enthalten, tiefern die Ecken dreier desmischer Tetraeder.') 
Man erhält somit 75 Tetraeder, welche, wie sich weiter zeigt, Poltetraeder 
im System tt sind. — Die oben besprochene Permutationsgruppe stellt sich 
jetzt dar als die allemicrende Gruppe von Kolonncnpermutationcn. Als 
TöUig gleichberechtigt tritt neben diese die alteitiieretide Grwjipe der Zeüen- 
permutaiionm. Beide zusammen erzeugen als ihr direktes Produkt eine 
Gruppe von 60 ■ 60 — 3600 Operationen, welche sämtlich die positiven 
■ Determinantentenne nur unter einander vertauschen. Die entsprechenden 
^kVertauschunffen der Kf.-Punkte werden durcit ebensoviele Kollinealionen ver- 

■jtafflhrtf 
BKh.f. 



1) Über die deamiachen Sjsteme in ihrem Znaanunenbang mit der hier ein- 
efflhrten Beseichnimg vgl. die Abh. de« Ref. ,J)ie Gemdeo der Reyeschen Kf." 
•|. f. M. u. Ph. (3) 1, 12*. 
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toirklic/it, and demgem&fs bat man iimächEt eise Gruppe O von 3600 KolU- 
ueatdoDen, welche die Kf. ia sich selbst äberfOhren. Dieselben sind ägent- 
Uche (d. h. die Transformatioasdeterminaute iät positiv); sie lassen dk 
Funänrnentalfläeiie F ini-<iriatU und zwar in der Weise, dafs jede der beiden 
(imaginären) Eegelschoren in sieb übergeht. Es giebt ferner noch 3600 un- 
eigentliche Kolliaeationen, welche die Kf. und >' invariant lassen, dabei aber 
die beiden Begelsubaren von F mit einander vertauschen. Die zugehSrigeu 
Permutationen der Kl'.-Punkte werden im Schema der Determinante durch 
Vertausebungen der Zeilen mit den Kolonnen angezeigt. Natürlich kommen 
nur solche Vertausebungen in Betracht, bei denen die bisherigen Zeilen 
(und ebenso Kolonnen) in ihrer neuen Stellung eine Reihenfolge aufweiset;, 
welche aus der ursprünglichen durch eine gerade Anzahl von Transpositionen 
hervorgeht. Indem mau endlich die 7500 Kollin eationen mit dem Polar- 
system n zusammensetzt, erhält man ebensoviele zur Kf. gehörige Kor- 
relationen. Danüt smd aber auch alle linearen Transformationen der Kf. 
in sich erschöpft. 

Diejenigen beiden Gruppen von je 60 eigentlichen EoUineatioDea, 
welche durch blofse Kolonnen- bez. blofse Zeilenpermutationen ansgedrfUit 
werden, sind den beiden Kegelscharen von F in der Weise koordiniert, daä 
durch die Operationen einer solchen Gruppe immer nur die Element« der 
einen Begelscbor permutiert werden, die der anderen aber sämtlich fest 
bleiben. Hierdurch tritt der Zusammenhang dieser Untersuchungen mit der 
Theorie der emlUchen Gruppen Unearer SubsHluHonen einer (kompleiani 
Veränderlichen (bez. projektiver Verwandtschaften eines Gebildes erster Stufe 
— in unserem Falle einer Regelscbar — ) und der Theorie der regviärm 
Körper in Evidenz; und zwar haben wir hier Ihosaedergruppen vor ans. — 
Somit wird durch die Hefssche Kf. eine Fläche F vom zweiten Grade und 
■weiterhin auf jeder ihrer Regelscharen eine Ikosaedergruppe bestimmt. Um- 
gekehrt gehört aber auch zu jeder Fläche F und zwei auf ihren Regelscharui 
willkürlieh angenommenen Ikos^iedergruppen eine bestimmte Hefssche Kt 

Von den in der Gruppe der Kf enthaltenen Untergruppen hat Hefs 
als besonders wichtig diejenigen hervorgehoben, bei welchen nach der hier 
gcvfählten Bezeichnung ein neffalivcr DetermiitantcMterm invarianl bleibt 
Eine solche Gruppe enthält 60 eigentliche und ebensoviele un eigentliche 
Ko llin eationen , durch welche ü bestimmte Punkte des Raumes aul' alle 
möglichen Arten permutiert werden. Diese 5 Punkte sind den 5 Elementen, 
aus denen sich der Detemiinant«atenn zusammensetzt^ in bestimmter Weise 
zugeordnet. Jlfa« hat den 60 negativen Tennen enlsprechend 60 ■ 5 ^ 300 
solehe Punkte. Dieselben ergeben sich als die Punkte detjenigen 25 des- 
mischen Systeme, welche zu den 25 desmiachen Systemen der Kf konjugiert 
(im Sinne von Stephanoa) sind. In jedem von ihnen laufen 4 Geraden j"" 
und 6 Kf.'Ebenen zusammen, ein vollständiges Vierkant bildend. 

Ein weiteres Interesse gewinnt die Kf. in ihrer Verbindung mit der 
elliptischen oder sphnrisckm Geometrie. Die erstere zu erhalten, wBHt man 
die imaginäre Fläche F zur Fundamental fläche für die elliptische Maf»- 
bestimmting, d. h. man nennt zwei Gebilde Jcongruent^^ bez. „^ymmefrvstA", 
wenn sie durch eine eigentliche bez. unägentlicht, die Fläche .F invariant 
lassende Kollineation in einander tibergehen. Diese Kollin eationen aelbst 
heifBen dann Bewegungen bez. Sjfmntetrischc OperaHonm- Durch die 60 Kl- 



Rflienaionen. 



305 



len wird der Baum in 7200 Ekmentarletraeder zerlegt, welche nunmehr 
kongruent bez. symmetriacli sind. Um jeden der oben erwähnten 
800 Punkte liegen 24 Elementartetraeder, dureh deren ZusauimeDfassung 
reguläres 'fetraeilcr entsteht, welches den Punkt zum Zentrum, zu Ecken 
Punkte, zn Kanten PrixnSrs trecke a aus Geraden ^^> besitzt Die 300 so 
'wtfitehenden regulären Tetraeder sind kongruent und füllen den ganzen 
Banm genau einmal aua. Ebenso sind die Ecken der erhaltenen Gebiets- 
einteilung regulär und kongruent. Eine andere derartige Gebietseinteilung, 
nämlich in €0 kongruente regiMre Dodekaeder, erhält man durch Zusammen- 
&gsen der um einen jeden Kt. -Punkt herumliegenden 120 Eiementartetraeder. 
Alle diese Verhältnisse lassen sich am Schema der Determinante leicht verfolgen. 
Will man statt der clUptischai die s}thärische Geometrie zur Betrachtung 
^ranzieben, so hat man in einem vierdimensionalen ebenen Räume Ii^ einen 
'dreidimensionalen sphärischen Raum iSg (Mypcr Sphäre) anzuuebmen. Nun 
«nthalt aber H^ einen ebenen unendlich fernen Raum W^' von 3 Dimensionen, 
welcher von &j in einer imaginären zweidimensionalen Fläche F zweiten 
Grades geschnitten wii'd. Werden aus denn Zenti-um von S^ die Punkte, 
'Geraden und Ebenen von It^' auf Sj projiziert, so ergiebt sich als Ab- 
bildung jedes Punktes ein Gegenpnnktepaar, während die Geraden und 
Xbenen von Äj"' auf ä'j Hauptkreise und Hauptkugeln liefern. Jede Drehung 
^ a ruft auf /fj,"* eine eigontliohe Kollineation hervor, welche F 
TBi^eändert läfst, während die entsprechenden uneigentlicben Kollineati onen 
durch Spiegclunijen von S^ an einem äquatorialen ebenen Räume B^ in 
Verbindung mit Drehungen geliefert werden. Wird jetzt in Äij" eine zu F 
gehörige Hel'ssehe Kf. konstruiert, so giebt ihre Übertragung auf S^ ein 
reguläres sphärisches Nctn mit der doppelten Anzahl von Punkten, Kanten, 
Tetraedern u. s. w. Werden schliefslich die sphärischen Kanten und Grenz- 
fl&chen durch ebene ersetzt, so ergeben sich zunächst zwei reguläre Polytope 
(d. h, Begrenzungen regulärer vierdimensionaler Körper): das 600-Zell aus 
600 Tetraedern und das 12v-ZeU aus 120 Dodekaedern bestehend. 

Die 600 Ecken des letzteren, welche den oben erhaltenen 300 Punkten 
itsprechen, zerfallen wie diese in Gruppen zu je d, die einander paarweise 
als Gegeagruppen entsprechen. Jede solche Gruppe besteht aus den Ecken 
igulären 5-ZelIs. Aber auch die drei tlbrigen regulären Polytope 
ergeben sich aus der Hefa sehen Kf. Werden die drei Tetraeder eines 
deamischen Systems oder nur zwei oder endlich nur eines von ihnen auf S^ 
tlbertragen, so ergeben sich im ersten Falle die 24 Ecken des reg. 34-ZeHs, im 
iweiten die 16 Ecken des reg. 8-ZeIh, im dritten die 8 Ecken des reg. Ifi-Zflls- 
Die drei zuletzt genannten reg. Polytope ergeben sich auch bei Be- 
trachtimg der Kleinschen Kf., da diese ja desmische Systeme enthält. Zur 
Kleinschen Kf. gehört eine Gruppe von 11520 Kollineationen und ebenso- 
vielen Korrelationen, welche aber wie die Kf. selbst (im Gegensatz zur 
HefsBchen) nicht vollständig reell sein kann. Die geometrische Deutung 
_ der einzelnen Operationen und die ünterauchimg der in ihrer Verbindung 
ft suftretenden Fiächen zweiten und Komplexe ersten 
H machen den wesentlichen Inhalt der ersten Abhandlung 
I C'harlottenburg, d. 21. September 1901. 

L 
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Ernst Rädert. Über kleine Eugelkreise. Eine Anwendimg tob GfsTb- 

mauüs Äusdehnungslehrc. Dissertatiou (Leipzig}. Leipzig. B. G. Teubner. 

1900. 37 8- 4". 
Die TOrliegendo Arbeit bildet die Fortseteung einer Programm- Ab- 
handlung (3. Siädt. Realschule zu Leipzig, 1899), in welcher der Verfasser 
gezeigt hat, wie die Grafsmannsche Ausdehnungslebre die Mittel liefert, um 
für die Geometi-ie der Kugelfläcbe die Grörsen- wie die Lagenbeziehungen 
der Gebilde mit gleicher Leichtigkeit und Einfachheit zur Darstellung ta 
bringen. Unter den verschiedenen Methoden der Ausdehniingslelire würde 
die Ponktrechnung den direktesten Weg zu diesem Ziele bilden. Aber im 
Interesse einer möglichst compendiösen elementaren Begründung der erforder- 
lichen Hanptgesetze und Rechnungsregeln hat der Verfasser nach dem Vor- 
gange Peanos die Streckenrechnnng zu Grande gelegt, in welcher der nach 
einem Eugelponkte fEihrende Radius als Vektor zur DarBt«llaag dieses 
Punktes benutzt wird. Es können dann die erforderlichen Rechnungsgeselie 
aus einfachen geometrischen Beziehungen entwickelt werden, während b*i 
Grafsmann umgekehrt diese Gesetze begründet und nachher auf die geome- 
trischen Gebilde angewendet werden. 

Während die Satze der sphärischen Trigonometrie den ScliluTs der 
ersten Abhandlung bildeten, behandelt der Verfasser in den zwei Abschnitte« 
der vorliegenden Arbeit den Kreis auf der Kugel und aeine Beziehungen 
zn anderen Kreisen, sowie zu den Dreiecken. Als „kleiner KngelkreLs" 
oder „Nebenkreis" (P, pj wird jeder Kreis auf der Kugel bezeichnet, wobei f 
(<y-l den Bogenabstand jedes Kreispunktes (X) von dem sphärischen 
Mittelpunkte (P) bedeutet. Da aber P und X gleichzeitig die Vektoren 
dieser Punkte darstellen, so liefert die Grafsmannsche Deünition des innereo 
Pi'odukts iweiei- Strecken sofort die Gleichung des Kreises in der Form: 
P[X=cosp. An die Stelle der Sekanten und Tangenten der ebenen Geo- 
metrie treten hier schneidende und berQhrende Hauptkreise. In entsprechender 
Weise findet die Übertragung zahlreicher anderer Begriffe der ebenen Kreia- 
geometrie statt, u. a. der Potenzen, Orthogonalkreise, Kreis- und Polametze, 
Ahn lichkeitap unkte und -Linien, Centralen, Kreisgebüsche, Kreisbüschel a. s. w. 
— Der zweite Abschnitt bebandelt in gleicher Weise die den sphftriBclien 
Dreiecken ein- und um beschriebenen Kreise. — ■ Überall wird der Fortschritt 
der in einfachen Formeln sich vollziehenden Rechnung, in der die innert^ 
Multiplikation naturgemäfs die Hauptrolle spielt, unmittelbar von den geo- 
metrischen Resultaten begleitet, und so kommt ein übersichtlicher Aufban 
der sphärischen Kreisgeometrie zn Stande, dem sich für den Leser die ge- 
wohnte Form der ebenen Kreisgeometrie von selbst orientierend und nun 
Vergleich auffordernd zur Seite stellt, — Anch die verwandten Arbeiten 
anderer Forscher aus älterer und neuerer Zeit werden berücksichtigt, and 
einzelne, z. B. bei Gudermann und Steiner vorkommende Unrichtigkeiten 
verbessert. 



Hagen i. W. 



V ScuLEnBL.^ 
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1. Aafgaben und LehrsiLtze. Lösungen. 
k. AufgHben und Lehrsätze. 

55. Erwünscht sind möglichst einfache Beweise der folgenden SlLfcte. 

Eine ebene Kurve 6, weiche die Punkte A und B verbindet, umschliefse 
mit der geraden Strecke AB ein Gebiet @ und sei so bescbafien, dafs jede 

veien ihrer Punkte begrenzte gerade Strecke ganz im Innern oder auf 
der Grenze des Gebiets ® verläuft. Dieselbe Beschaffenheit habe eine zweite, 
die Punkte A und B verbindende ebene Kurve; verläuft dieselbe ganz im 
Gebiet @, so ist sie kür/or als (&. 

Eine Oberflache g werde durch eine ebene geschlossene Kurve ff be- 
grenzt, und umschliefse mit der innerhalb der Kurve ft liegenden ebenen 
Fläche das Gebiet 3i; sie sei ferner so beschaffen, dafs Jede von zweien 
ihrer Punkte begrenKte gerade Strecke ganz im Innern oder auf der Grenze 
des Gebiets 9t verl&uft. Dieselbe Beschadenheit habe eine zweite, durch 
die Kurve S begrenzte Oberfläche; verläuft dieselbe ganz im Innern des 
Gebiets 9T, so hat sie kleineren Flächeninhalt als 3- 

Diese Slltze besagen im wesentlichen dasselbe wie die Postulat« 2, 3 
in Verbindnng mit den Definitionen 2, 4 im ersten Bache der Schrift von 
Archimedes über Kugel und Cjimder. (Opera ed. Heiherg Bd. I, S. 7, 9.) 

Berlin. A. Kneser. 



66. Um einen beqnemen Eingang in die Theorie der algebraischen 
Kurven vom Geschlechte 1 zu gewinnen, wähle man in einer ebenen Kurve 
8- Ordnung (ohne Doppelpunkt) einen Punkt Ä und ziehe in ihm die 
Tangente, welche die Kurve noch in B schneiden möge; ebenso liefere die 
Tangente in B den di-itt-en Punkt C. Wird nnn das Dreieck ABC als 
Fundamental drei eck homogener Koordinaten x, y, z angesehen, so soll die 
fforvengleichung aufgestellt mid daraus direkt bewiesen werden , dafs die 
Kurve in der Form dargestellt werden kann: 



y =• He^iu ~ v)a(u + v), 



21-), 



wobei u ein verfinderlicher Parameter, r, iL, ft, v Konstanten sind, und wobei 
die Invarianten g^ und g^ der zugehörigen Funktion (J (u) nichts anderes 
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sind als die Aronhold-Sjlvesterschen Fundamental -Invarianten der die 
Kurve darstellenden temären kubischen Form. 

Man suche eine analoge Darstellung filr die Raumkurven vierter Ord- 
nung erster Art. 

Berlin. Bich. Müller. 

67. Man untersuche die hin- und hergehende Bewegung eines schweren 
und elektrischen Punktes, der von einem senkrecht unter ihm befindlichen 
festen, gleichnamig elektrischen Punkte nach dem Coulombschen Gesetze 
abgestofsen wird. (Angenähert veranschaulicht durch eine kleine Eorkkugel 
oberhalb eines kugelförmigen Konduktors.) 

Wenn das absolute C-G- 5- System zugrunde gelegt wird, und alsdann 
g die Fallbeschleunigung, m die Masse des beweglichen Punktes, £^ und i^ 
die beiden elektrostatischen Ladungen, x den variablen Abstand des be- 
weglichen Punktes vom festen Punkte zur Zeit ^, h und h' den kleinsten 
resp. gröfsten Wert dieses Abstandes bezeichnen, so soll nachgewiesen 
werden, dafs: 

(1) hW^'-^, 

^ ^ mg ' 

^ ^ yTg L^ ^ ^t w J 



ist. 

Welches sind die Konstanten e^, e^, e^ und die Invarianten g^^ g^ der 
zugehörigen Funktion ^(u)? Man berechne die Schwingungsdauer für ein 
numerisches Beispiel. 

(üeber die Bezeichnung vergleiche man die von Herrn H. A. Schwarz 
herausgegebenen „Formeln und Lehrsätze zum Gebrauche der elliptischen 
Funktionen". Göttingen 1883 oder zweite Ausgabe Berlin 1893). 

Berlin. Eich. Müller. 



68. Integration der Differenzialgleichung ar* * — - ± Ä;*y = 0. Beider 



a 



Lösung setze man ar"~^e*-=^ und beweise, dafs die nte Ableitung, also 



a 



Herzberg a. Harz. Adolf Francke. 



I. Sind 9 
Klasse, so giebt e 



TermiHchtc Mitt«i1uiif;en. 



0, »p, = 0, (pj = drei 
1 dem Gewebe 



hVi + ^<Pt + ^93 = 



stets vier Kreise, «teren t'entra die ScJmittpunkte 
Hyperbeln siod. 

Darmstadt, 20. April 1902. 



S. GuNDELKINfiER. 



60. Sind ^j = 0, 9>j =^ 0, • ■ ■, qog = irgend soths liuearunabhängige 
Flächen zweiter Klasse, so giebt es in der f&nffsch iincndlichen Schar 

1,9, + 1,9, H h Ig^e = 

Centra die Schnittpunkte dreier orthogonalen Hjper- 



ocbt Kugeln 
boloide sind. 

üarrastadt, 20. April 1902. 



8. OuNUELPlNGEIt. 



(il. Das Maximum des Ab.^tandes je zweier Randpunkte eines gewöhn- 
UcheD Vielecks sei als Ihtrdimesser desselben bezeichnet. Der Durehmesser 
eines Vielecks ist entweder eine Seite oder eine Diagonale desselben; im 
letzteren Falle braucht er nicht atts lauter Innenpunkten des Vielecks zu 
bestehen. Es wird behauptet: „Der Inhalt eines jcdett Vidixks i'on gr/iebitutn 
JJure/nnesstr a ist kh-iner als der IvliaU tics Kreises utuw Duri'hmesser a, 
i i. als Tca'/i:' 

Innsbruck. 0. Stolz. 



Zu 37. (Bd. II, S. 356.) (aGundelfinger.) Besitzt fi die Koordinaten 
'«, b und zieht man durch Q irgend eine Sekante unter dem Winkel a gegen 
'die positive x-Achse, so wird für Jeden Punkt P auf dieser Sekante 

x = a-i- t coaa, y = 6 + ( sin «, 

speziell zur BestimmiiDg der positiven oder negativ 



t^ (t-l, ». 8, 

^a, ftJ-l-ijeosK^^^^ + Bin- 
ilBO: QPt-QPfQl%„'-t,- 
'(Sem Winkel «. 

Darmstadt, 7. Mai 1901. 



i der Punkte Pi, P^ 



von Q: 

--■- + I>-(cos»« + siu'r<)" = 
f(a, b), d. h. unabhängig 



Der vorstehende Beweis dürfte auch jetzt noch der Mitteilung wert 
Bein, weil aus demselben die Zeichenregel für die QP; resp. (^p^, vor allem 
aber die vollständige Analogie mit der Kreislehre folgt. Nennt man z. B. 



L 
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QP^ — QP^ die Potenz des Punktes Q in Bezog auf die Kurve fix. jf) = 

so gilt u. a. das Thoorem: 

Der geometrische Ort aller Punkte, welche in Bezug anl' zwei koachsiaU 
Lemniskaten gleiche Potenz besitzen, ist eine gleichseitige Hyperbel (flir die 
Bpezielle Lemniskate das Syatem der beiden Wink elhaftieren den). 

Hat die Gleichung f(z, y^ = als Glieder der 2»-ten Ordnung nur den 
Tenn (x* — j*)", so wird 

QP^QP,-- QP^-- (- 1)- QpfQPf-Qp,^ 

sobald die beiden durch Q gezogenen Geraden normal zu einander 
Darmstadt, den 20. April 1&02. S. Oundelfinqeb. 



Zu 60. (Bd. m. S. 170) (E, N. Barisien). Sei Y der gesuchte Ahn- 
liehkeitspunkt gleicher Art mit S. Dann gilt die Proportion YB : YB^ 
=^ AB : ÄjBi. Sind r und Tj die Radien der gegebenen Kreise, so ist 
SBiSBi •=■ r■■r^. Verbindet man A und B mit C, ferner .d, und B, mit 
Ol, so erhalt man zwei ähnliche Dreiecke ABC, ferner A^BiC^, da die ent- 
sprechenden Seiten parallel sind, resp. auf einander fallen. Demnach ist 
AB-.AiB,^ r-.r, und folglich Yü: l'B, = SB:SB,, was nur möglich 
ist, wenn ¥ und S auf einander fallen, da beide Punkte zwischen B and 
Bi liegen müssen. 

Sei S^ der iweite Ähnlicbkeitspunkt der gegebenen Kreise und .X der 
gesuchte Ähnlicbkeitspunkt zweiter Art der Kreise über AB und .^i-F, mit 
den Mittelpunkten M und af,. Dann sind die Punkte CSCiS\ vier har- 
monische Punkte, ebenso die Punkte JSÄfjX. Wir beriehen die beiden 
Punktreiben so auf einander projektiv und perspektdv, dafs einander zu- 
geordnet sind: M und C. M^ und C,. S und S; dann entsprechen sich aock 
X und Sy Das Centrum der Perspektivität ist der unendlich ferne Punkt, 
da CM und C,J(f, senkrecht auf AB stehen; folglich ist auch XS^ senk- 
recht auf der Sehne. Der gesuchte Ort für X ist der Kreis über SSi 
als Durchmesser. 

Einbeck. R. Neuendobtf. 



2. Aufiragen. 
Zusale tu der Anfrage S dUsrs Baitdes auf 8. 85. 
den speziellen I>U1 der im Archiv 3, S. 65 



niDOBfF. j 

rinkela pTf I 



Aufgabe, wo der Punkt R auf der Halbierungslinie (() des Winkels pTf 
Hegt, h»be ich folgende KoastroktioDen mittels Lineals und Zirkels ge- 
funden: 

a) FSr vier mögliche Lfisungen, d_ h., wo d>i ■ RO ist- Hui Hebe 
dudi R eine Senkrechte r lur Halbierungslinie t. Der Schenkel q wird 
von r in geschnitten. Man mache auf r RO = OS und erricfat« in S 
eine Senkrechte s auf r. Man beschreibe aus B mit der gegebenen I^ge d 
tiaau Kim k, welcher Ton I und s (auf dets. Seit« tob r) ia A und B 
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innl Die Gerade AB gieht im Schnitt mit r den Punkt M. 
Man beschreibe über MIl als Durchmesser cineU Kreis £,. Aus B fülle 
man eine Scakrecbte auf p imd trage auf dieser den Abstand JCP des 
Punktes R von p bis JV auf (RP= flJV). Von N ßlle man eine Senk- 
rechte n auf r, welche fcj in Jf; and JV^ sehneidet. Die Verbindungs- 
linien MN^ und JfJV, schneiden den Kreis k in den Punkten 1, 2, 3, 4, 
welche, mit R verbunden, die gesuchten Transversalen liefern. 

b) Für drei mögliche Lösungen, d. h., wo d =: 2 ■ RO ist. Der 
Kreis k geht liier durch S. Der Kreis ä\ ist der über RS als Dnrchmosser 
beschriebene. Sonst ist die Konstroktion völlig gleich der vorigen. 

c) Für eteei mögliche Lösungen, d. h,, wo d < 2 ■ RO ist. Man be- 
BÜmme wie vorher die Gerade w, und beschreibe wieder aus R den Kreis k. 
Der über RS als Durchmesser beschriebene Halbkreis k' aciineidet k in 

Punkt W. Aus dem Schnittpunkt von n unä r beschreibe man 
fönen Kreis ft^, welcher durch W geht. Dieser sehneidet r in zwei Punkten, 
Ton welchen der eine V stets innerhalb, der andere ü stets aufserhalb des 
Winkels p Tq zu liegen kommt. Die im ersteren ( K) auf r errichtete 
Senkrechte trifft den Kreis k in den Punkten 1 und 2, welche, mit R ver- 
gesuchten Trans venilen bestimmen. 
Agram. G. Kajcbk. 



Äftiwort auf die Anfrage ß dieses Battdes auf S. 85. 

Wie Herr 0, Rados aus Budapest die Güte hatte mir mitKuteifen, 
Ist der in der Anfrage 6 angegebene Satz bereits von ihm aufgestellt 
■worden. Vgl. Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. Math. u. 
Hatnrw. Ber. aus Ungarn 1892, 95 — 97; Über die Bedingungsgleichungen 
iwischen den Coefficienten der orthogonalen Substitutionen. A. a. 0. 1899, 
336—240. 

Berlin. E. Jahnkb. 



3. Kleinere Notizen, 

Semerkungcn eu dem Aufsatz von Herrn C. Kodder: „Über die Klassifikation 
der Kurven uwl Flächen ztceHen Grades" auf S. 21—33 und S. 9t— 111. 

1. Herr Koehler beruit sieh (1. c. S. 21, Änm. 2) auf einen Auszug 
i Vorträgen, welche ich Herrn Brückel zum Zwecke der Herausgabe 
gehalten, und welche dieser verein bartermnl'sen im Journal für Math. 11t), 
aiOff. mitgeteilt hat. Wie Herr Brückel 1. c. S. 21()— 211 hervorhebt, 
■ind speziell die Kriterien der Flächen 2. O. und ihrer Schnitte mit Ebenen 
dem Inhalte nach die gleichen , die ich liereits 1876 in Hcsses änaly t. 
Geometrie des ßaunies (Snppl. 11) gegeben habe. 

In der That gehen die von mir gebr&acht«n Gri^fsen f{y. g) und 
■(y, y) f{it) — f'ijffy') (Brückel l. c. p. 214) aus den in Sappl. II von 



1.1 
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TennUchte Mitt^iluDgen. 



Hessea Raurageometrie eingefühiie] 
vor, wenn man p^ 



miondis bor- 



( j und ( I mutatis n 

0, M„ = 0, V ~ nnd j>, = 0, «, = annimmt 
lachträglichen Zusatz zu S. 22, Z. 12 v. o. seiner 
„Klasaifikation etc." erwithnt Herr Koebler neben der Abhandlung des Heim 
Frobeniue (Berl, Sitzungsber. 1894, S, 245f.) auch meiner Arbeit im 
Jonmal von Grolle 91, S. 229 (1881). Richtig ist allerdings, dafs auch 
ich unabhängig von Herrn FrobeniuB den Sat^ gefunden hatte: ,Jst r der 
Hang eines symmetrischen Systems, so giebt es in demselben eine mcbt 
verschwindende Hauptunterdeterminante vom firade r." (Man vergl. die 
Andeutung in SuppL I zu Hesses Raujngeometrie S. 454, Z. 1^6.) Da 
ersten ausgcführttn Beweis hat jedoch Herr Frobentus beniia m OnÜa 
Journal 82, S. 243 gegeben, dem ich erst später ebendaselbst 91, S. 229 
xwei weitere hinzugefügt habe. 

3. Den Begriff des Ranges einer symmetrischen Determinante mit den 
TrägheitsgBset» der quadratischen Formen in Verbindung zu setzen, mnfsle 
jedem Kenner der algebraischen Theorie der Fläcben 2. 0. als selbs^ 
verstÄndlich erschemen, besonders im Hinblick auf die Werke von Möbiug, 
Plücker und eine Abhandlung aus dem Nachlasse Jacobis (Journal too 
Grelle &3, S. 275). Schwierigkeiten kennte nur die strenge Durchführung 
der Beweise für alle Ffille bereiten. Diese Durchtllhrung dürfte wohl zum 
ersteo Male in Supplement I zu Hesses Raumgeometrie von mir gegeben 
worden sein. (Man vergl. die Zusammenfassung auf 8. 459, Z. 13^1 v. a) 

4. In der Anmerkung 2 auf S. 34 seiner „Klassifikation" gieht Herr 
Koehler eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung, um eine 



Fläclie zweiter Ordnung als reell ; 
und notwendigen Bedingungen fQr e 
Dimensionen lassen sich i 



charakterisieren. Die hinreichenden 
le itmtginäre Flache im Räume von n 
1 Entwicklungen auf S. 225—229 in 
Grelles Journal 91 folge ndermafsen aussprechen. 

Verschwinden sämtliche Subderminanten (r -|- l)ten Grades der qai- 
draÜEchen Form ^^ — ^ 

ist dagegen ii^nd eine bestimmt« Hauptunt^rdeterrninante rien Grades von 
Null verschieden, etwa 

nimmt f Zahlenwerte mit gleichem Vorzeichen (die Noll nicht nns- 
«ebloesent stets dann nnd nnr dann an, wenn die Reihe 



,.. 2'*'""°.-.A--. 2 *("•■' 



•j 



lauter Zeichen Wechsel oder lauter Zeichenfolgen darbietet, überdies darf 
kein Glied der Reihe verschwinden. 

Der von mir I. c. gegebene Beweis und norli kürzer meine Bntwick- 
hingen auf S. 216 in Bd. 3 dieses Archivs leigen auch, dafs f sein Zetdttn 



hwAaVm ktuut. sobald awdk mir 



2^i: 



eiiuigt HaaftumttrthttrmimanU «m 



■ d ) rw j c fa piwjrf. 



BO stellt /■ = e 
dann dar, wenn 



VermiBrhte Mittoi langten, 
e Fläche zweiter Ordnung 

2±(«ii"j.«j>"m)-I' 

imaginären Kegel oder Cylinder stets diinn und nur 



» 



2 *("»"»)>''• ««•2*<°"''»''")>°' 



Eeelf wird also der Kegel oder Cylinder sein, sobald diese beiden ße- 
nicht gleichzeitig befriedigt sind, wenn also aucb nur eine einzige 
der Detei7ninant«n 

_2^ ("-- V^; «"« f^' "=»■ »• *' 

KuU wird. 

Sind alle ^4^^ = 0, so wird f^O zwei imaginSre Ebenen (parallel 
oder niL'ht) darstellen, wenn für ein bestimmtes Zahlenpaar <t, ß aus der 
Beihe 1, 2, 3, 4 die Determinante a^a^iii — "Jj^O. 

Das Verschwinden von a^^ oder fl^^ ist hierdurch von selbst aus- 
geschlossen. 

Das von Herrn Koehler angemerkte „kleine Verseben" tra Journal 
flir Math. IIA, S. 216, Anm. 7 dürfte wohl auf einen lapaus linguae bei 
meinen Vorträgen zurückzufahren sein. 

Darmstadt, 20. April 1902. S. GuNDULFtMOEa. 



Bemerkimg cum Aufsaite von Herrn Komtnereil: 
„Ein Satt über geodätische Linien." 



den Herr ^ 

rinnert bat: 



uerell in dieser Zoitschrift ((3) 1, 



V Der Satü, ar 

^S. 116 bis 117) ( 

,J}as Quadrat der Torsion einer geodätischen Linie ist glddt dem 
Produkt aus den JXfferenxen ihrer Krümmung gegen die beiden Haupt- 
hrümtnungen der lläche in dem betreffenden I\mkte^^ 

kann auch auf folgende, vielleicht ein bischen kürzere Weise bewiesen 
werden. Bezeichnen |, rj, ^ die Kosinus der Hauptnormalen der geodätischen 
Linie und p, q, r,s, l, wie gewöbalich. die fünf ei-st*m Ableitungen der 
Koordinate s der Fläche z — f{x, y) nach x und g, so ist die geodlltische 
Linie cbarakterisiert durch die Gleichungen : 



(I) 



s- 



/i+p'+s"' 



t- 






L 
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die längs der ganzen Kurve befiriedigt werden. Nun folgt ans (1) (Frenet- 
sehe Formeln): 

Multipliziert man diese Gleichungen der Reihe nach mit X, fi, v und 
addiert, so folgt 

Dies gilt für beliebige Achsen; wählt man zu solchen die Normale der 
Fläche im betreffenden Punkte {Mz) und die zwei Tangenten der Haupi- 
richtungen (Mx, My\ so wird bekanntUch in Mi 

mithin aus (3) in M: 

1 ^dp dq 



oder auch 



d. h. 



oder 



1 /jr , \ 1 .1 

— « — cos g> • cos I -g- + 9>1* cosg>'Smg> — , 



gj = sm V cos V (- - -) 



Es ist nun (Eulersche Formel): 



mithin 



und 



also auch 



w. z. b. w. 



1 co8*qp sin'qp 
9 '^ 9i 97~ 



= sm' g>{ 1 

9 9i ^ \9t 9i r 

11 , /l 1\ 

9t 9 ^ \9t 9x I 

5* = (7~^)t""7)' 



Die Formel -^ =^ ^ sin q> cos q> { j, aus welcher die von Herrn 

Kommereil gefundene folgt, gilt übrigens allgemeiner für die geodätiscM 

R — d~) ^8®^^ einer Kurve der Fläche und wurde zuerst von 

Bonnet gegeben.^) Ist die Kurve eine geodätische^ so reduziert sich 

1) Memoire sor la thäorie des surfaces (Joum. de r£cole Polyt. 32, 1^ 1848). 
Cf. auch Darboux, Surfaces, n, p. 389. 



Vermischie Mitteilungen. 315 

■^ — T— zu ^ • Ebenso aber reduziert sich die geodätische Torsion zu der 

blofsen Torsion für alle Kurven, längs deren & (» Winkel der Haupt- 
normalen und der Flächennormalen) konstant ist. Insbesondere gilt dies auch 
für die asymptotischen Linien. Man hat also auch für eine solche 

(4) 1. = j.8ing,co8g,(i--^).') 

Zieht man femer in Betracht, dafs für diese Linie die Gleichung gilt 



so findet man 


cos'qp , sin'fp ^^ 

1 ^* 
9i 9t ' 




smg>-± J-. , cosg) = ± J_* 

VQt 9t V9i 9t 


mithin 






1 t V 9i9t9i 9t -r 1 



d. h. die Ennep ersehe Formel, welche auf diese Weise leichter bewiesen 
worden ist. 

Athen, den 12. Oktober 1901. N. J. Hatzidakis. 



1) Diese Formel kann, wie die vorige für die geodätischen Linien, auch 
direkt bewiesen werden. Es ist nämlich hier: 



Vi+j»*+«*' Vi+i-^+a*' Vi+7*+«*' 

also auch 
oder wie früher 

B ^«vi/i+i>«+w ^«\yi+i>'+3v ^«vyi+p'+W 

Und wählt man die Achsen wie früher, so folgt 



und da 



so wird 



w. z. b. w. 



i-±i'^±n'^'±'^ir±ßnt; 



1 , 1 

Pi ' 9t' 

J-=cos ^<p + yj, ?] = cosqp, 

a = cos(p, ß=^ainq>^ 

-V = ± sin „ C08 qp (1 - i.) . 
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Zur Bemerkuftg des Herrn Ed, Janisch im 2. Bande auf S. 153. 

Herr Janisch bemerkt, daXs die von uns in 1, S. 178 (Theorem V) 
genannte Ellipse in einem Falle zu einer doppelt zu zählenden Greraden 
wird. Wir benutzen diese Gelegenheit, um durch einige Bemerkungen das 
vom Lotpunkt bereits Gesagte zu ergänzen. 

I. Der Ort der Lotpimkte inbezug auf Geraden durch einen festen Punkt 
ist eine Ellipse, welche durch die Fufspunkte der von dem Punkte auf 
die Seiten des Bezugsdreiecks gefällten Lote geht. (Diese Ellipse ist 
identisch mit der in 1, S. 178, Theorem V.) 

II. Der Ort der Lotpunkte eines Dreiecks inbezug auf die Geraden durch 
einen Punkt der Peripherie des Umkreises ist eine Strecke auf der 
Simson-Geraden dieses Punktes. 

III. Der Schnittpunkt der Simson- Geraden zweier Punkte der ümkreis- 
peripherie ist Lotpunkt des Dreiecks inbezug auf die Verbindungsgerade 
dieser Punkte. 

Hieraus läfst sich der Satz folgern: 

IV. Sind zwei Dreiecke einem Kreise ein- und einer Parabel umbeschrieben, 
so fallen die sechs Lotpunkte je eines der Dreiecke inbezug auf die 
Seiten des anderen in einen Punkt zusanunen (vergl. E. Jahnke 1^ 
Aufg. 11). Dieser Punkt halbiert den Abstand der Höhenschnittpunld« 
dor Di-eieoke. 

Inzwischen hat Herr Fuhrmann in Königsberg die Güte gehabt, mir 
n\itiuteilen, dafs der ^yLotpunli^ bereits als Aufgabe in den „Questions de 
Gwmetrie" von Desboves (Paris 1875) p. 241, Nr. 77 gestellt ist 

Femer verdanke ich Herrn H. Thiemein Posen die interessante Mitteilung, 
welche die Beziehung des Lotpunkt«s zum Feuerbachschen Kreise (I, S. 178, 
Theorem HI) betriM: „Geht die Beziehungsgerade durch den Umkreismiüd- 
pitnkt,, so ist sie Direktrix, und ihr Lotpunkt Brennpunkt einer Parabel, die 
mit dem Dreieck polar konjugiert ist^ 

Berlin. K. Cwojdsinskl 

Btmrrkunß m der Arbeit ^^Über Beteeise von Sdinittpunktsätien"^ (& 121 ff. 

dieses Baffes) von Gerhard Hessenberg. 

In der gt'nannten Arbeit wird je ein spezieller Fall des Pascalschen und 
Desargue$$ohen Saties aus dem anderen San hergeleitet und zum Schlüsse 
die IVmerkung gemacht^ dafs jeder der beiden Spezialfälle auf drei wesent- 
lich verSi'hiiHiene Art«*n bewiesen weisen könne, weil es für den Pascal- 
$^*hen Sjiu <wei wec^ntlich verschiedene Beweise giebt. 

IMeei&e Bemerkung ist uniutn^ffend filr den ersten Sperialfall Von 
den Ividen IVwcisen des Pascalschen Satus beruht der eine auf der Kon- 
struktion unendlich vieler «jnktionaler^ Pascals^ber Konfigurationen auf 
l^rund des Dc5iiri:ucs5\*hen Satscs und auf dem Nachweis der Existenz der 
alliTiucincn dunh tinc Stietickeit;^b*tracbiunif. Da die in Rede stehende 
KoRtvcurativ^n su den ,jr*tiv\nalea** i^fhC^n, isi ihn» Existenz bereits vor der 
Stcusrkwtsbctnk-htUB»: crwii^j^rn* und der Beweis auf diesem Wege deckt sich 
»üt der ai^cy^beiteii Hexieitui:;^ ;ftQs d«m Desarguesschen Satz. 
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ft 



Ein analoger Einwand kann LinsichtUcli des zweiten Spezialfalles nicht 
erhoben werden, da die darin enthaltenea Paso.alsuhen Konfigurationen, 
wie in der betr. Arljeit licreits erwähnt, allgemeine sind. 

Die Pufsnote auf S. 121 ist dahin richtig zu stellen, dafs Herr Wiener 
1, c. den in Rede stehenden Satz ohne Beweis angegeben hat. Der erst« 
veröCEenttichte Beweis stammt von Horm Stbur. (Math, Ann. 61, 406.) 

Charlottenburg, im Mai 1902, 



l> 



4. Sprechsaal für die Encyklopädie der MatliemätlBcheii Wissenschatten, 

[Eins CO düngen fflr den Spreohsnal erbittet Franz Moyer, Königsberg i, Pr . 
Hitteltragheim 61.] 



Zu I A2. 



, 13, Aam. 44. Einen Beweis nebst weiteren Ver all gemeinerangen giebt 
A. Hurwitz, Zeitschr. f. M. u. Ph. 35 (1890), S. 66. Vergl. auch 
Hurwitz, Math. Ann. 39 (1891), S. 21- 

IL Nr. 15. Anra. 52. Die erste Bezeichnung stammt von Leibniz, Brief 
an L'Höpital vom 28. April 1693; Acta Erud. 1700; S. 200 = Werke 
} (Gerhardt) H, S. 239 und V, S. 348. 



ZuIA2. Ko 
^8. 33, Z. 5 von 10. Tripelsysteme. 
Uagdeburg. 

la. Rati( 



nbioatorik. 
Lies „7 mal" 



E. Netto. 



„35 mal". 

W. ÄHHENa. 



"eränderlichei 



! Funktionen einer 
hre Nullstellen. 

I. 8. 236—237. Das Cilat auf v. Staudt, Anm. 39, S. 236 sollte nicht 
xum ersten, sondern zum zweiten, dem algebraischen, Gaufsschen Be- 
weise fUr die Wurzelexistenz gemacht sein. Staadt giebt im J. f. Math. 39 
eine einfache and kurze Darstellung dieses zweiten Beweises, durch Be- 
trachtung der Restdtante von tp (x) und [q; (x -f A) — 91 (j)], ganz ana- 
log der späteren Gordansoben Betrachtung (Math. Ann, 10). 

1. S. 247, Anm. 95. Im Zitat auf Faä di Bruno ist „§ 5, No. 7 ff-, be- 
sonders No. 11", statt „§ 5ff., bes. § 11" zu lesen. Ferner ist zu diesem 
§ 5, No. 8—10 meine Verbesserung in Erlanger Sitzungsber. 27, 1895 
hennzniieben. 

Erlangen. M. Noether. 
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ZuIB38.. SeparatioD und Approiiniatioo der WarsBln. 
I. S' 413, %. h und ti. Gaufs kommt — allerdings nach einigem Hui- 
imd Üerschwanken — zu der entgegengesetzten Überzeugung und spräht 
die AosicM aus, „daTs es einen in der Natur der Sache liegenden all' 
gemeinea willkürtreien Zusammenhang zwischen den einzelnen kritiEviieii 
Punkten und den einzelnen Paaren von imaginären Wurzeln gar nidit 
giabt" (s. Briefw. Gaufs-Sch^amacher lU, S. 72; s. a. ibidem II, 8, 331 
und III, S. 68). 

Magdeburg. W. äershb. 

I. S. 13, Änm. 18. Die Behauptung, Descartes habe durch einen and 
denselben Buchstaben einen positiven oder negativen Zahlwert bezeichnet, 
ist nicht bestätigt worden. Soweit bisher bekannt ist, war Newton 
der erste, der sich dieser Bezeichnung bediente (vergl. Bibliolh. Maihan. 16S8, 
8. 63— G4). — Die Ars magna des Cardano erschien 1545 (nicht 1550), 

I. ß. 29, Anm. 1. Die Schrift Pascals: Traite du triangie ariOimäiqm 
war schon 1654 (1664 hat keinen Sinn, da Pascal bekanntlich U6i 
starb) geschrieben und vor Pascals Tode gedruckt, obgleich sie tint 
1665 in den Buchhandel kam. — Anm , 2. Die Dtssertatio de irt' 
combinaloria von Leibniz erschien 1666 (nicht 1668). — Änm, 3 
Es eiistiert keine Ausgabe 1G73 des Treatise of aigebra des Walüt, 
wohl aber erschien lli93 eine erweiterte lateinische Übersetzung onUr 
dem Titel: De algnbra tractatas. 

I. 8. 36, Anm. 47. Statt „p. 193 der bist Abtl," mufs „p. 193 des öuppl." 
[j^ Abhandl. zur Gesch. d. Mathem. 7] gesetzt werden. 3. 193 der bist 
Abtl. enthält etwas ganz anderes. 

I. S. 38, Anm. 65; S. 63, Anm. 70. Statt Ch. A. Vandermonde ist 
A. Th. Vandermonde zu setzen (vergl. I, S. 450, Anm. 2). 

I, S. 50, Anm. 5. Es ist ganz richtig, daJs die Benennung „surdos" bü 
Leonardo Pisaoo vorkommt {Liber abbaci ed. Boncompagni, B. 356), 
aber schon tirüher wurde sie von Gherardo Cremonese benutzt (Teigl. 
Bibiioth. MatAem. 1„ 1900, 3. 516). 

I. 8. 59, Änm. 47. Statt Kap. 80 lies Kap. 89. 

I. 8. 60, Anm. 55. Schon vor Euler hatte W. Jones im Jahra 1706 
die Bezeichnung jt fflr 3,14159 . , . benutat (vergl. Bibiioth. Mathe». 1894, 
8. 106). Die Angabe, dafs Barrow früher dieselbe Bezeichnung an- 
gewendet hatte (siehe 1,'Ittlennt'diaire des miifhemuliciefis 9, 1902, 8. 62), 
ist dagegen unrichtig. 

I. 8. 933, Anm. 10; II, 8. 121, Ann). 325). Die Newtonsche Inter- 
polationsformel kommt schon in den I^rhtc^fia (1687), 8. 491 tot 
(vergl. z. B. Bibiioth. Mathem. *2„ 1901, 8. 87). 

I. S. 927, Änm. 15. Dafs schon den BSmischen Agrimensoren dl« Smnine 
der Kubikiahleu bekannt war, ist von Cantor 1875 nacbgewieseo wwdeo 
(vergl. Forte, öfco- Gesch. der Mathetn. l\ S. 519—520). 

L 8. 927, Anm. 15*. Den Bemerkungen des Herrn BrauamQlil im JnA. 
d. Matheht. 3, 1902, 8. 86 kann noch hinzuge^gt werden, d«fa £t 
Kosinosreihe (37) schon von Snellios (1626) snuimierl 
(vgl Braonmühl, Ofsck. d. Trigon. I, 8. 240). 



en, d«lH d» j 
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n. 6. 3, Anm. 4. Statt § 1 lies § 2. Die Lsgrangescho ßehauptimg ist 
ohne Zweifel würilich genommen Mscb, vurmutlioh wollte Lagrange 
eigentlich sagen, dafs die ältesten Ajjalyaten im allgemeinen keine andereo 
PunktioDen als Potenzen behandelten. 

n. S. 56. Taylors Metliodtis wcremenlarum erachien 1715; einige Exemplare 
haben auf dem Titelblatt die Jahreszahl 1717. — Stirlings Mälwdus 
diffarenlialis ist in London (nicht Rom) herausgegeben worden. 

n. S. 62, Anm. 21. Statt 1664 lies 1684. 

II. S. 78, Anm. lOl. Statt § 828 Ues § 751. — Statt 1717 lies 1730. 

n. S. 82, Anm. 123". Die fragliche Regel findet sich bei Maclaurin, 
lyaitisc of fluxions, § 261 und § 859. 

n. 8. 118. Hier hätt«n vielleicht auch die einschlägigen Abhandlungen von 
Hj. Holmgren (Stockh. Handüngar 5, Nr. 11, 1866; 7, Nr. 9, 1869) 
genannt werden sollen. 

S. 157. Aus einem ungedruckten Briefe von Euler an Joh. I. Ber- 
nonlli vom 21. Oktober 1729 geht hervor, dafs jener wirklich durch 
den Briefwechsel zwischen Goldbach und D. Bernoulli veranlafst 
wurde, sich mit der Interpolation der Reihe 1, 2, 6, 24 etc. zu be- 
schäftigen. Dagegen scheint es fraglich, ob Euler sofort zu der Dar- 
stellung eines beliebigen Termes durch ein bestimmtes Integral gelaugte. 
Wenigstens nennt er in dem zitierten Briefe an Joh. I. Bernoulli gar 
nichts hierüber, sondern nur, dafs er durch Untersuchungen über tauto- 
cbrone Kurven eine Methode entdeckt hatte, um die Glieder der Reihe, 
deren Ordnungszahlen ^, 1^, 2^, 3^ etc. sind, zu bestimmen. 

n. S. 158. Die zwei Formeln für P(n) sind viel lllter als die Anm, 38 
und 40 angeben. Die erste Formel lindet sich schon in EulerK Inslit. 
calc. inteffr. I (1768), Kap. IV, § 229, und auch die eweite Formel ist 
daselbst § 225 zu finden. 

n. S. 167, Anm. 75. BekannUich haben Euler und Maclaurin un- 
abhängig von einander die Summenformel gefunden, und Euler hat sie 
zuerst veröffentlicht. 

IL S. 171, Anm. 99. Fritz war nur der Verteidiger der Dissertation, der 
Verfasser war Jakob Bernouili selbst. 

IL S. 213. Es ist nicht richtig, dafs Leibniz 1694 ein singniäres Integral 
gefunden hatte. Der fragliche Aufeatz in den Acta Erudüorum 1694, 
S. 311 — 315 enthält überhaupt keine DiJ'erenüalgleichung, deren Integral 
hergeleitet wird, sondern beschäftigt sich nur mit der Bestinmiung von 
Enveloppen. 

IL S. 237, Anm. 7. Die Idee des integrierenden Faktors gebt auf 
Johann I. Bernoulli zurück (siehe Cantor, Vortcs. über Gesch. d. 
Matliem. III', 8, 227 und Bibmch. Mathem. 1898, S. 58— ßO). 

11:2. 8. 117, Anm. 3. Statt, 1754 lies 1748. 

Stockholm. G. Enehtküil 



II 

I 
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ZuUAa. 

, Z. 7 lies D (y) = e* statt = e. 
, Z. 6 von unten S. 106 statt 196. 



ZuIIAS. Bestimmte Integrale. 
11. S. 183—185, insbesondere Anmerkungen 163, 169, 170. 

Die Leistungen K v. i^taudts auf dem Gebiet<^ der Bernonlliacto 
Zahlen sind unvollständig erwäbnt Es sei deshalb aus meinem Bdtng 
zu der wenig verbreiteten „Festschrift der Univers. Erlangen zum 80. Ge- 
burtstag des Prinzregenten von Bayern", Bd. IVj (Leipzig und Erlaago, 
März 1901, A. Deichert Nacht) betit«lt ^flH 

„Zur Erinnerung an Karl 6. Ch. v. Staudt" ^^H 

I Stelle ausgezogen. (Nebenbei bemerkt war der Rn&sm» 
nicht „Christian", wie gewöhnlich, auch in der Encykl. I, an- 
gegeben wird.) 

Eine ganze Reihe weiterer Fortschritte für die Theorie dieser Zahlen 
findet sich iu den beiden akadem, Schrift«D, welche v. Staudt bei ^netn 
Eintritt in Senat und Fakultät 1846 vorgelegt hat, Schriften, für deren 
Verbreitung der bescheidene Mann nicht gesorgt hat, so dafs sie Cut 
unbekannt und unbeachtet geblieben sind.') Nicht nnr, dafs Staudt in 
der ersteren der beiden Not«n einen neuen, höi^hst einfachen Beweis seinrt 
Satzes'), abgeleitet aus den Ausdrucken der Zahlen durch die 
glieder der Differenzreihen der Reihe 



„Karl", 



1" + 2- + 3" + ■ 



•-\-3f. 



An^^ 



giebt; diese Note enthält auch schon wenigstens einige Funktiooil- 
betrachtungen. Sie enthalt femer die Verwandlung der Pot«nzreiben 
in X in Reihen, die nach Binonüalkoeffizienten von x fortlaufen, die 
zweit« Note auch die int«rpoIatorisehe Darstellung und, daraus abgeleitet, 
die independent« Darstellung dei B. sehen Zahlen: Entwickinngen, di* 
^at«rhin irrtfimlirh mit dem Namen Kroneekers belegt worden sind.*) 
Gerade daraus erschliefst St. KongmenEbezie hangen iwischen verschiedenen 
B.schen Zahlen, deren Indices n eine arithmetische Reihe erster Ordnung 



finilem iicb c 



Beraoolliania" [3 Teile.] Erlangen ISU. 
^ itzongsbei'. i' — ■ " 



Diese SchiiflM 
. der E^. Bsjri Akad. d. Wiw 
. S- )ii5, Amn. und bei R. Lip^chitt. J L Halh. M, IS«3 dtiert. Weder 
die deiuelben Oegen^tand behandelnden Arbeiten von Arndt, Raabe. Kämmet, 
SvWrster, Kronecker, Worpitikj etc. kemien sie, noch die Monocraphie aber 
die B.Achen Zahlen von L. SaaUchüti, Berl. 1893, obmhl dieselbe die genannlen 
Arbeiten von Seidel and Liuschit* ansfObrlich otetett, noch die jetit «r- 
•cbeineode „Encjklopidii? der Hatfa- Wim," 

i) [Au J. f. Math- 21, iStO; et Aun. ITO von II, p. 166 der „& 
S) Saaltchatc, a. a. 0., S. lOX, 1»& 



VermiBchte Mitteilungen. 321 

bilden, wie sie Bp&t«r von analytischer Seite her durch Kummer wieder- 
gefoudeu worden sind '), mit Kongmenzsätzen lür die Zähler der Zahlen. 
Das Hauptziel ist aber ein Satz über diese Zähler: „Wenn n durch pl" 
teilbar ist, wo p eine von den „Staudtsohen" verschiedene Primzahl ist, 
so ist anch der ZHÜer der Zahl B^ durch p*" teilbar." 
Erlangen. U. NoETnER. 

Zu II Bl, 

" n. S. 26, Z. 10 T. o. statt s = ft Ues x ^ k. 
n. S. 29, Z. 20 V. 0. statt n Ues n^ 

n. 3. 75, Anra. 176, die Wörter „der Beweis ist ungenügend" müssen ge- 
strichen werden. 
n. S. 84, Z, 3 T. o. „Die vöh Fabry ausgesprochene Ansicht" . . . der Sati 

kommt bereits bei Pringsheim vor. Math. Ann. 44 (1894) p. 50. 
IL S. 97, Z. 4 T. 0., die Wörter „und die Reihe ^d, divergiert" müssen 
gestrichen werden. "=" 

liL S. 105, Z. 1 V, u. statt * ^ lies 0» -'e 0. 
Ln. S. 107, Amn, 254, letzte Z. statt (1901) lies (1902). 

Cambridge (Mass. U. S.). W. Osoood. 



Über Ouifhtrrds abgekärete MHlHpUkation. 

In der Encjklopädie der mathematischen Wissenschaften, Band I, S, 984, 

LZ- lf-1 findet sich zu dem Satz „Schreibt man die Einerzifi'er des MuJti- 

l^likators über die letzte Ziffer des Multiplikanden, die noch berücksichtigt 

T werden soll, und läTst links die übrigen Ziffern des Multiplikators in ver- 

r 'kehrt«r Ordnung folgen, so kommt jede über die Ziffer zu stehen, bei welcher 

der zugehörige Teilmultiplikand abzubrechen ist", die Anmerkung 216) „Sog. 

Eegel von W. Oughtred, angeblich in dessen Artis analyücae praiis (163t?) 

%a finden, welche Schrift der Verfasser nicht einsehen konnte". Auf die 

(Angabe, dafs die Oughtredsche Rege! der Multiplikation sich in Artis 
analTticae praxis, einer Schrift,- welche nicht von Oughtred, sondern von 
Tiiomas Harriot stammt, findet, stSfst nnan auch in J. Fonriers Analyse 
4fls equations determinees (1831). (Vgl. die in Ostwalds Klassikern von 
A. Loewy besorgte Ausgabe, S. 180). Die Regel geht in Wahrheit auf 
'William Onghtreds „Arithmeticae io namens et speciebus institutio quae 
tum logisticae tum analyticae atque adeo totius mathematicae quasi clavis 
est" (London 1631) zm-ück. Der Qavis ist selten geworden. In M. Cantors 
Vorlesungen über Geschichte der Mathematik, Band 2, S. 720^721 (Leipzig 
1900), wo Oughtreds Clavis kurz besprochen wird, wird nichta über die 
Ton Oughtred gelehrte Multiplikation mitgeteilt; offenbar, nach den An- 
merkungen zu schliefsen, hatte Herr Cantor nicht Gelegenheit, selbst in 
■ den Clavis Einblicke zu thun, sonst würde er es sich wohl in einem Ab- 
ft«ehnitt, in dem er davon spricht, „es sei in der Richtnng der Zeit gewesen, 

1) J. f. Math. 41, 1850 (cf. SaaUchCtz a. a. 0.. S. 156). 
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dttB ReclmeB mit groTsen Zahlen ta erlaichtern", nicht haben entgeben Itwmn, 
»Ef Oaghtreds diesbeEÜgliche üntersachungen zu Terweisoa. 

Nachdem Oaghtred Addition und Subtraktion der ganzen Zahlen 
wie der Dezimalbrücha gelehrt hat, behandelt er im vierten Kapitel die 
Multiplikation zweier ganzen Zahlen in üblicher Weise. Die Bechnong, um 
4576 mit 892 lu multiplizieren, lautot bei ihm: 
4576 



9152 
41184 
36608 

4081792. 



. ea^OT^BB^^ 



Hierauf folgt die fragliche Kegel; bei Oughtred handelt es' 
zwei Dezimalbrüche (numeri mixti) gegeben sind und mau ihr Produkt sQch«a 
will, nur darum, des Produktus ganzzahligen Bestandteil, ohne seine Deziotal- 
stellen (factum purum sine mirttu^) zu finden. Für diese Aufgabe lautet seine 
Vorschrift „Man setzt die Einer der kleineren der gegebenen Zahlen mit«- 
die Einer der grßfseren und die übrigen Ziffern der kleineren Zahl in um- 
gekehrter Reihenfolge unter die der grfifseren Zahl; dann beginnt man bei 
der Multiplikation überall bei jener Ziffer der gröftoren Zahl, welche Übw 
der zu multiplizierenden Ziffer der kleineren steht, und beachtet dabei des 
Überscbufs, welcher durch die folgenden Ziffern der gröfseren Zahl geliefert 
wird". In dem Oughtredschen Baiapiel: 246 [914 ^) mit 35[27 zu molti- 
pliziereu und den ganzen Bestandteil 8708 zu finden, sieht die Rechnniig 



246|914 
7 2|53 



1236 

7407 
6708. 






Hierauf folgt die Bemerkung, dafs, um 'beim Produkt eine oder mehrere 
Dezimalstellen zu finden, man die Einer der kleineren Zahl um die gewfbnachte 
Anzahl Stellen von den Einem der gröfseren Zahl nach rechts hin fort- 
rücken mufs. um zwei Stellen nach dem Komma zu finden, lautet fär dM 
Torige Beispiel die Bechnung bei Oughtred: 

246|9U 

72153 



1729 

4938 

1234 57 

740742 



1) Anf diese Art bezeichnet den Dezimalbmcli ä4e,91<. 
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Will mitn bei dem Produkt nur e'me gewisse Attzah) der ersten Ziffern 
der Ganzen finden, so hat mau die Einer statt nach recht» nach links zu 
»erschieben. Um die fünf ersten Ziffern des Prodnktes von 80902 in 39875 zu 
findeu, reciinet Oughtred: 

57893 



647 
7281 
24271 



Die Regeln werden von Ougbtred ohne Beweis angegeben; der Grad 
^der Genauigkeit des Verfahrens in der letzten Stelle wird von 0. nicht er* 
E wähnt. Wie weit die IlichtigkeJt geht, davon kann man sich dorcb ge- 
Leignete Zusaaunenfassung der Glieder des Produktes; 



, (a,.lü* + aj_,10*-' +• 

^(ft^-i(y-f 6^_,io''-i + - 



+ 10«, + «0+ 10- 

■ + 10!), + &0-I- 10" 



'6.1 + lt>~*b_ 



. + ■■■)• 
. + ■■-) 



1 Schätzung des fortgelassenen Teiles nboizengen. Han vergleiche hieriu 
J, Lüroths VorlesoBgen ülier numerisches Rechnen, S. 74ff., vorzüglich 8. 75 
unten und S, 76, (Leipzig lOOO.) Nur ist zu beachten, dafe Herr Lüroth 

. nicht überschlägt, während dies von Oughtred geschieht Bei Herrn Lüroth 

Lirflrde das erste Oughtredsehe Beispiel lauten: 



2461914 




72|53 




14 — 7. 


■ 2 


48-2. 


34 


1230 = 5 


■ 246 


7407 = 3 


246! 


8699 





i Oughtred hingegen ist 17 = 7.2 + 3 als Überschufs von dem 
FTeniachlässigten Produkt 7-46 914, 4y — 2 - 24 + 1 als Überschufs von 
Idem vernachlässigten Teil 2.6914, 1235 = 1330 + 5 wegen des Über- 
Ijchusses von 5 • 914. 

Die sogenannte symmetrische Multiplikation findet man nicht bei 
■ Oughtred. Hingegen ist Oughtred die Quelle, aus der Fourier wohl 
f die praktische Regel geschöpft hat, bei der schon den Indern bekannten 
Vajräbhyäsa- Multiplikation, die im Mittelalter als kreuzweise Multiphkalion 
geübt wurde, die Ziffern der einen Zahl in verkehrter Reihenfolge zu schreiben. 
(Vgl. Fourier in der oben zitierten Ausgabe S. 182, 183, sowie ebenda 
meine Anmerkung 61) auf S. 262.) 

Im folgenden K&pitel bebandelt Ougbtied auch die abgekürzte Division. 
Freiburg i/B. Alfred Lobwv. 
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Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Herausgegeben vom VorstaDäe der Gesellschaft. 
4. Sitznng aiu 29. Jannar 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 
Anwesend: 41 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Felii Müller: Über die Bedeutung der Zeitschriften für die 
iü&thematJsche Litteratur und die mathematisch- historische Forschung (a. u.). 

Herr KnohUuch richtet an die Mitglieder der Gesellschaft die Aafforde- 
ningi in ihren Mitteilungen zur Ausbildung eines Systems konsequenter und 
durchdachter, dauernd beizubehaltender Bezeichnungen für solche Gröfsen 
beitragen zu wollen, denen innerhalb der mathematischen Gebiete eine grund- 
legende Bedeutung /ukonunt. Von einer Regelung dieser dringenden An- 
gelegenheit durch eine Kommisäon vorspricht sich der Vortragende nichts. 
Als Beispiele besonders unzweckmlLfsiger Bezeichnungen werden angeführt: 
1. die Benennung der Asymptote nUnien einer Fläche als Hanpttangenten- 
korven; 2) die Bezeichnung der Fundamentalgrolaen zweiter Ordnung einer 
JlRche mit B, J)', I)". 

Herr Hamburger: Über die Darstellung doppeltperiodischer Funktionen 
Als Quotienten von Thetafunktionen (s. u.). 

Herr Budde: Eine kleine Bemerkung über die Helmholtzsche Wirbel- 
fheorie (s. u.). 

Herr Koppe: Über die Theorie des Kreisels (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hensel, Kneser, Knob- 
;aiich, Koppe, F. Kötter, Weingarten. 



'Über die Bedeutung der ZeitscMften fär die mathematisclie Litteratur 
und die mathefflatiBch-hlstorisclie ForBchnng, 

Von Felix Müller. 

Bei den Mathematikern hat wilhrend der letzten Dezennien das Interesse 
an der historischen Entwickelung ihrer Wissenschaft in erfreulicher Weise 
EUgenommen, und besonders die Joumallitteratur ist für die mathematisch- 

aiUansabtrtolitQ d. Beil MaUi. liet. 2 
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historische Forschung mit der Zeit von immer grSlserer Bedeutung geworden. 
Während die Begründer des Jahrbuches über die Fortschritt« der Mathematik 
fllr den ersten Band, der die Litteratur des Jahres 1868 enthält, nur 
80 ZeitBchriftea cxzerpieilen , für den zweiten Band 100, stieg diese Zahl 
bereits für die Litteratar des Jahres 1879 auf 170 nnd hat sich seitdem 
auf dieser Höhe erhalten. Die Zahl der der Iledaktion zur Verfagung 
stehenden Journale bleibt ntin hinter der Zah] aller gegenwärtig erscheinenden 
Zeitschriften mathematischen Inhalts bedeutend zurück. 

Durch eine von Herrn Stäclel angeregte Frage: „Wie sollen die Titel 
mathematischer Zeitschriften abgekürzt werden?" ist der Vortragende ver- 
tmlafst worden, ein Verzeichnis van ca. 700 Zeitschriften mathematisclien 
Inhalts anzulegen, von denen allerdings heute 360 zu erscheinen aufgehört 
haben. An der Hand dieses Verzeichnisses läfst sich die zunehmende Be- 
deutung der Jonrnallitteratnr für die mathematisch -historische Forschimg 
deutlich nachweisen. Herr Valentin schätzt die für seine grolle ,^ibho- 
grapbie der Mathematik" notierten Joumalortikel auf 90 000 bis 95 000, 
unge^hr dreimal so viel als die separat erschienenen Schriften; in dem 
Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik werden neuerdings vier- bis 
fllnftnal soviel Jouraalartlkel als Einzelwerke aufgeführt. Für das 'Eöpertoire 
bibliographique des sciences mathematiques' der Societe math^matique it 
France zu Paris wurden allein aus 8 Zeitschriften 13 816 mathematische 
Aufsätze gezählt, die während des XIX. Jahrhundert« bis /um Jahre 1889 
erschienen sind, Chai-akteristiscii für die Bedeutung der mathematischeD 
Joumallitteratur ist ferner, dafs in den bekannten vier von der Deutschen 
Mathematiker-Verelnigimg herausgegebenen historisch- kritisch en DarstelltingeD 
von Brill und Noether, Fr. Mejer, E, Kötter und Czuber nicht weniger 
als 137 verschiedene Zeitschriften als Quellenschriften zitiert werden. In 
gleicher Weise werden die in der „Eneyklopädie der mathematischen Wissen- 
schaften" verSCTentlichten historischen Entwickelungen einzelner mathematischer 
Methoden und Disziplinen neben den Einzelwerken auch der Joumallitteratur 
gerecht. Endlich ist die Zahl der in den Nekrologen berühmter Mathematiker 
aufgeführten Einzelwerke im Vergleich zur Zahl der von ihnen veröffent- 
lichteu Journal artikel verschwindend klein. 

Die erwähnten 700 Zeitschriften mathematischen Inhalts beginnen mit 
dem Jahre 1660, in dem das 'Journal des Savans' und die 'Philosophical 
Transactions' der R. Society von London erschienen, die für die Geschieht« 
der Mathematik von hoher Bedeutung sind. Ebenfalls eine wichtige Fund- 
grube für den Historiker bilden das 'Giomale de' Letterati' Nazaris, d« 
'Giomale dci Letterati d'Italia' Zenos, die 'Acta Eruditorum' und *8ot» 
Acta Eruditorum' und die Publikationen der Accademia Naturae Curiosonun 
Seit dem XVIH. Jahrhundert wuchs dann schnell die Zahl der Akademie- 
Schriften, so dala diese die Hälfte der 700 Zeitschriften mathematischen 
Inhalts ausmachen. Eine gleichsam statistische Übersicht über die übrigen 
Zeitschriften, welche sich in ö Gruppen teilen lassen, giebt nachstehende 
Tabelle, in der neben der Gesamtzahl die Zahl der seit 1868 erschienene» 
Zeitschriften, dann die Zahl der wieder eingegangenen und die der noch 
existierenden angegeben ist: 



I vorwiegend math. 
I astron.-geodät. 
I 3) phys.-naturw. . . 
I t«chn. u. milit&r. 
I allgem.-wiss. . 



80, aufgehört 78, bleiben 87 



Von deu Journalen der ersten Gruppe reichen 19 in das XVIII. Jahr- 
hundert zurück; diese liaben sämtlich aufgehört zu cracheiuen, mit alleiniger 
Ausnahme des 'Journal de l'Ecole Polytechnique'. 



Über die Darstellau^ doppeltperlodisoher Funktionen als Quotienten 
von Thetafanktlonen.') 

Von M, Hamburger. 

Es sei F(z) eine doppeltpetiodische Funttion mit den Perioden a 
und b, die tiberall den Charakter einer rationalen Funktion besitzt. Die 

I Mtillstellen mögen mit s', die ünendlichkeitsBtellen mit s" bezeichnet werden. 

' In der Umgebung einer fi-fachen Nullatelle ist log J*' — fi log (.r ^ e'), in 
der einer f*-fachen Unendlichkeitsstelle logF+ ;« log(^ — 2') holomorph. 

' Zam Ausgangspunkt der gesuchten Darstellnng dient uns die Entwickelung 
von log(Ä — z') in eine Reihe nach ganzen positiven Potenzen von «, tinter 

fjißT VorausBetzung, daTs 1 2' | > | £ |. Es ist 



l0g(«-E') = lOg(-5')- 



-¥,-! + -'': 



Iwo S eine Reihe ist, die für hinlänglich grofse Werte von l^'j in der 
F Form _,-^ geschrieben werden kann, wo | k \ unterhalb einer endlichen Grenze 
tUegt. Insbesondere ist 1^1 <|i wenn |£'l>2[i[. 
Wir setzen zur Abkürzung 

S(r, /) = iog(- /) - ^"^ - -l^ 

■Bnd bilden die Samme 

Vi,)-^{log{,-,')-S{,,,')], 

Isosgedehnt über alle Nullstellen i von F, jede so oft gezählt, als der Grad 

Kihrer Vielfacbheit in F beb^gt, mit der UaTsgabe, dafs, falls ^'=0 eine 

Knllstelle etwa vom Grade ^ ist, als Beitrag derselben zur Summe V nur 

B^log?, also S(z,0)^0 zu setzen ist. Man beweist leicht mit Hilfe des 

^Öfttzes, dafs ^ ^ (u + >iia + «/))"' ff ^iu beliebiges m absolut kon- 

Brgent ist, dafs die Reihe V absolut konvergent ist^ wenn man die Punkte 
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i = z ausschlierst. In der Umgebung einer solchen Stella ist, wenn sie 
eine fi-fache Nullste.Ue von ¥ ist, F — fi log (^ — s') holomorph, um die 
Sndenang nn ennit(«ln, die V erfahrt., wpnn z sich um eine Periode a 
vermehrt, bemerken wir, daXs V auch geschrieben werden kann 



I'(»)-2|log(« 



-<.)-S(«,«'+o)|, 



4 



da mit «' in der Reihe auch b'-|- a als Nollstelle von W auftritt und 
Summe Aber alle Nnllstellen ausgedehnt wird. Demnach ist 

''(' + ») -2' l'»B<' - '■' - *(■ + «.«'+ »)! 

und daher 

FC. + a)-KW-^|S(»,0-S(«+<., «■+«)!■ 

Die rechte Seite ist ein Polynom 2"° Grades in e. Es ist wichtig, fest- 
zustellen, daXs dieses sich auf ein Polynom ersten Grades in b redunert. 
Der Koeffizient von { 2* ist nämlich ^ 1 , - , - | -- .. \A = "V ^^^^t, ■ 

Diese Summe ist absolut konvergent, weil für grofse Werte von s' das all- 
gemeine Glied von der Ordnung -,-, ist. Um den Wert der Summe zn 
ermitteln, gruppieren wir die Glieder, bdem wir alle NullsteUen von der 
Form w -f Äa zu einer Gruppe zusammenfassen, in der u eine beliebige 
HullsteUe und Ic eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet, und e^ 
halten als Summe einer solchen Gruppe 



U«-na)' (u-(n + l)ay) 



■■ + 



{« 



a)V 



V» + <t)' 



^ \(» + pa)' (« -f- (p - 1) <!)'} (u + pa)' (u 

Beide Glieder auf der rechten Seite verschwinden, wenn > 

endliche wachsen, und da alle NullsteUen in solche Gruppen 



t und p ins ün- 
1 verteilt werden 
können, so ist der Wert der fraglichen Summe gleich NulL Mithin ist die 
Differenz F(f + o) — F(^) ein Polynom ersten Grades in t. Bildet mia 
ebenso die Summe 

7'w-2'iiog(«-o;-s(»,'")i, 

ausgedehnt auf alle ünendlichkeitsstellen e" von F, jede so oft gezählt, aU 
der Grad ihrer Vielfachheit anzeigt, so ist V mit Ausschlnfs der Pnnkl« 
» = r' überall endlich, in der Umgebung einer ft-fachen Unendhchkeits- 
stelle n" ist V — fi log (e — r") holomorph, und V' vermehrt, sich um ein 
Polynom ersten Grades in r, wenn z sich um eine Periode vermehrt, 

Setzen wir jetzt e'' ^ Q(zy, dann ist Q{i) eine in der ganzen Ebenf 
holomorphe Funktion von e, deren Nnllstellen mit denen von F(r) über- 
einstimmen. Bei der Änderung von z um eine Periode a wird 
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7I(«) ein Polynom ersten Grades in z ist. Demnach hat Q{£) die 
ebsmkieristischea Eigenschaften einer Thetafunktion. Setzen wir ebenso 
t^' =^ ö'Wi dann ist Q' {p) eine in der ga,nzen Ebene holomorphe Funktion 
Ton z, deren NnllsteUen mit den Unendliühkeitaatellen von F{2) über- 
einstimmen, and deren Änderung bei einer Vermehrung Ton s um eine 
Periode a durdi 

e'(. + «) - «■» • f"'!" 



Ipegeben ist, wo n'{i) ebenfalls ein 
Betrachten wir jetzt den Ausdruck 



Polynom ersten Grades in z bedeutet. 



t/ = log 



.logF+ V- 



ist y in der ganzen Ebene holomorph, weil für die Stellen a = t' 
«owohl V als logJ"— V und für die Stellen z = z" V und logF-f V 
liolomorph sind. Ferner vermehrt sich U um ein Polynom ersten Grades 
wenn e sich um eine Periode vermehrt. Folglich ist -r- , eine doppelt- 



periodische FunktioD von e, dii 
eich also auf eine Ronstante. 
Also ist 



in der ganaen Ebene holomorph ist, reduziert 
Mithin ist U ein Polynom 2'™ Grades in £. 



WO JJ ein Polynom 2**" Grades von s bedeutet. 

Durch diese Formel ist F als Quotient zweier Thetafunktionen dar- 
gestellt 

Ist die darzustellende Funktion F= ^(z), deren ünendlichkeitestellen 
■W ■= ma -|- «6 jede von der Ordnung 2 ist, dann ist 

i r- löge -l-^' jlog(e - «p) - log(- w) + ^ + { ^' j, 

wo bei der Summation der Gröfse w alle in wo + «6 enthaltenen Werte 
init Ausnahme des Wertes to ^ beizulegen sind. Also ist 



e'W - 



-«(«)'. 



Demnach ist in diesem Falle §'(') ^^ Quadmt der Weierstrafsschen 
Bigmafunktion. 



Kleine Bemerkang zur HelmholtZBchen Wirbeltheorie. 
Von E. Budde. 

Wie allgemein bekannt, hat Helmholtz aus dem Satz 
1. „Das Produkt aus der Rotationsgeschwindigkeit und dem Quer- 
schnitt eines Wirbelfadens ist in der ganzen Länge desselben 
Wirbelf adens konstant." 
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den weiteren Satz abgeleitet 

2. Bin Wirbelladen muTs entweder ringftlrmig in sich verlaufen, oder 
bis an die Grenzen der Flüssigkeit reichen. 

Zu diesem «weiten Satz ist «in Grenzfall denkbar, der wohl hei-vor- 
gehüben /.u werden verdient. Man kann sich nämlich vorstellen, der 
Wirbel faden weite sich im Innern der Flüssigkeit tronipetenffirmig aus, 
etwa so, dafs sein Querschnitt sich nach allen Richtungen asymptotiBch 
einer Ebene H nähert. Dann n imm t die Rotationsgeschwindigkeit seber 
Destandtoile bei fortschreitender Annäherung an die Ebene E ins unend- 
liche ab, und jenseits E ist die Flüssigkeit in Ruhe, ohne data der Satz 1 
dadurch verletzt würde. Auch ist kein Widerspruch gegen den Wortlaut 
des Satzes 3 vorhanden, da man den Vorgang so auffassen kann, dafs 
der Wirbelfaden sich mit abnehmender Geschwindigkeit bis an diejeni^ 
Orense erstreckt, in welcher die Ebene E aus der Flüssigkeit heraustritt. 
Ist keine solche Grenze vorhanden, so weitet sieh der Faden asymptotiKh 
t\t E unendhch ans, und die Rotationsgeschwindigkeit seiner Teilchen ist 
im Unendlichen ein unendlich Kleines zweiter Ordnung. 

Zeichnet man sich die Figur zu dem hier bezeichneten Grenzfall, so 
wird man finden, dafs sie schematisch die Form eines Tornados dar^Ut. 
I)ariu liegt einerseits die Thatsache, dafs die fragliche Grenzform in der 
Natur wirklich vorkommt, und andererseits der Nachweis, dab die blofse 
Form der Wjrbelstönne sieh den hydrodynamischen Gleichungen auch ohne 
Rücksicht auf Kompressibilität, Feuchtigkeit nnd Reibung der LnA i 
ordnet. 



Die Bewe^^an; des Kreisels. 

Von Wai Koppe. 



Luft O lim- II 



Die durch den festen Punkt O gehende Achse eines mit der Winiei- 
gesehwindigkeit 9 rotierenden Kivisets bewegt sich, ohne seitliehen AnstoTs 
freigelassen, gerade so wie sich die Achse des nirAf rotierenden Kreisels 
bewegen würde, wenn auf letzleren anfser der Schwere noch eine fingierte 
Kraft wirkte, welche die Achse stets senkr«cht lu ihrer aogenblicklichen 
Bewegungsebene, etwa nach links, in verdrehen strebt. Es seien 
A, B, r«^— B) die Tri^eitamomente, y d« Winkel der Achse mit der 
VerHkalen, M die Hase, 5 der Schwerpuakt. OS = f. Wird die um 
mit dem Radius 1 beschriebene Kugel tob der Achse in F getroffan, bo 
bewegt sieh der Punkt P auf der Kngelfllciie in betden YUien so wie ein 
9»lhsl&odig<^r Punkt Ton der Masse 1, wtf deu sbwirts, llngs eines Ueri- 
ilians, die Kntt G ^ Mffsäa^/B wirkt, nnd den senkrecht u söner 
angienblieklii^n GesdtwindigkHt 9 die Kmft H9 -= AS9 B nadi link» 
kUlnikt Mnn denk« säA eine Penon, die nnf dem (^obvs lings der ^or 
TOn P «nünng stfaeitei, te pontäv* Dr^anganm sei ^^nbia Tom Unks". 

Wird dw Pndi P fttig>lnM— . sa bew^ er seh an^chat auf eiacnt 
llwUinn nbwtrta wt da- «nchmiw Gcadwin^ntl 6dL Hat er so 
4m MiikÜih» GesckwiBjfgkxat 9 «rtu^ so wird Am« dmcb die sfärende 
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tft H9 um einen kleinen Winkel nach links gedreht, Reduziert man 
itörende Kraft auf einzelne momentane Impulse, so wird die Bahn von 
US vielen Stücken gekoppelt, die unter bloiser Einwirkung von G 
durcblaafen werden, also Peudelbaiinen sind. Die Balut von P, noch oben 
konkav, muTs scbiiefslicb wagcrecht werden, sie muTs dann, symmetrisch ku 
der bisherigen Bahn, wieder ansteigen. In der Höhe des Anfanga-Parallels 
kommt P zur Bube und beschreibt sofort eine /.weite Ranke der Bahn. 

In dem praktisch wichtigsten Falle, wo G sehr grofs ist, sind die 
Bahnranken wirklich Cjkloiden, die nach dem Gesetz des Cjkloidenpcndels 
dm'chlaufen werden. Die störende Kraft lenkt dann sehr stark nach links 
ab, die Banken haben Längen von weniger als I mm, werden durchlaufen 
in etwa '/,^ Sekunde. Ein Bezirk, der viele Banken umfafst, kann also 
noch als eben gelten. 

Rollt nämlich ein Kreis vom Radius a und Mittelpunkt M auf der unteren 
Seite einer Geraden, so dafs er sich noit der Winkelgeschwindigkeit a 
dreht, so beschreibt ein Masse&punkt P seines ümfangs eine Cjkloide. 
Diese Bewegung kann durch die Centripetalkraft PM ■ et* unterhalten 
■werden. Ist A der augenblickliche Berührungspunkt, so lUfst sich geome- 
trisch PM in PA und AM zerlegen. Die Kraft hat also zwei Kompo- 
nenten. Die eine, AM-a^, ist vertikal and hat die konstante Gröfse au*, 
riß kann mit G identifiziert werden, die andere, AM ■ u*, steht senkrecht 
zur augenblicklichen Geschwindigkeit -9 (= AM ■ a) ttnd ist ihr proportional, 
sie kann = II& gesetzt werden. Aus iia^ = G, a =• II folgt die mittlere 
Geschwindigkeit des Fortschreitens = (1b = G/II, endlich die mittlere Ge- 
schwindigkeit der durch die Achse gelegten Vertikalen (Präzessions-G.) 
= aa/sinip = Mfl$/A8. Nach Dämpfung der Oszillationen bewegt sich 
die Kreiselacbso nicht mehr wie der Punkt P des rollenden Kreises, sondern 
nfthert sich asymptotisch der Bewegung seines Mittelpunktes M. 

Steht die Achse fast vertikal aufwßrts oder hängt sie abwärts, so be- 
schreibt P andere Kurven, nämlich die Zweige von Epi- and Hypocy- 
kloiden. 

Ein glockenförmiger Kreisel, dessen Schwerpunkt unter liegt, und 
dessen Achse man von oben mit einem wagerechten Ä-Rrmigen Draht 
berührt, rollt seine runde matenelle Achse an dieser Bahn ab, verdreht 
dadurch seine mathematische Achse, induziert so eine sehr starke Kraft, 
die ihn an das Geleise herunprefat, so dafs er es sicher hin und her um- 
IBuft, ohne selbst an den stark gekrümmten Enden abzugleiten. 

Der am Anfang ausgesprochene Satz soll nun baeicsen werden. Wir 
denken uns einen schwerelosen Kreisel, er rotiere mit der Winkelgeschwindig- 
keit & um seine wagerechte Achse, welche in der Richtung OX Hegt, gleich- 
zeitig drehe sich diese Achse mit der Winkelgeschwindigkeit '9' um die 
Tertikaie Z- Achse, nach links, zur y-Achse hin. Der Beweis kann auf 
«wei Art«n geführt werden. 

Entweder; Man nimmt als Kreisel nur 4 symmetrisch die Achse um- 
gebende Massenpunkte in. Man führt den Kreisel erst durch die Rotation 
Bat aus seiner Anfangslage (1) in eine Hilfslage (2), dann durch die 
Rotation &dl aus (2) in die Endlage (3). In allen 3 Lagen denkt man 
Qm sich mit den Geschwindigkeiten 9, & behaftet. Man bestimmt die 
Iropulse, die jedes »i aus dem Itewegungszustand (1) in (2) überführen, 
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femer aus (2) in (3), und setzt sie an dem starren Kreisel zn* 
sammen. 

Oder: Man denkt sich den anfänglichen Bewegnngszustand des be- 
liebigen Kreisels auf 2 Ejräftepaare yon Momentan -Kräften zurQckgefOhrt, 
AS um OX, J3<& um OZ, Ebenso zur Zeit dt in AS um eine neue 
wagerechte Achse, 0X\ die mit der alten den Winkel ^dt bildet, und in 
J3<& um die unveränderte Achse OZ, Zur Überführung des einen Zustandes 
in den andern ist erforderlich ein Impuls eines Kräftepaares =^ AS^di 
mit der Achse OY^ er müfste an sich den ruhenden Kreisel um OY 
abwärts zu drehen suchen. Denkt man sich daher zwei Kräftepaare, AS9 
und — AS^ hinzugefügt, so unterhält das erste den Verlauf der beschrie- 
benen Bewegung, das zweite sucht den Kreisel um OY beständig aufwärts 
zu drehen. Es bringt unendlich kleine Geschwindigkeiten hervor, die im 
Verlauf vieler Zeitelemente allmählich die Bewegung modifizieren, ähnlich 
den störenden Kräften der Planeten-Bewegung. Dieses zweite Kräfte- 
paar ist die oben benutzte fingierte oder induzierte Ersatzkraft für die 
Rotation. 

Hierin liegt die wahre Ausdehnung der Poinsot sehen Gedanken auf 
den schweren Kreisel. Die insiantcme Achse zeigt sich hier nicht als das 
sachgemäfse Mittel zum anschaulichen Verständnis. Die „fingierte" Kraft, 
zuerst mitgeteilt in Poskes Zeitschrift ü, 1888, 8. 103 (femer IV, 
S. 70 — 83), ist mit Poinsots Zentrifugalkräften, femer mit Goriolis 
Kraft auf eine Linie zu stellen. 

Zusatz. Die Gröfse der Geschwindigkeit ^ für ein bestimmtes tp wird 
von der Kraft H^ nicht beeinflufst, sie folgt also dem Gesetz des sphärischen 
Pendels. Während aber die Pendelbahnen ihre konkave Seite nach dem 
unteren Teil der Kugel wenden, sind die Kreiselbahnen, unter EinfluTs der 
Kräfte G und H^, auch bei mäfsigem S und bei beliebigen Anfangs- 
bedingungen im tie&ten Gebiet der Kugel sicher nach oben konkav. Selten 
werden sie durch den tiefsten Punkt der Kugel hindurchgehen. 
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Heraasgegeben vom Vorstände der Gesellscbaft. 
5. Sitmng am 26. Feliruai- 1902. 

Vorsitz: Hen- Weingarten. 

Anwesend 40 Herren. 

Folgende Beschlüsse werden gel'afst: 

Alle Herren, welche sich bis zum Beginn der heutigen Sitzung ; 



Eintritt iD die Gesellschaft gemeldet haben, gelten als Mitglieder. Für die 
Aufnahuio weiterer Mitglieder wird folgendes featgesetit. Wer Mitglied der 
Gesellschaft zu werdsn wünscht, mufs durch zwei Mitglieder beim Vorstande 
angemeldet werden. Dieser giebt in der ersten anf die Meldung folgenden 
Sitzung die gemeldeten Namen bekannt; erfolgt bis zur daranffolgenden 
Sitzung kein Widerspruch, so gelten die gemeldeten Personen als Mitglieder 
der Gesellschaft. 

Der Erwerb der Mitgliedschaft ist vom Wohnorte unabhängig. 

In den Sitzungsberichten erscheinen nur wissenschaftliche Mitteilungen 
und Referate, die von Mitgliedern in den Sitzungen der Gesellschaft vor- 
getragen und noch nicht anderweitig veröffentlicht sind, und zwar unter 
dem Namen des Vortragenden. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Adler: Zur Theorie der Zeichen Instrumente (s. u.). 

Herr Wallenberg: Zur Theorie d«r Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Der Vortragende spricht über den Satz des Herrn Michel 
Petrowitsch (These de Doctorat, Paris; Comptes rendus 1894), dafs eine 
Differentialgleichung erster Ordnung und ersten Grades 
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"Worin P und Q ganze rationale Punktionen von x und y sind, höchstens 
drei selbständige, d. h. algebraisch von einander unabhängige eindeutige 
transcendente Integrale besitzen kann. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Adler, Dziohek, 
Güntsche, Heasenberg, Koppe, F. Möller, Steinitz, Wallenberg, 
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6. Sitzung am 19. HSrz 1902. 

Vorsitz: Herr Weingarten. 

Anwesend 38 Herren. 

Verlesen wird das im Auftrage der Gesellschaft an Herrn Dedekind 
gerichtete Glückwunschschreiben zum fünfzigjährigen Doktorjubiläum (s. jl\ 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Hauck: Über aneigentliche Projektionen. 

Herr Hensel: Algebraische Zahlen und analytische Fiuiktionen (s. il). 



Zur Theorie der Zeiclieiiinstrnmente. 

Von A. Adler. 

Die gebräuchlichsten Zeichenhilfsmittel sind der Zirkel, das Lined 
(zwei parallele Linien im konstanten Abstände) imd der bewegliche rechte 
oder spitze Winkel (etwa aus Holz). Die naheliegendste Frage ist die nach 
dem Wirkungsbereiche eines jeden dieser Instrumente; davon soll im Nach- 
folgenden kurz die Rede sein. Ausführlicheres findet sich in der beigegebenen 
Litteratur. 

1« Was den Zirkel anlangt, so hat bekanntlich Mascheroni gezeigt, dafis 
man alle geometrischen Konstruktionsaufgaben, welche man gewöhnlich mit 
Hilfe des Zirkels und der geraden Linie löst, also alle sogenannten geo- 
metrischen Aufgaben 2. Grades, nur mit Hilfe des Zirkels allein lösen kann; 
ein Resultat, welches auch praktisch genonmien wertvoll ist, da ja der 
Zirkel das genaueste Zeiehenhilüsmittel bildet. Die Konstruktionen, welche 
Mascheroni lehrt, sind zwar einfach, aber meist auf so künstUchem Wege 
gefunden, dals wohl jeder Leser seines Werkes das Bedttr£nis f&hlt, diese 
Konstruktionen aus einem einheitliehen Prinsip heraus zu entwickeln. 

IMes gelingt nun viel leichter, als man bei dem Umfange des Gegen- 
standes vermuten würde, und zwar mit Hufe des Prinzips der reziproken 
Radien. Es ist dabei nur notwendig, eine Konstruktion anzugeben, naidi 
welcher man mit dem Zirkei allein zu einem Punkte P in Bezug auf den 
festen Kreis K (mit dem Mittelpunkte 0) den inversen Punkt JP^ finden 
kann. Zu dem Zwecke schlägt man aus P als Mittelpunkt den Kreis mit 
dem Radius PO und erhält so die Schnittpunkte ^ und iS^ mit K und 
im Schnittpunkte der beiden Kreise, welche ^ resp. ^ zum Mittelpunkte 
haben und durch (> gehen. ^*hon den gesuchten inversen Punkt P\ 

Jede ausg^ftlhrte g^>metnsche Aufgabe :^. Grades bildet eine Figur i*, 
welche aus geraden Linien und Kr«iäen besteht: die zu jP in Bezug auf K 
inver$e Fipir K' besteht daher nur aus Kreisen und kann also mit dem 
Zirkel allein durchgeführt werden. Da aber auch der Übergang von F za 
y nach Obi^m nur mit Hilfe des Zirkels allein geseidmet werden kann, 
^ isi damit schon bewieij^Ni« dafs sich jede Aufgabe :^. Grades mit dem Zirkel 
allein KVen lälst« und ist auch schon ein bratK^hbarer Weg angegeben: Man 
iitntt sich nSüuach die vor^le^e Aufgabe auf dem gewohnlichen Wege ge- 
l^i, wv^urch man vor dem geistigen Aug« die Figur F eziiilt; nun xddme 
man die in He^u^ auf einen i^ass^nden Kneis K inverse Figur F' und zu 
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I Bo arhalteiieii R«sultiLt von F' das inverse Oebilde, wodorch die Auf- 






Schlugt man diesen Weg ein, so erhält man anf durchsichtigem Wege 
i Mehrzahl der Slascheronischen Konstruktionen; besonders einfach wird 
jvtzt auch die LSsung einer Hauptaufgabe, die besondere Schwierigkeiten be- 
ntet, nJImlich eine Strecke AB mit dem Zirkel allein in n gleiche Teile in 
U-legen. Man braucht jetat nur als Kreis K den mit A als Mittelpunkt 
lad AS als Kadius anzunehmen, die Strecke AB ferner (n — l)-mal nacb- 
inander auf ihrer Verläogerong aufzatragen und zu dem so erhaltenen End- 
ipnnkte den inversen in Bezug anf K zu konstruieren. 

Unsere Konstruktion des ioversen Punktes P' ist auch aus dem (irnnde 
■^beachtenswert , dafs sie einfacher als die gewöhnlich angewandte ist, und 
|Weil sie wohl Überhaupt zu den einfachsten, allgemeinen Konstruktionen 
welche man mit dem Zirkel allein durchßhren kann, wodurch 
rieder die fundamentale Bedeutung des Prinzips der reziproken Radien 
■ die Kreislehre hervortritt. 

2. Auch mit jedem anderen der oben angefahrten Zeich enhilfsmittel 
aZIettt, dem Lineal, dem rechten oder spitzen Winkel, kann man jede geo- 
metrische Aufgabe '2, Grades streng lösen; die Konstruktionen, welche man 
dabei findet, sind oft sehr einfach und haben anch praktischen Wert, nament- 

^licb die mit dem Lineal allein für Meratischarbeiten. 

Bemerkt sei noch, dafs man mit zwei beweglichen rechten Winkeln 

I Auch Gleichungen 3. und 4. Grades strenge lösen kann, indem man der 
in Cremocas .graphischem Kalkul" dargestellteo Methode Lills zur Kon- 
struktion der Wurzeln algebraischer Gleichungen folgt. Der bewegliche rechte 
Winkel ist demnach das mächtigste der gewöhnlichen Zeichenhilftmittel. 

^Es sei noch die wichtigste lAttcraiur des Gegenstandes angegeben: 
1. Mascheroais Werk „La geometr ia del compasso" erschien 1797 
n Pavia und ist mehrfach ins Deutsehe ütertragen und bearbeitet worden. 
2. Von Steiner erschien 1833 die Schrift: Die geometrischen Kon- 
struktionen ausgeführt mit Hilfe der geraden Linie und eines festen Kreises^'; 
bemerkt sei aber, daft yiele der von Steiner hier angegebenen Konstruktionen 
sich in Lamberts „freier Perspektive" 1774 vorfinden; die Möglichkeit, 
alte geometrischen Konstruktionen mit Hilfe eines festen Kreises und der 
geraden Linie zu lösen, wurde auch schon von Poncelet gezeigt in seinen 
„Proprietea" (S. 187—190) 1822, 

3, Von dem Verfasser dieser Zeilen erschienen 1890 zwei kleine Auf- 
sätze in den Wiener Berichten unter den Titeln: „Über die zur Ausführung 
geometrischer Konstruktionen notwendigen Hilfsmittel", und „Zur Theorie 

|,dw Mascheronischen Konstruktionen". 

Herr F. Klein hat bekanntlieh 1695 ein Werk erscheinen lassen: 

LfVortrBge über ausgewäblte Fragen der ElementArgeometrie". Klein fühil 

insbesondere die Konstruktion des regelmäfisigen 17-Eckes mit Hilfe 

I festen Kreises und der geraden Linie aus und wirft in einer Fufsnote 

l^f S. 27 die Präge nach Lösung derselben Aufgabe mit Hilfe des Zirkels 

lallein auf. Die Antwort darauf ergiebt sich nach Obigem ohne weiteres; 

aur zur Kleinschen Konstruktion die inverse in Bezug auf den 

L Kreis zu seichnen. 
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h. H«rr Hubert b«liudett ü 
di<* geometruchea Konstruktioneii sn^efohrt : 
ftinnn Streck^nübertrayrr. Man l&im «ber mit i 
Hilfinniltel nlcbt jnU geometrücbe Aufgabe 3. 
nu'bt, welch« die Konstnilrtioii von V«* — 6* ' 
^ebeoR Htf-fckm sind Herr Hilbert beweist, < 
Wnraelauatinicke« mit seiaea Hilfsmitteln nicfat mS^tk iit, t 
dalii man wofal damit die aucb mit dem Zirkel allein \ 
Uren Polygone, ebemo x. B. da« Halfattiacbe FnHäan, 
Apolloniu'be lösen kann. 

6. Herr Feldblnm zeigt in einer Doklordissertatün „Oka- il i iiili 
geometrische Konstrolctionen" (Göttingen 1899) zonädut fie t^gmag iK 
ElumentiirauJ'gabeti mittelst Strec](enäl>ertrager ttnd geniier Löne, fcnv & 
LflNiing der Mall'attiscben Aufgabe, die Konstruktion der imi l M lh i ^ iB &- 
und lO-Eeke mit diesen Hllismiti«ln; er weist auch geomietriadi nadi, iab 
es nicht möglich igt, damit einen Kreis za konstruieren, weldier 3 ftnk 
Linien bertÜirt und durch einen gegebenen Punkt gebt 

Herr Feldblnm führt hierauf 2 Instnunent« ein, den It 
den WinkfidrilÜer ; das erstere besitzt die Form eines I 
S Ecken Gelenke Bind und wobei der 4. Eckpunkt auf t 
Diagonale gleitet; das zweite besteht ans der Verbindung vod iwei denit^n 
Mechanismen. Herr Feldblum beweist einfach, daEs der Winkelhalbicrergcnn 
gleichwertig dem ätreckcnUb ertrager beim Konstruieren ist. and dab man mit 
dem Wlnkeldrlttler die Wurzeln Jeder kubischen Gleichung mit positiiv 
DiHkriminanto kongtnueron kann, also insbesondere den Kreis in 7 odar 
13 gleiche Teile zerlegen kann, wie Herr Feldblum auch des nsberen ui^ 
Man ist aber nicht Imstande, mit einem dieser beiden Instrumente Ya* — £* 
zu konstruieren j selbst beide Instrumente zusammen machen daher dn 
Zirkel nicht entbehrlich. 



Qlflokwunsohsohrelben der Berliner Mathematischen Oegellschaft ma 
fünfzigjährigen DoktorjabUänm des Herrn R. Dedekind. 

Hochgeehrter Herr Uebeimratl 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft spricht Ihnen zur fonfsigilbrigen 
Wledorkeiir des Tages, an welchem Sie die ersten akademischen Ehren er- 
warben, die herzliGbst«n OlUckwÜngche aus. 

Mit Dankbarkeit und Bewunderung gedenkt die mathematische Welt 
der reichen Früchte, welche Ibre rastlose Arbeit an den schwierigslen 
Problemen unserer Wissenschaft gezeltigt hat. 

Sie haben den fundamentalen Begriff des Zahlkörpers ausgebildet und 
die Qesetie der Teilbarkeit gaiuer Zahlen mittelst ganz neuer Methoden 
und Begriffsbildungen auf den allgemeinsten Körper ausgedehnt. Die Unter- 
suchungen über die Komposition und Klassenzahl der quadratischen Formen, 
welche au Oanfs' und Diricblets höchsten Ruhmestiteln gehSren, haben 
Sie verallgemeinert, Ihrer Theorie der Ideale eingeordnet und damit den 
tiefen)] Süm der Ut«ren Resultate dargelegt Ein besonderer Genots wird 
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«S fOr den Liebhaber der höheren Arithutetik immer Eein, zu verfolgen, wie 
Sie, von der Theorie der höheren Eongmeny.en ausgehend, jene räteelbaften 
Ausnalimeeracheinungen aufgeklärt haben, welche die Faktoren der Diskrimi- 
nante bei der Zerlegung der algebraischen Zahlen in Paktoren darbieten. 

Wenn alle diese Untersuchungen znra vollen Verständnis eine ein- 
gehende Vertiefung in die Algebra und Zahlentheorie erfordern, so haben 
Sie durch die Bearbeitung der Vorlesungen Diriehlets die weitesten Kreise 
der mathematischen Welt zu Dank verpflichtet und filr das Studium der 
h&hereu Arithmetik das grundlegende Lehrbuch geschafTen. 

Aber Ihre Thätigkeit war keineswegs auf eine einzelne Disziplin unserer 
Wissenschaft beschränkt; wie Sie schoa innerhalb der Arithraetik, auf 
Diriehlets Bahnen fortschreitend, die mannigfaltigsten Beziehungen zur 
transzendenten Analysis anknüpften, so haben Sie durch Ihre Begründung 
der Theorie der Modulf unktioncn f^ das Studium einer der interessantesten 
speziellen Funktionen die sicJiere Basis geschaffen. Sie haben femer durch 
die Bearbeitung unvollendeter Untersuchungen vonDirichlet undBiemann 
verschiedene Probleme der mathematischen Physik und der Mannigfaltigkeit«- 
lehre wesentlich gefordert. 

Endlich sind Sie der mächtigen, auf die Kritik der Grundbegriffe aus- 
gehenden Bewegung unserer Zeit ein Führer gewesen, indem Sie durch Ihren 
Begriff des Schnittes eine ebenso eigen artige wie fruchtbare Lösung des 
Problems, die Stetigkeit »vithmetisch zu erfassen, gegeben hoben, und in 
Ihren Untersuchungen Über den Zweck und das Wesen der ganzen Zahlen 
iie Schwelle der erkenntnistheoretischen Schwierigkeiten vor- 
gedrungen sind. 

Die dankbare und bewundernde Anerkennung der mathemati sehen Wetl 
Ihnen seit langen Jahren in reichem Mafte zu teil geworden; den 
schönsten Lohn Ihrer Arbeit aber haben Sie, so denken wir, an dem Be- 
wufstsein, in die lebendige Entwicklung der Wissenschaft auf das kräftigste 
eingegriffen und dem stolzen Bau der mathematischen Erkenntnis die Spuren 
Ihres persönlichen Schaffens in unauslöschlicher Weise eingeprägt zu haben. 
Möge Ihnen die Freude der Arbeit und der Vollbesitz aller Geisteskräfte 
noch lange erhalten bleiben. 

Mit dem Ausdruck aufrichtigster Verehrung 

Die Berliner Mathematische Gesellschaft 

Berlin, den 18. März 1902. 



Über analjtisclie Fanktioiieii und algebralsoliB Zahlen. 

Von K. Hensel. 

Vergleichen wir die Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Variablen mit der Theorie der algebraischen Zahlen, so tritt uns besonders 
ein wesentlicher Unterschied in diesen beiden Disziplinen entgegen: 

In der Fnnktionentheorie untersuchen wir eine algebraische Funktion 
der Umgebung irgend einer Stelle, welche im Endlichen oder im Un- 
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endlicfaeo liegen kann; in beiden Fällen sind die Methoden und dte Besiiltate 
absolut identisch; diese Fülle brauchen also gar nicht von einander onter- 
schieden zu werden. In der höheren Arithmetik werden die algcbnüSL'hen 
Zahlen einmiil auf ihre Teilbarkeit untersucht mit Kfllfe der Idealtheorie, 
zweitens in Bezug auf ihre GröJse, und diese Frapen lUhreu auf die Theorie 
der Einheiten und im weiteren Umfange auf die Retraohtnngen, welche man 
nach Minkowski als die Geometrie der Zahlen bezeichnet. Während die 
Resultate dieser beiden arithmetischen Untersuchungen sehr ähnlich sind, 
erscheinen ihre Methoden völlig verschieden. 

Während femer die Idealtheorie und die Theorie der £inbeit«n auf 
das Gebiet der algebraischen Zahlen beschränkt ist, bleibt die Theorie der 
analytischen Funktionen auf die transzendenten Funktionen genau ebenso 
anwendbar wie auf die algebraisehen Punktionen; sie führt uns in natur- 
gemafsem Übergange aas dem Reiche der algebraischen Gröfsen lu den 
einfachst«n mit ihnen zusammenhängenden transzendenten Funktionen und 
ergiebt nun eine einleuchtende Einteilung derselben nach ihren charakteriächen 
Eigenschaften. 

Durch langjährige Bescbäftigang mit jenen beiden Disziplinen von diesein 
Gesichtspunkte aus wurde ich zu einer Auffassung der Lehre von den 
allgemeinen Zahlgröfsen hingeführt, welche man als Ausdehnung der Theone 
der analytischen Funktionen auf die ZahlgrQfsen ansehen kann, und welche 
mir einen neuen Einblick in die Natur der rationalen algebraischen und 
transzendenten Zahlen zu gewähren scheint. Sie hat bisher als gesichertes 
Resultat eine vollständige und völlig einheitliche Behandlung der algebraischen 
Zahlen nach ihrer Teilbarkeit uttd nach ihrer Gröfse ergeben, und ich mOchte 
meine Auffassung an diesem Beispiele dadurch erläutern, dafs ich die Qrond- 
lagen der Theorie der rationalen und algebraischen Funktionen mit den- 
jenigen der rationalen und algebraischen Zahlen vergleiche. 

Eine eindeutige analytische Funktion besitzt an jeder Stelle (pr =• ■) 
oder (x <^^ oo) rationalen Charakter, wenn sie in der Umgebung deraeUwn 
in eine Potenzi-eihe 

r(.^)-^a,(x^,)', bm. 2°»(s)' 

entwickelt werden kann, welche höchstens eine endliche Anzahl negativer 
Potenzen enth&lt, wenn sie also für jene Stelle mit jeder vorgegebenen 
Genauigkeit, d. h. fJir eine beliebig hohe Potenz {x — n)* als Modul durch 
eine rationale Funktion von r aiisd rückbar ist. Ordnet man der Stell« 
^a; ^ a) einen Primfaktor p üu und sagt, dafs r (i) durch pf teilbar ist, 
wenn r (x) an der zugehörigen Stelle die Ordnungszahl ^ hat, so entspricht 
jeder endlichen und der unendlich fernen Stella je ein Primfaktor, und für 
das Rechnen mit diesen Primteilem bestehen die emfachen Gesetze ffir die 
Primzahlen in der elementaren Arithmetik. An Stelle von x — n bzw. von 
— kann auch irgend eine Funktion erster Ordnung für jene Stelle gewählt 
werden, an Stelle der KoefEidenteB o* kann man irgendwelche wohldefinierteo 
Punktionenelemente von nicht negativer Ordnung voraussetzen, wobei wir 
aher üpeziell den Anfangskoeftizienten a^, als von nullter Ordnung annehmen 
wollen. AUe rationalen Funktionen besitzen an jeder Stelle rationalen 
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Chankter, auf sie köimen daher die Gesetze der elemest&ren AriUun«tik 
Dberall angewendet werden. 

Eine n-deatige aualytiscbe Funktion y besitzt an jeder Stelle (x = a) 
oder (x ^ (Xi) algebraischen (.'barakter, wenn ihre w Werte in der Dm- 
gebung derselben nach ganzen oder gebrochenen Potenzen der zugehörigen 
Linearfoktoreu entwickelt werden kilnnen, welche höchstens eine endlioh« 
Ansahl negativer Potenzen enthalteo, wenn sie also an Jeder Stelle {x = a) 
mit jeder vorgegebenen Genauigkeit, d. h. fUr eine beliebig hohe Potenz 
(i — a)" als Modul durch eine algebraische Funktion dargestellt werden 
kann. Ordnet man der Stelle (x^ tt)n gleiche oder verechiedene Prim- 
teiler ^,, '^, ...,$, no, und sagt man, dafa y t. B. durch '^^' teilbar Lft, 
wenn die Entwickelung von j/; an jener Stelle die Ordnungszahl p, hat, 
80 bestehen wieder fiir das Rechnen mit jenen Primteilern die Oesetzo der 
elementaren Arithmetik. 

Genau ebenso wollen wir sagen, eine ZablgrOfse r hat Oberall 
rationalen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschallen besitzt: 

1) Sie kann in eine nach fallenden Poteuzen einer beliebigen Zahl w, 
s. B. von 10 fortschreitende Reihe entwickelt werden, mit wohl definierten 
Koeffizienten, welche ihrer Grölse nach unterhalb m liegen, und diese Ent- 
wickelung enthalt höchstens eine endliche Anzahl positiver Potenzen von m. 
Eine solche Gleichung: 

,■ = -V _L ^tl _J 

mP ^ »t* + • ^ 

spricht nur aus, daTs r eine endliche Zahl ist oder mit jeder vorgegebeneu 
Annäherung der GröFse nach durch eine rationale Zahl dargestellt werden kann. 

2) Sie kann nach steigenden Potenieu einer beliebigen ganzen Zahl (i 
in eine Reibe 

ftpf^e + bp+iftf +! + ■■- 

mit wohldelinierten Koeffirienten iij < fj entwickelt, d, h. mit jeder Annäherung 
(für eine beliebig hohe Potenz von fi als Modul) durch eine rationale Zahl 
dargestellt werden. 

Alle rationalen Zahlen haben überall rationalen Charakter, da sie 
erstens stets endlich sind, und zweitens jede rationale Zahl im Zahlen' 
Systeme mit der Grundzahl ^ auf eine einzige Weise dargestellt werden kann. 
Auf die hier sofort sich darbietende Umkehrung dieses Satzes gedenke ich 
bei einer anderen Gelegenheit einzugehen. 

Ordnet man speziell jeder Primzahl p einen Primteiler p zu, und sagt 
man, dafs r durch p^ teilbar ist, wenn die zn p gehörige Entwickelung die 
Ordnungszahl p besitzt, so ergeben sich für das Rechnen mit diesen Priui- 
teilem diejenigen Gesetze, welche in der elementaren Zahlentheorie für die 
zugeordneten Primzahlen entwickelt werden. Dasselbe ^t hinsichtlich der 
Gröfse jener Zahlen r, wenn man ihnen fttr den zugeordneten Primteiler ))^ 
eine geeignet präzisierte Ordnungszahl giebt. 

Allgemeiner will ich sagen, eine n - wertige ZahlgrÖäe | hat überall 
algebraischen Charakter, wenn sie die folgenden beiden Eigenschaften besitzt: 

l) Ihre n Werte li. In ' ' 'i G» können nach fallenden Potenzen 
einer beliebigen Zahl m mit wohldefinierten Koeffizienten entwickelt werden, 
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welche ihrem absoluten Betrage uoch kleiner als m sind, d. h. diese n Werte 
sind endliche reelle oder komplese Zahlen, 

2) Ihre n Werte können nacb steigenden Potenzen einer beliebigen 
Zahl n, z. B. einer beliebigen Primzahl p in R-eihen mit wofaldefinierten 
EoefhzienteD entwickelt werden, welche nach ganzen oder gebrocbencD 
Potenzen von p fortschreiten und höchstens eine endliche Anzahl negativer 
Potenzen von jp enthalten. Eine fiolcbe Zahlgröfse bat also algebraischen 
('harakter, wenn sie sowohl ihrer Gröfse nach, als auch für jede noch so hohe 
Potenz fi^ einer beliebigen Zahl fi als Modul mit jeder vorgegebenen 
Genauigkeit durch algebraische Zahlen darstellbar ist 

Die gewöhnlichen algebraischen Zahlen, d. h. die Wurzeln ganzzahliger 
Gleichungen sind Zalilgrörsen, welche überall algebraischen Charakter haben. 
Dafs dieselben nach fallendat Poten/.en von »» entwickelt werden kSnnen. 
lehrt, der E ins tenzbe weis der Wurzeln, daTs dasselbe aber auch für die 
Entwickelnng nach steigenden Potenzen jeder Zahl ^ bezw. jeder Primzahl /i 
der Fall ist, muTste erst bewiesen werden; ich habe einen direkten und 
sehr einfachen Beweis dieser Thatenche in einer in diesem Winter gehaltenen 
Vorlesung auseinandergesetzt. 

Auf alle ZahlgrSrsen, welche überall algebraischen Charakter haben, 
können die Gesetze der elementaren Arithmetik ohne weiteres angewendet 
werden. Ordnet man nämlich jeder PrimiaU p wieder n gleiche oder ver- 
schiedene Primdivisoren p^, pj, - ■ ■, p„ zu und sagt, die Zahl | euthäli 
z. B. den Priniteiler p,- in der g^-t^n Potenz, wenn die Entwickelung von |^ 
nach Potenzen von p von der g^-ten Ordnung ist, so gelten Mr das Rechnen 
mit diesen Priniteilem die einfachen Gesetze der elementaren Zahlentheorie, 
und die Anwendung derselben auf algebraische Zahlen liefert die vollständige 
Theorie der Ideale. 

Ebenso kann man die Entwickeiungen jener Zahlen nach fallenden 
Potenzen von m behandeln, und wenn man ancb hier die Ordouuggzahlen 
geeignet definiert, so evhiilt man eine vollständige Theorie der Einheiten. 

Genau dieselben Prinzipien kann man auch auf die Theorie der al- 
gebraischen Funktionen zweier Variablen anwenden, wie ich demn&ohst an 
einer anderen Stelle ausführlich darlegen werde. 
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7. Sitznng am itO. April 1902. 

Vorsitz: Herr Kneser. 

Anwesend 35 Herren. 

Der Vorsitzende gedenkt vor dem Eintritt in die Tagesordnung des 
schweren Verlustes, den die Wissenschaft durch das Hinscheiden des Herrn 
L, Fuchs erlitten hat. 

Verlesen wird die Antwort des Herrn Dedekind auf die ihm dar- 
gebrachten Glückwünsche der Gesellschaft (s. u.) sowie das Protokoll der 
Verhandlungen über den nächsten internationalen Mathematikerkongrefs, 
welche im März unter Anteilnahme eines Vertreters der Gesellschatt zu 
Leipzig abgehalten worden sind. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Reifsiier: Mechanische Analogie zur Elastizität (s. u.). 

Herr Hauck: Nachtrag zu dem m der vorigen Sitzung gehaltenen 
Vortrage (s. u.). 

Herr Opitz: Über die Frage nach den Brennünien eines sehr dünueu 
utigmatischeD Strahlenbündels und ihre Bedeutung für das Bildpunktprobtem 
der geometrischen Optik (s. u.). 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hahu, Hauck, Hesseu- 
berg, Koppe, Lampe, Opitz. 

8. Sitznng am 28. Mai 1902. 

Vorsitz: HeiT Kneser. 

Anwesend 38 Hen'en. 

Wissenschaftliche MitteUungea: 

Herr Dudde: Ober eine Gruppe von gewöhnlichen Differential gl eichungen 
Eweiter Ordnung zwischen zwei Veränderlichen (s. n.). 

Herr Hessenberg: Über die Gleichung der geodätischen Linien. 

Herr Bothe: Bemerkungen über ein spezielles krummliniges Koordinat«n' 
■ystem (s. u.). 

Ä» der Diskussion beteiligen sich die Herren Badde, Hamburger, 
Hessenberg, Knoblauch. 
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Antwort des Heni) Dedekind auf das Schreiben der Berliner 
Hathematisclien ßeseUschaft (8. S. 28). 

An die Berliner Mathematische Gesellschaft zn Händen dfs 
Herrn Geh. Regierungsrat Weingarten zu Charluttenbnrg. 

Hochgeehrter Herr KoUegel Durch die Zuschrift, welche Sie und die 
Herren Kneser und Jahnke im Namen der Berliner Mathematischen Ge- 
sellschaft mit so heralichen Glückwünschen nn meinem Doktor-JnbiUunj am 
18. März mir gewidmet haben, fühle ich mich hoch geehrt. Sie entwerfen 
ein überaus wohlwollend gezeidinetes Bild von den mathematischen Arheil«i, 
in welchen ich versucht habe, nach meinen Kräften einige Beiträge zn der 
durch ihren Reichtum überwältigenden, unvergleichlichen Entwicklung m 
liefern, welche unsere Wissenschaft in der zweiten HiLlfte des verflossenen 
Jahrhunderts erfahren hat. Das, was in der vorausgegangenen Zeit einige 
wenige, in eiusamer Höhe stehende gröistc Geister geschaffen hatten, begano 
damals Gemeingut zu werden und immer grölsere Kreise in unwidcisteb- 
lichem Strome mit sich fortzureilsen zu fruchtbarer Arbeit auf neu er- 
öffneten Bahnen. Denke ich zurück an meine Jugendzeit, an den damaligen 
Stand des mathematischen Studiums an den Universitäten, an die durch- 
schnittlich recht mangelhafte Durchbildung des mathematischen Lehrer- 
standes, so läfst der Vergleich mit der Gegenwart einen gewaltigen Fort- 
schritt erkennen, und ganz besonders charakteristisch erscheint mir hierfür 
das WiederanfbtUhen älterer ond die Bildong ganz neaer GesellschafleD zu 
sein, die sich in gemeinsamer Arbeit die Pflege der mathematischen Wissen- 
schaft und ihre Verbreitung in gröfseren Kreisen zum Ziel erwählen. So 
begrUTse ich auch mit Freude die jüngste solche Vereinigung, Ihre Berliner 
Mathematische Gesellschaft, als ein hoffnungsreiches Zeichen für die unauf- 
hörlich fortschreitende mathematische Bewegung im neuen Jahrhundert. 

Indem ich Sie bitte, hochgeehrter Herr Kollege, der Berliner MaÜie- 
roatischen Gesellschaft meinen herzlichsten Dank fftr die hohe Ehrung m 
übermitteln, deren sie mich gewürdigt hat, verbleihe ich mit ausgezeichneWr 
Hochachtung Ihr ergebenster 

Braunschweig, 1. April 1902. U. Dedekind. 



Über uneigentliobe Projektionen. 

Von G. Hauck. 



1. Es sollen zunächst die wichtdgst«n Sötie aus der (noc'h unver- 
öffentlichten) Theorie der paralielpr(>je):tiv-trämrarm Vfncandtschaft, soweit 
sie im Nachfolgenden in Betracht kommen, kurz skizziert werden. 

Projiziert man ein räumliches Punktsystem parallel mit drei be- 
liebigen Richtungen auf drei Projektionsebenen und bezeichnet je drei 
solche Punkt« x, x', x" der drei Ebenen, die die Projektionen des n&mliohan 
Raumpunktes X vorstellen, als einander zugeordnet, so werden iladurcli 
lenkte der drei Ebenen trilinear auf einander bezogen. 
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Die drei Ebenen, die durch je zwei projizierende Strahlen eines Raum- 
punktes gelegt werden, schneiden die drei Projektionsebenen nach secha 
Geraden, die wir Eernsiralilen nennen. Für mehrere Raumpunkte sind die 
gleichartigen Kern strahlen tinter sich parallel und bilden sechs Par&llel- 
Btrahlenbtlschel, von denen je zwei projektiv sind und perspektiv liegen in 
Bezug auf die Schnittkante (Gru«rfscftniti) zweier Projektionsebenen. Wir 
bezeichnen sie als gegnerische Kernstrahleabflscbel. Die Zuordnung der 
Punkte der drei ebenen Systeme kann nun auch so ausgedrückt werden: 
Von einem Tripd zugetyrdneter Punkte x, x', s" müssen je ewei auf ent- 
sprechenden Strcütlen der betreffenden gegneriscketi Kemstralücnbüschel liegen. 
Dadurch ist die Zuordnungsbe Stimmung ganz in die Systemebenen selbst 
Terlegt. Man kann beliebige Tripel zugeordneter Punkt« durch Zeichnung 
in den Systemebenen bestimmen, ohne im. Raum zu operieren. 

Die durch die Perspektivität der gegnerischen Kern strahle nbüachel be- 
dingte besondere Lage der drei ebenen Systeme nennen wir orientierte 
Lage. Sie kann beliebig variiert werden: Im Schnittpunkt der drei Pro- 
' jektionsebenen (Seheiletpunkt) liegt ein Tripel zugeordneter Punkte ver- 
einigt. Man kann nun jedes beliebige Tripel », «', o" da^.u bestimmen, 
dafs es in den Scheitelpunkt zu liegen kommt. Die zugehörigen Grund- 
achnitte ergeben sich dadurch, daTs man je zwei gegnerische Kemstrahleii' 
bflschel nach kongruenten Punktreihen schneidet, die durch die bezüglichen 
Punkte des Tripels a, a', a" gehen (oo' Möglichkeiten). Fügt man dann 
die drei Systemebenen zu einem Dreikant so zusammen, daTs je zwei kon- 
gruente Punktreihen in einer Kante (Grundschnitt) vereinigt werden, so ist 
die orientierte Lage hergestellt. 

in dieser neuen orientierten Lage stellen die drei ebenen Systeme 
wieder die Parallel Projektionen eines rflumlicheu Systems vor. Die pro- 
jinerenden Richtungen und der zu einem Tripel x, x\ x" gehörige Raum- 
punkt X ergeben sich durch den Schnitt der drei Ebenen, die durch je 
(wei gegnerische Kern strahlen des Tripels gelegt werden. Das jetzige 
r&umllche System ist aber verschieden von dem früheren, es ist zu ihm nur 
affin verwandt. Dia gegenseitigen Beziehungen zwischen den drei ebenen 
Systemen sind gänzlich unabhängig von der jeweiligen Orientierung und von 
der durch sie bedingten verschiedenen Gestaltung des räumlichen Systems, 
als dessen Projektionen die drei ebenen Systeme bei verschiedener Orien- 
tiening erscheinen. — Dadurch greift in der Theorie der trilinearen Ver- 
wandtschaft eine gröfsere Freiheit in der Auffassung der zur Darstellung 
eines räumlichen Gebildes zusammenwirkenden Projektionen Platz, als sie in 
der darstellenden Geometrie hislimg statthaft erschien. 

In einer und derselben Ebene befinden sieb die drei ebenen Systeme 
in orientierter Lage, sobald sie so gelegt werden, dafs ein Tripel zugeord- 
neter Punkte in einem Punkt vereinigt iat. 

Die Verwandtschatt ist bestimmt, wenn die drei Winkel, die die Kern- 
riehtungen in jedem System mit einander bilden, und die drei Projektivitilts- 
verhältnisse der drei gegnerischen Kern büsche] paare (Verh. der Abstünde 
aweier Paare entsprechender Strahlen) gegeben sind. Die verschiedenen 
Arten und Unterarten der paralielprojektiv- trilinearen Verwandtschaft werden 
obarakterisiert durch gewisse Beziehungen, die zwischen diesen 6 Bestimmungs- 
grCfsen stattfinden. 
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2, Unter der reichen Mannigfaltigkeit der Terschiedonen Verwandt- 
Schaf tsformen ist die einfachste diejenige, die durch die Bedingung gekenn- 
zeichnet wird, dafs die Summe der drei Kerustrahlen winke! = 21i ist, und 
daJs die drei Proj ekti vi täts Verhältnisse je = 1 {also je zwei gegnerisch« 
Kemstrahlenbüschel kongruent) sind. 

GeraaXs dieser Bedingung können drei solche Systeme stets in eine der- 
artige orientierte Lage in einer und derselben Ebene gebracht werden, bei 
welcher je zwei gegnerische Kemstrahlenbüschel sich in Deckong hefindeo. 
Je drei zugeordnete PuoMe bilden dann die Ecken von lauter äbnlichm 
and ähnlich liegenden Dreiecken , in deren Seit«n je zwei entspreehend« 
gegnerische Kemstrahlen vereinigt sind. Die Grundschnitte und der 
Scheitelpunkt sind unbestimmt In jedem Punkt der Ebene sind drei m- 
geordnete Punkte vereinigt. 

Wir beieichnen diese besondere Form der Verwandtschaft als kom- 
planare Verwandtschaft. Man erkennt nämlich leicht, dafs drei solche 
Systeme in der genannten Orientierung als Projektionen eines rfiumlichea 
Systems auf drei zusammenfallende Projektionsebenen betrachtet werden 
können. Man kann zu einem Tripel zugeordneter Punkte x, x, x" den 
KUgehörigen Baumpunkt X willkilrlicb wählen und dadurch die Bichtungeo 
der projizierenden Strahlen bestimmen. Die einzelnen Punktetripel mit 
ihren zugehörigen Raumpunkten bilden dann die Ecken von lauter ähnlichen 
und ähnlich liegenden Tetraedern. 

3. Es liegt nun der Gedanke nahe, diese einfachste Verwandtschafts- 
form für die Konstruktionen der Mongeschen darstellenden Geometrie 
nutzbar zu machen. Das Verfahrea der darstellenden Geometrie, bei welchem 
drei Projektionen ins Spiel kommen, wird als Methode der Transformation 
bezeichnet: Man nimmt zu Grundrifs und Äufrifs noch eine dritte Projektion 
hinzu, die man so wählt, dafs sich in ihr vermöge ihrer gestaltliohen Be- 
sonderheit die Lösung der gestellten Aufgabe direkt oder wenigstens ein- 
facher ei^ebt als in den zwei ursprünglichen Projektionen. — Nun äniä 
die gegnerischen Kerns trahlenbäschel zwischen Grundrifs und Auirifs kon- 
gruent und befinden sich in der Zeichenebene in Deckung. Es liegt daher 
nahe, bei der Einführung einer dritten Projektion diese so zu wählen, daJs 
Grundrifs und Äu&ifs mit ihr zusammen drei komplanare Systeme in koni- 
planarer Orientierung bilden. 

Das Verfahren mag an einem einfachen Beispiel veransciiaulicht werden. 
Wir wählen ein solches, bei dem es ohnehin nahe liegt, sich der Methode 
der Transformation zu bedienen: 

Es soll der Schnittpunkt der Ebene eines Dreiecks ahc, a'h'c mit 
einer Geraden mw, m'«', die in einer zur Projektionsachse senkrechten Ebene 
liegt, ermittelt werden. (Vgl. Pig. 1.) 

Wir fügen zu den zwei gegebenen Projektionen S und S' eine dritte 
£", die mit S und ^ komplanar ist. Die Kemrichtungen zwischen S und 
8" und zwischen S* und S" können beliebig gewählt werden; wir werden 
aber zwockmüfsig die Wahl so treflen, dafs sich die Lösung der Aufgabe 
in der dritten Projektion mügliehsi direkt ergieht Dies ist der Fall, wenn 
sich das Dreieck in der dritten Projektion als gerade Linie darstellt, was 
dadurch erreicht werden kann, dafs die zwei Kemrichtungen parallel w 
den Projektionen einer in der Orelecksebcne Hegenden Geraden — , am 
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paralle] 



Seit« des Dreiecks, z. B. 
Thut man dies und kon- 




parallel KU ac und s c angeDommei 
struiert mittels der Kemgtrahlen zu 
den Punkten von S und S' die 
dritten zugeordneten von S'\ so 
fallen die Punkte o." und c" zn- 
sammen, und das Dreieck stellt 
sich als gerade Linie dar, welche 
Ton Hl' n ' in (■ geschnitten wird. 
Säeht man dann dnrch i" die Kem- 
gtrahlen, welche m» und mn in v 
und r schneiden, so stellen c und v 
GrundriTs und AufrUs des gesuchten 
Bchnittpunkts vor. 

In gleich einfacher Weise er- 
ledigen sich nach dem angogebenea 
Verfahren alle Aufgaben situeller 
Katur, die sich überhaupt zur Lö- 
Bong mittels Transformation eignen 
(Sehr elegant macht sich z. B. die 
konstruktive AusfQhning der Stei- 
nerschen LSsnng der Aufgabe: die 
Bwei Geraden zu bestimmen, die vier 
gegebene windschiefe schneiden.) — 
Fflr Aufgaben metrischer Natur empfielilt sich die Methode weniger, da 
für solche die schiefe ParaJlelprojektion weniger günstig ist als die ortho- 
gonale. 

1, Das Verfahren bedarf indessen noch einer genaueren Prüfung seiner 
Zul&ssigkeit. 

S und S' stellen zwei Orthogonalprojektionen eines bestimmten Ranm- 
objektes auf zwei za einander senkrechte Projektionsebenen dar, von 
denen die eine in die andere umgelegt ist. Wenn wir sie nun zusammen 
mit S" als komplanare Projektionen behandeln, so fassen wir sie (oder 
mindestens eine von ihnen) plötzlich als schiefe Parallelprojektionen auf. 
Durch diese zwei schiefen Projektionen wird aber ein gan« anderes Raum- 
objekt bestimmt als das thatsUchlich vorliegende 0. 

Dieses Bedenken würde zerfallen, sobald sich nachweisen liefsc, dafs 5" 

einer wirklichen Projektion des Objekt.es gleichgestaltet ist. Denn 
dann würden die drei komplanaren Systeme nur eine andere Orientierung 
dreier wirklichen Projektionen von vorstellen; wir haben aber gesehen, 
dals deren gegenseitige Beziehungen ganz unabhängig sind von der dnrcb 
die jeweilige Orientierungsart bedingte^n verschiedenen Gestaltung des 
Objektes. 

Nun mufs die Frage, ob S" mit einer wirklichen Projektion des Ob- 
jektes identifiziert werden kann, allerdings verneint werden. Wohl aber 
ist S" mit einer solchen ä}mlicit. 

Dies mag zunächst an einem speziellen Beispiele veranschaulicht werden: 
Wir wählen als Objekt einen Würfel, von welchem zwei Seitenflächen 
zur GrundriTsebene und zur Ao&ifsebene parallel sind. (Vgl. Fig, 2.) 
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Seine Projektionen S und S' seien 12 . . . 8 und l'2'...8'. D; 
tungen der Kemstrahlen zwischen 5 und S und zwischen S' and S 
wählen wii* so, dols jede mit der Kemrichtung zwischen S imd S einen 
halben rechten Winkel bildet. Es ergiebt 
sieb dann als dritt« Komplanare S" eine 
Fignr, die awei Quadrate mit gemeinsamer 
Ecke enthält. 

Dals eine ähnlieh gestalt«te Figur 
als wirkliche Projektion des Würfels auf- 
treten kann, und unter weichen Annahmen 
sie erhalten wird, ist leicfat ersichtlich: 
Wählt man die Projektionsebene senk- 
recht zur Projektionsachse ox und dit 
projizierende Richtung parallel zur Würfel- 
diagonale 64, 6'4', so projizieren sich die 
zwei zur Projektionsebene parallelen seitr 
lieben Quadrate in wahrer Gestalt und 
die genannte Würfeldiagonale als Punkt 
— In Figor 2 ist die resultierende Pro- 
jektionsfigur S'" in einer Lage gezeichnet, 
in die sie gelangt, wenn man die Pro- 
jektionsebene durch Drehung um ihre 
Schnittlinie or mit der AufiTfsebene in 
diese umlegt, wodurch ihre Schnittlinie oiif 
^'^' * mit der Grundrifsebene in die Lage ny,, 

zusammenfallend mit ox, gelangt. 
Während nun in der Projsktion S'" die Quadratseite gleich der 
Würfelkante a ist, ist sie in der dritten Komplanaren S"= «V» ' ^" It*"" 
also nicht als eine wirkliche Projektion des Würfels angesprochen werden, 
sondern ist einer solchen nur ähnlich. Wir bezeichnen sie als eine un- 
eigcntlidic Projektion. 

Die drei wirklichen Projektionen S, S', S'" belinden sich in orientierler 
Lage in einer und derselben Ebene. Die (in Fig. 2 durch dickere Stricbs 
markierten) Grundschnitte zwischen S und 5'" und zwischen S' und S" 
sind o^j und oi; als Grundschnitt zwischen S und S' karm jede durch o 
gezogene Linie genommen werden. — Die gegnerischen Kemstrablenbnschel 
zwischen S und S'" und zwischen S' und 5'" sind in den Grundschnitten 
gebrochen. Dagegen ist die dritte Komplanare S" mit S und S' durch 
nicht gebrochene Kemstrahlenbüschel verknüpft. Wir können demnach 
nnaer Verfahren kurz so kennzeichnen: 

Die durch die zweimalwie Brediuw} icdin^ten etcä Umtv^e werdm ab- 
gekürzt dadurch, dafs man die nichtgebrochenen Wege einschlägt, indem man 
an Bkllc der wirklichen H-qjeläion S'" die mU Ar ähnliche uneigeiütichf 
PrcgektioH S" benützt. 

6. So wie in dem vorgeiührten speziellen Beispiel verhält es sich nun 
allgemein: Es ItlTst sich beweisen, dafs zu der dritten Komplanaren S" 
stets eine wirkliche Projektion 5'" existiert, die mit ihr ähnlich ist. In 
eine Grundebene umgelegt befindet sie sich mit S, S' und S" in den n&m- 
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liehen Lngebeziehimgen, wie sie das obige Beispiel veraoschanlicht. — Der 
ailgemeine Beweiä kaun auf Grund von axonometriachen Anscbauupgen ge- 
führt werden: 

Wir bezichen das rümnÜobe System auf ein rechtwinkliges Koordi- 
nateuaystem, von welcbem zwei Ebenen paraUel zur Grundrirsebene und 
zur Aufiifsebene sind. Schneidet man auf den Achsen vom Ursprung aua 
drei gleiche Strecken ab, so erbalt man ein Dreibein, dessen Grundrifs- und 
AufriTsprojektioneu J und J" seien. Konstruiert man dann zu <J und ^ 
fOr irgendwelche Kernrichtungen die dritte Komplanare /^', so bildet ^'' 
die Figur eines Dreistrahls (mit begrenzten Strahlstrei;ken) , und es folgt 
aus dem Pohlkeschen Satz, daf» immer eine mrkliche Projektion des 
Dreibeins existiert, welche mit dem Dreiatrahl Ähnlich ist. Wir kon- 
struieren sie (nach dem von Herrn H. A. Schwarz in seinem Beweise 
des Pohlkeschen Satzes angegebenen VerfabrcnJ und bezeichnen sie 
durch J"'. — Sind nun j: und x die Grundrifs- und Aufrifsprojektionen 
irgend eines Punktes X des räumlichen Systems 0, so kann der zu- 
geordnete Punkt t" in der Projektion S'" axonometrisch in den Drei- 
strahl ^"' eingezeichnet werden (durch Teilen der drei Strahlstrecken 
in entsprechenden Verhältnissen und Ziehen von l'arallelen zu den Strahlen). 
Führt man dann ebendieselbe Konstruktion auch an dem ühnlichen Drei- 
strahl ^' aus, so erhält man einen Punkt x", der in Beziehung xu A" 
ahnlich liegt, wie x" zu A" , und der sich vermöge der Konstruktion un- 
mittelbar als identisch erweist mit demjenigen Punkt a:", der den Punkten 
X und x als dritter komplanarcr im System H" zugeordnet ist. Da dies 
für jeden beliebigen Punkt X gilt, so ist damit die Ähnlichkeit der zwei 
ebenen Systeme S' und S' bewiesen, 

Nadilraif. — Herr August Adler hat mich darauf aufmerksam ge- 
macht, dafs das besprochene Ronstruktionsverfalircn auch auf Grund der 
elementaren darst«llenden Geometrie gedeutet werden kaun. Denkt man 
sich nämlich die Ebene, welche den von der oberen Vertikalebene und der 
hinteren üorizon talebene gebildeten Flüchen winke] halbiert („zweite Median- 
ebene"), als dritte Projektionsebene und deutet die Kemstrahlen xx" und 
g>'x" als Grundrifs und Aufrifs des zugehörigen projizierenden Strahls des 
Punktes x, x\ so fallen Grundrifs und ÄufriTs der dritten Projektion dieses 
Punktes in x" zusammen. Die von mir als driltr Eomphnare bezeichnete 
uneigentliche Projektion S" kann demnach als vereinigte Grundrifs- und 
AuMTs Projektion einer schiefen Projektion auf die „zweite Medianebene" 
gedeutet werden. Durch diese Auffassang ertUhrt also das besprochene 
Verfahren eine Begrilndung mit den blofaen Mitteln der elementaren dar- 
tt«llenden Geometrie. — Zu der mit S" ähnlichen Projektion S'" steht 
die Projektion auf die Medianebene in keiner näheren Beziehung. 
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MechäniBche Analogie zur ElaBtisität. 
Von H. Reifsner. 

Die Molekiilartbeorie der Elastizitätslehre entsprach der Fentkraft- 
auffassung der mathematischen Phjflik. Dieaelbe ist nach der Ansarbeitung, 
die ihr W. Voigt hat zuteil werden laBsen, geeignet, die Gesetzp der yoll- 
kommenen Elastizität und die Sytnmetrieeigcnschaften sowie das Entstehen 
der Kristalle darzustellen, scheint aber einer Erweiterung fOr die thenno- 
dynamiachen Beziehungen und die Erscheinimgeii der inneren Reibnng, der 
bleibenden Deformation und der elastischen Nachwirkung nicht fähig 

Es liegt nahe zu versuchen, die Elastizit&tslehre auf dem Boden der 
von Lord Kelvin, Helmholtz, J. J. Thomson und Hertz vertretenen 
kinetischen Schule aufzubauen. Man kann diese Aufgabe auf awei Arten 
aussprechen, indem man entweder verlangt, die potentielle Energie eines 
elastischen Volumenelemeiits solle als kinetische Energie verborgener Be- 
wegung, oder die elastischen Druckkräfte sollen als Verbindnngakräfte be- 
schleunigter, verborgener Massen gedeutet werden. 

Offenbar hat man nur nötig, diese Aufgabe für ein einziges Volnmen- 
element zu lösen, und erhält die Erweiterung auf einen Körper von gröfseren 
Dimensionen durch AneinanderfUgung der Elemente. Gerade wie in der 
ktaestBcbea Theorie sollen hier diskrete Massenpunkte und Einzelkräfte an- 
gesetzt werden, deren Mittelkräfte genommen über mofsbare Flächen als die 
eliLstischen Druck komponenten erscheinen. Als Vol um cne lernen t kauo ain 
einfachsten ein System von vier Punkten, die uicht in einer Ebene liegen, 
genommen werden. An diese soll ein solcher dem Esperiment verborgen 
bleibender Mechanismus angeschlossen werden , dafs die infolge der ver- 
borgenen Bewegung und der geometrischen Bedingungen entstehenden Kräfte 
die vorgeschriebenen Werte der elastiechen Druckkräfte erhalten. 

Bei Betrachtung von rein elastischen Ortsändentngen eines einzigen 
Volumen elements muTs natürlich dieses Elementart«traeder im B&um fe-st- 
gelegt werden, z. B. indem ein Eckpunkt festgehalten, ein anderer in einer 
Geraden und ein dritter in einer Ebene geführt wird. Dadurch bleiben 
von den zwölf cartesischen Koordinaten der Eckpunkte sechs zur Be- 
stimmung der reinen Defonnation übrig. Diese sechs Koordinaten kann man 
f^ unendlich kleine Deformationen linear, für endliche linear und quadratisch 
durch die sechs Deformationskomponenten ji, ^ 



- ausdrücken. 



Führt man nun diese Deformationskomponenten als allgemeine La- 
grangesche Koordinaten ein, so erhält man als allgemeine Lagrangesche 
KrSfte die zugehörigen Dnickkomponenten auf die Flächeneinheit multiplixiert 
mit dem Elementarvolumen di. 

Erfahrungsmäfsig gelten nun für genügend kleine Deformation zwischen 
den Druckkräften P^, und den Deformationskomponenten p^ die folgenden 
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Bcfafl Gleichungen, die die elastischen Eigensdiaften des Körpers ent- 
b halten: 



-^■c,.P.ä 



.wo Cf,„ die Elastiritätskonstanten, 

Damit nun bei konstanter oder, um einen therm odynami sehen Ausdruck 
KU gebrauchen, anendlich langsamer GestaltsUcdening Yerbiudungskritl'te auf- 
treten können, mufs es noch mindestens eine verborgene, sctnell veränder- 
liche Koordinate p, die die Spannungsonergie als kinetische erzeugt, geben. 
Alsdann müssen die Parameterkrafte P als Lagrange sehe KrBfte aus 
Bewegungsgleichungen entstehen. Diese Bewegiingsgleichungen haben aber 
noch gewisse Eigentümlichkeiten, die Heimholte als Definitiouseigenschaften 
■des monocjkliscben Systems aufgestellt hai Die Kräfte müssen nSmlich, 
<ds unendlich langsame Zostimdslindening Torausgesetzt ist, unabhängig von 
den Deformation sgeschwindigkeiten sein und dürfen, da sie bei konstanter 
Deformation konstant bleiben, sich mit der schnell und onanfbörlich ver- 
ändernden cyklischen Koordinat« !p nicht ändern. Daraus folgt die Energie 
des Systems: 

© = ^mop*, 

eine eifahrangsmäfsig zu bestimmende Funktion der Parameter jt^, . . .,pg. 
Ans den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen folgt unter Beuutxnng der 

Definitions eigen Schäften des monocykll sehen Systems femer 



Die Parameterkräfte erhalten dadurch die Werte: 

'Uhrend die Kraft nach der cyklischen Koordinate, deren Arbeit die Zu- 

fUhrong von Wärme bedeutet, die Form annimmt: 

Die Elastizitätskonstanten haben verschiedene Werte je nach der Art 
Znstands änderung. Entsprechend mufs man auch die Art der Zustands- 
Snderung durch eine Aussage über die cjklische Kraft ^ ausdrücken und 
die Gleichungen flir die Parameterkrllfte P einführen. 

Bei adiabatischer Znstandsänderuug ■^. B. darf zu keiner Zeit Wärme 
das System eintreten. Es mufs dann die auf die cyklisclie Koordinate 
wirkende Kraft ^ dauernd verschwinden. Aus (SJ folgt dann map = %■ 
Nach Einfahrung in (2) ergiebt sich 
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Nehmen wir nun an, dafs für genügend kleine Pit .- -i p^ die Funktion 5 
sich in die Form bringen läfst: 

so wird (4): 

Durch Vergleichung mit der Erfahrungsgleichung (1) erhält man: 

Gleichzeitig folgt aus dieser Vergleichung, dafs auch Anfangsdrucke 

zr^l,. — I vorhanden sein können und sogar müssen, wenn bei ver- 

hinderter Deformation thermische Drucke entstehen sollen. 

Für andere als adiabatische Änderungen mufs man die Beding^ung be- 

nutzen, dafs die Gröfse -^ ein vollständiges Differential sein mufs, wo dQ 

die zugeführte Wärme, die absolute Temperatur. 
Es ist nun (Hertz, Princ, § 584) 

und daraus 

Unter gewissen Vorbehalten kann man dann setzen: 

2m '\6/ 
und wegen (4) 

Für genügend kleine Temperaturänderangen d9 nnd Deformationen db 

,) und ^ — eine Reihenentwicklung mit linearen Gliedern 

abbrechend gesetzt werden, woraus sich ergiebt: 

wo Cp = ( A^^ ) = — ^r- die spez. Wärme bei verhinderter Deformation 

XCv" /p=.0 n.v' 

b 
Die thermischen Drucke entnimmt man daraus zu: 



_^{ db\ 



I 
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di« isothermen ElastizitStskonstanteu za: 

Diese Beziehimgen sind identisch mit denjenigen, die W.Voigt') aus 
den beiden Hauptsätzen der Wärmetheorie abgeleitet hat. 

Überhaupt ist diese kinetiscbe Methode für Gleichgewichtsz.ustände 
gleichwertig mit den Hauptsätzen der Wärmetheorie. Sie verlangt' die 
Kenntnis derselben Anzahl einzuführender Erfahrungskonstanten und Liefert 
dieselben Resultate. Man kannte ohne Schwierigkeit aus ihr auch noch die 
Abhängigkeit der Elastizitätskonstanten Ton der Temperatur, die thermischen 
Ausdehnungskoeffizienten, die Entropie u. 9. w. bestimmen. 

Wahrend jedoch die mechanische Wärmetheorie keine Erweiterung für 
schnelle Zustandsäaderungen und unvollkommene Elastiütat zuläfst, kann 
die kinetische Methode durch Aufgeben der beschränkenden Voraussetzungen 
lOCjklischen Systems Gleichungen zur Beschreibung der Erscheinungen 
der inneren Reibung, der elastischen Nachwirkung, der Wärmeleitung, der 
bleibenden Deformation und überhaupt der nicht umkehrbaren Zustands- 
äaderungen aufstellen. 

Man möge sich den den obigen Formeln entsprechenden Mechanismus 
folgendermafsen konstruktiv vorstellen: Ein Centrifugalregulator von der 
Winkelgeschwindigkeit p und dem Bahnradius der rotierenden Massen in 
Ton der Gröfse Ya soll durch starre Glieder ao an die vier Eckpunkte 
des E lerne ntartetraedcrs, die sonst mit einander nicht verbunden sind, an- 
geschlossen werden, daTs nach Gleichung (5) 



SPfSPg 



- c^^dt, 



I dafs also der Bahnradius ^a der rotierenden Massen in eine gewisse, durch 
I obige Gleichung ausgedrückte kinematische Abhängigkeit von den Deforma- 
tionskomponenten, d. h. auch den gegenseitigen Eckpunkt Verschiebungen, 
gebracht wird. 

Eine ausführlichere DarsteUnng, sowie die besprochenen Erweiterungen 
nnd die Besonderheiten für Gase und Flüssigkeiten wird man in einem 
Ldemo&chst in den Annalen der Physik erscheinenden Aufsatze finden. 



1) W. Voigt, Referat Qbet KriBtallelastizität, Gfltt. Nachr. ISOi), H. 2. 
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Ober eine Gmppe von gewöhnliolien Differentialgleiolumgeii zweiter 

Ordnung zwlsolien zwei Veränderliolien. 

Von E. Budde. 
Vorgelegt sei eine Differentialgleichnng von der Gestalt 

Der Verfasser untersucht diejenigen Gleichungen dieser Art, welche 
hervorgehen können aus der Differentiation einer Differentialgleichung erster 
Ordnung von der Form 

wo % und p irgend welche Funktionen von x und y sind, c eine Konstante ist 
Er stellt sich die Aufgabe^ Fälle anzugeben, in denen man die Gleichung (l) 
unter dieser Voraussetzung einmal integrieren kann, und das Kriterium za 
bezeichnen, aus welchem man ersehen kann, ob eine gegebene Differential' 
gleichimg (l) die Bedingung erfüllt, dalis sie durch Differentiation aus einer 
Gleichung der Form (2) hervorgegangen sei. 

Differentüert man Gldichimg (2), dividiert durch % und setzt zur Ab- 

kürzung u für — « und v fiir — ö^, so findet sich 

Also ist Gleichung (l) mit (3) identisch, wenn 

(4) ü = «, 

(5) M=^^+pv + u. 

(6) •^=|f+l'«- 
Aus Gleichung (5) und (6) folgt leicht 

^ ^ dx dy ^dx"^ dx dx dy ^dy' 

Nun sind u und t' die beiden partiellen Differentialquotienten von logXi 

also ist ^ = 7^^ folglich hebt sich das letzt« Glied auf der rechten Seite 

von (7) gegen das erste. Setzt man femer für -^ und ^ ihre Werte 
aus (5) und (6), so ergiebt sich 

und hieraus, weim man noch L für v setzt, 

ex ex dy 
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K8) |^-«-ilf,.+ „'-0. 

Damit Ist für unsereu FaU die erste Integration der Qleichimg (l) auf 
«ine Differentialgleichung erster Ordnung aurückgeführt. Gleichung (8) ist 
rein durch partielle Differoutiationen entstanden, also wesentlich partieU, 
d. b. bei ihrer Integration sind die etwa in ihr aufretenden y wie konstante 
Parameter zu behandeln. An die Stelle der Integrationskonstante tritt eine 
willkürliche Funktion von y, die ev. benutzt werden kaun, um das Kriterium 
des Falles zu erfüllen. 

Dies Kriterium, also die Eigenschaft der Gleichung (l), an welcher 
erkennt, daß sie sich dem hier behandelten Fall subsumiert, liegt in 
Gleichunsr f^ = h" , aus welcher foUrt 5— = ~— ■ Trifft diese Be- 
dingung zu, so ist Gleichung (8) auf (l) anwendbar. Dabei genügen auch 
paiükuläre Lösungen von (8), wenn sie das Kriterium erfüllen. 

Es mögen KUiiilL'hst einige der umfassenderen SpeiialßUe hervorgehoben 
werden, in denen Gleichung (8) bequem lösbar ist, Man bemerke, dafs, 
Wenn L eine reine Funktion von y ist, u vermöge der Gleichung -^ ^^ -f^ 
reine Funktion von x sein mufs. 

a) Ist 5f nicht frei von y und m eine reine Funktion von x, so kann 
dnrch partielle Differentiation von (8) nach y leicht die Gleichung 

bilden: 

« = - -^ 

dy 

Sieselbe ist brauchbar, wenn sich aus ihr eine reine Funktion von x f ür u 
ergiebt. 

b) Ist e = 0, so ist (8) in bekannter Weise direkt lösbar. 

c) Ist Q = und gleichzeitig L = 0, so ist (1) direkt integrabel. 

d) Ist Q = und L eine reine Funktion von y, so genfigt die Lösung 
0; dann ist eJ * ein integrierender Faktor von (1). 

e) Hat die Gleichung u* — Mu '= Q eine Wurzel r^, die eine reine 
Funktion von y (Konstante und Null eingeschlossen) ist, so reduriert sich 
(8) durch die Substitution m — r, = e auf integrable Gestalt. 

f) Ist g = - ^, so wird aus (8) 

|^+ J- JtfM + «* = 0, 

vnd dieser Gleichung genügt die Lösung u => , verwendbar, wenn X eüie 
reine Funktion von y ist. 

Ist Kugleicb L = 0, so tritt der Fall ein, dafs in der Gleichung 
-^ 4- Jtf^ + A' = der Anteil M^ -{- JV för sich den integrierenden 
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Faktor x hat. Man kann also (l) dann schreiben x-^ = ^— , wo P irgend 
eine Funktion von x und y; der Posten x^-^ l&fst sich durch Teile inte- 
grieren und giebt x^ — y ^ womit die erste Integration vollzogen isi 

g) Ist ^ [- LN = , so ist ö = ^ , und Gleichung (8) nimmt die 

Gestalt an 

du dM TUT X % t\ 

ex ex ' 

Verwandelt man diese in bekannter Weise in eine homogene Differential- 
gleichung zweiter Ordnung durch die Substitution i^="ö— (log/), so erhält 

X 

man 

Dies ist direkt integrabel und giebt aufser.der von vornherein ersicht- 
lichen Lösung u = Jlf eine leicht zu ermittelnde allgemeine Lösung. 

Weitere Mittel zur Herstellung von u ergiebt imter Umständen folgende 
Betrachtung. Aus den beiden Gleichungen 

1 az , 1 az T 

tf = — ö^ und V = — TT=- = 2/ 
%dx %dy 

leitet man leicht ab 

«p' . CdL 



(») « = ^ +/!§ 



WO q> eine reine Funktion von x ist. Setzt man hierin ^ = u^, so ergiebt 

sich durch Substitution in (8) eine neue Differentialgleichung der gleidien 
Art für t4j. u^ ist von u nicht verschieden, wenn L eine reine Funktion 
von y ist. Ist dies aber nicht der Fall, so hat man fiir u^ eine besondere 
Gleichung, auf welche die vorstehenden Erwägungen wieder Anwendung 
finden können. Man bemerke noch, da£s die in der Gleichung (8) nadi 
Einfährung von (9) auftretenden Integrale die additive Integrationskonstante 

Null erhalten, weil das Integral I -^--dy aus Gleichung (9) schon von seiner 

Integrationskonstante abgetrennt war. 

Hat man nun u gefunden, so hat man zwei Wege vor sich. 
Entweder man leitet aus den beiden Gleichungen 

=^ == 11 und — :t=^ = Xy 

z^j^ z^y 

die Doppelgleichung 

ab, in welcher ^ eine reine Funktion von y, tp eine solche von x ist, und 
benutit X als integrierenden Faktor der Gleichung (1). 
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Oder man setzt u in Gleichung (6) ein, die dann direkt integrabal 
ist, integriert partiell ntich x and fügt statt der In tegrationskons taute eins 
ou bestimmte Funktion von y zu. Diese Punktion wird dann durch Ein- 
Mtzen in Gleichung [h) bestimmt; sie enthält die Integrationskonstante. 
Dieser Weg läfat sich natärlicli auch uinkeliren. Man integriert Gleichung (5) 
und bestimmt die zusätzliche reine Funktion von x durch Einsetzen in (6J. 



BemerknngeB über ein spezielleB knunmlinigeB KoordinatensTstem, 

Von Rudolf Eothe. 

Nach einem bekannten von Lionville herrührenden Satxe der DifFe- 
rentialgeometris ') sind die Ebene und ihre Biegongsflächen die einsägen, auf 
denen zwei einfach unendliche, unter rechtem Winkel sich schneidende 
Systeme von geodätischen Linien existiereii. Will man daher das gewöhn- 
liche ebene cartesische Koordinatensystem, für eine Flache mit nicht ver- 
Khwindender Krüminung veraUge meinem, so ist entweder die Bedingung der 
Orthogonalität oder die andere von vornherein fallen zu lassen, dafs beide 
Bcharen der Koordinatenlinien geodätische Linien der Fläche sind. In die 
letzte Klasse von Koordinatensystemen gehört bekanntlieh das Gaufssche 
orthogonal-geodätische, bei welchem nur die eine Schar von Kurven geo- 
^tische Linien auf der FlSche sind; diese sind also in gewisser Hinsicht 
•inseitig vor der anderen Schar bevorzugt. 

Bei der Untersuchung der Voraussetizungen, welche zum Beweise des 
Kngefiihrten Li ouville scheu Satzes notwendig ist, gelangt man nun zu 
einem Koordinatensystem, welches, ohne dafs die erwähnte Bevorzugung der 
einen Schar der Koordinatenlinien eintritt, als eine wesentliche Verallgemeine- 
rong des cartesischen Systems betrachtet werden kann und, wie dos 
Gaufssche, bei der Biegung der Fläche invariant bleibt. 

1. Ein derartiges System ergiebt sich, wenn man die Koordinateulinien 
den Bedinguagen unterwirft, erstens auf einander senkrecht zu stehen und 
«weitens die Eigenschaft zu besitzen, dafs Jn jedem Punkte der Fläche ihre 
geodätischen Krümmungen einen und denselben, im altgemeinen vom Ort 
auf der Fläche abhängigen Wert besitzen. 

Ist dieser Wert beständig gleich Null, so sind die Koordinatenlinien 
geodätisch und die Fläche nach dem Lionvillescben Satze zu den auf die 
Ebene abwickelbaren gehörig, auf welchen stets Koordinatensysteme der 
verlangten Eigenschaft existieren. Ist aber der gemeinsame Wert der geo- 
dfitJschen KrUnimungen nicht beständig Null, so soll die Existenz solcher 
Coordinatensysteme zunächst vorausgesetzt werden. 

Nun sei (x, y) ein den genannten Bedingungen entsprechendes Koordi- 
natensystem auf einer Fläche; da es orthogonal ist, so nimmt das Linien- 
element ds auf der Fläche die durch die Gleichung 



dt' ^ Edx* -\- Gdf 



r la th^orie gänärate des mrlaceB 
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fi[t9f(ts\Hfnti Vtmn an^ unter E und & die Gaufsschen FimdjanemaigrdliRi 
tfrnhir Ordnung rerttanden. Es soll nun zunächst die Frage bemntworiet 
WM'diyn, welchen Bedingungen die Koeffizienten E und G zu unterwerlen 
sind, rlamit die ge^xlitischen Krflnimungen der beiden Koordinatenlimen ia 
Je<iem Punkte (x^ y) einen und denselben Wert g{x^ y) besitzeiL 

Die gemlAtischen Krflmmungen gx und g^ der Koordinatenlimen sind 
allgemein gegeben durch die Oleichungen 

-VKG.,.-%^, -rEG-9,-'-^, 

deren rechte Heiten, falls gm'^ffy'^ffip^^y) Bein soll, übereinstimmen 
nittssen; daraus folgt aber ^e Existenz einer Funktion g>(xy y) von der 

Inf. Das Quadrat des Linienelements nimmt daher die Form an 

(i) i d^ - ßD'd.« + f4) V 

Diese Form ist für das in liede stehende Koordinatensystem, im folgenden 
Nnhleohihin als (dp ^)- System bezeichnet, auch hinreichend; denn die geo- 
«ItttiHohen Krünimungun der beiden Koordinatenlinien haben einen und den- 
Mt^lbon Wert //(i?, y)^ welcher durch die Gleichung 

gt^gobon ist 

9« Dm don Howeis der Existenz von (xjf)- Systemen auf einer be- 
lii^bigon Flüche zu orbringen, ist es nun zunächst nötig, die geometrische 
HfHloutnng der Funktion 9>(ar, y) kennen zu lernen. Weil der Winkel (2, 
dt^w die (>0Hit4V0 Richtung der Linie ^(x, y) = const mit der positiTen x- 
hinie einsohl iefsi, durch die Gleichung 



tX»jJ — — 

1/»/ 






^tt^^n ist« so iwigt sich die Karre 9 — const ab Wi«¥»ll>^lhii n »li de 
Aufwaren K^mlinaWn winkeis (^— x« + jf). Ihi^ Orthogonale i^^x^ jr» ^ ans 

'^ ^ ^^ *'^ 1* j_ •" ^ *' *" n 

rx vy * cy ex 

w^loh^ au^i^irftcku dafs eine Fonktioii r(x, jv) tob der An exissMi^ ca^ 

rtx — . «iif = rdf 

i- T vy " 

>^\x\\ \\\A\tri wMiXi T.XCR sutn Qoadrai der r««^hiefi Sict<f aas Qn^acrs: w 
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sie IftTat erkennen, daTs das System (9, tfi) ein orthogonal-geodätiscbes System 
&uf der Fläche ist; die Kurven if = const sind seine geodätischeu Linien. 
Es besteht daher der Satz: 

Existiert auf einer Flache ein (x^)-System, so bilden seine Winkel- 
halbierenden ein System orthogonal -geodätischer Koordinaten. 

Die Unikehrung dieses Satzes liefert aun den Eiistenzbeweis der ortho- 
gonalen Kurvenacharen gleicher geodätischer Krümmung aal" einer beliebigen 
Fläche. Man beziehe nämlich die Fläche auf ein orthogonal -geodätisches 
Koordinatensystem 9 = const, rji = coust, durch welches das Linienelement 
in die durch die Gleichung (3) gegebene Form übergeführt wird, unter v 
eine Funktion der Variablen ip, ij> verstanden. Man bestimme sodann zwei 
Funktionen J^(<p,if), g{<p, v) gemäfs den Gleichungen 
bx^ _ dx dy_ _ _ dy 
Sil d<p^ di^ 2qi 

oder den damit identischen 



gij. 



ey" 



dl» 



in die Form des Linienelementa eingeführt erteilen sie dieser die Gestalt (1), 
K115 der ersichtlich ist, dafs die eben definierten Kurven ein (xy)-System 
bilden. Solche Systeme lassen sieb daher auf jeder Fluche konstruieren 
zufolge des Satzes: 

Die WinkellKÜbierenden eines orÜioponälrgeoäätiscJicn Koordinatensttsfems 
haben dieselbe geodätische Erümmunff. 

3. Nun sei die Funktion ^(1, y) eine gegebene Funktion der Variablen 
x,jf; durch Integration der partiellen Differentialgleichung (2) ist dann die 
Funktion <p{x,y) und damit das Linienelement der Fläche selber bestimmt. 
Die (xy)- Systeme Torgefichriebener geodätischer Krümmung sind daher im 
allgemeinen nur auf einer speziellen Klasse auf einander abwickelbarer 
Flächen vorhanden. 

Ist i. B, g(x, y) = 0, so wird tp = X -{- Y, wo X, 7 Funktionen be- 
deuten, welche wesentlich von X bezw. y abhängen; daher wird 

^cJs^ ^ dX' + dT* 

das Quadrat des Linien elements einer D«veloppablen in Übereinstimmung 
mit dem eingangs zitierten Liouvillescben Satz. 

Ist zweitens g(x, y) = a konstant, so wird 9=0" log (X + 1'), also 



ds* = 



l_ dS^ + äY ' 



das Linienelemcnt gehört dann also dan FISchen konstanten negativen 
KrümmungsmaTses — 2a* an, wenn n reell ist, in Übereinstimmung mit 
einem bekannten Satz von Bonnet.') 

Da jedes beliebige System von Winkelhalbierenden eines orthogonal- 
geodätischen Systems ein (xy)-Systeffl ist, so existieren aufser denen, für 

1) L. Bianchi, Vorlesungen Qber Differentialgeometrie. Deutsche Au^. von 
H. Lukat, 8. Ibl u. ITT, Aninerkungeu. 
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welche g(Xj jf) » ist, auf den Developpablen noch unendlich viele andere. 
Wählt man in der Ebene z. B. als (xyj-Knrren die Winkelhalbierenden des 
gewöhnlichen Polarkoordinatensystems, so ergiebt sich ein zweifach nn- 
endliches System von logarithmischen Spiralen, deren Krünmiang von Null 
verschieden ist. Auf der Kugel bildet z. B. das System der cLie Meridiane 
unter 45^ schneidenden Loxodromen ein (xy)-System nicht konstanter geo- 
dätischer Krftmmung. 

4. Die (xyy&ysteme besitzen eine bemerkenswerte, dem ebenen ca]> 
tesischen Koordinatensystem zukommende Eigenschaft. Bezeichnet man mit 
8x und 8p cLie von einem passenden Nullpunkt zu messenden Bogenlängen 
der Koordinatenlinien, so bestehen die Gleichungen 

dx Sos' dy dy^ 

so dafs 8x=^ 2(p + (oj), «y = 2^ + (y) wird, wo (oj), (y) zwei wesentlich 
von X bez. y abhängende Funktionen bedeuten; diese können unbeschadet 
der Allgemeinheit gleich Null genommen werden, in welchem Falle man 
die Bogenlängen von der Linie g>(x,y)'=0 aus wählt. Dann ergiebt sich 

«, = 5y - 2g>; 

die arthoganalm Kurven gleicher geodätisciier Krümmung sind Kurven gUkker 
Bogenlänge, 

Dieser Satz läfst sich umkehren: Besitzen die Kurven eines Orthogonalr 
Systems gleiclie Bogenlänge, so besitzen sie auch ghicJie geodätiscJte Krümmung. 
Denn wenn * ^^, ^ ^^^, ^ ^^^, 

ist, und 

denselben Wert haben sollen, so folgt hieraus 

dys ^dj/G 

dy dx 

und also wie oben die Existenz einer Funktion 9>(^, y), durch welche das 
Linienelement in die Form (l) gebracht wird. 

Man betrachte nun ein aus je zwei der Linien x = const , y = const 
gebildetes Viereck auf der Fläche; seine Ecken seien 0^{Xf^^ j^o)» ^ = (^» S^)» 
B = (x^y y)y C = (Xy y). Nach dem Vorstehenden ist dann z. B. 

OÄ - 2j|j dx = 2(9(x, yo) - 9(^. ^o» 

und entsprechend fär die anderen Seiten. Weil nun das über die ge- 
schlossene Kurve OACBO erstreckt« 



f dfp^O 



{OACiiO) 

hu so folgt 

0Ä + ÄC+CB'\'BO-^ 0, 
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d. b. das betrachtet:« Viereck besitzt die bekannte, clem ebenen, an* vier 
Kreis tangenten gebildeten Viereck -/.ukonimende Eigenschift. 

Wenn ferner der Punkt C so beschnffen ist, dafs er auf der durch 
gehenden qj-Linie liegt, d. h. wenn ^{x,y) = ic(xo, (/(,), so ist gemäfs der 
Gleichong (3) die Linge der geodätischen Linie 



OC: 



= l/2yrfv=|/a(,p(r,y) -,>(^,j/„0. 



lud es bestellt die Relatdou 

y~2 ■ OC = OA + AC ^ OB + BC, 

■ wenn mit s die von der Kurve tp(x,y) = aus gerechnete Bogcn- 
iKnge der geodStiachen Linie i() ^ coDst bezeichnet wird, 

6. Durch EinfBhrnng des orthogonal-geodätischen Koordinatensystems 
{v,il>) an Stelle des (j;y)-System8 geht die Gleichung (2) über in 

Berechnet man nun aus der Formel (3) des Linieuelementa die geodätische 
Kr&mmung g,), der Linie <p ^ const, so wird 



Längs I 



r geodätischen Linie 9 — const verschwindet daher j/(x, y), und 



Die vorstehenden Formeln gestatten im Verein mit der bekannten 
Ganfsschen Formel fttr das Krümmungsuial'ä K 

f'\ + 2Kv = 0, 

die KoeESzienten einer Entwickelung der Funktion v, wenn eine solche 
lieh ist, in der Umgebung einer Kurve ip '^ ipo nach Potenzen von 
9?„ zn berechnen. Bezeichnet man durch den Index die längs dieser 
Kurve genommenen Werte, so ist 



- 2ffo(9 — Vo) ~ -ffflCv - Vb)* + s (äffoÄo - [-g^JJ iv - VoY " 



eine Entwickelung, welche für den Fall, wo tp = 
ist, also 3o verschwindet, in die bekannte'), von Boi 



, Bd. in,, 8. 93, Nr, 6^4, 



lg eine geodätische Linie 
aet angegebene übergeht. 
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6« Ans den Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich 

eine Formel, welche dazu dienen kann, bei gegebenem Wert von K{fp^ ^) 
die Funktion g zu berechnen. Denn ist g' eine PartikularlÖsung, so findet 
man in bekannter Weise die allgemeine in der Form 



unter V eine von g> nicht abhängende Gröfse verstanden. Ist z. B. K= 0, 
so ist ^' » eine Partikularlösung, also 

die allgemeine Lösung; wenn £ « — 2a^ konstant ist, so ist ^'» a eine 
Partikularlösung, und 

die allgemeine Lösung. 

7« Auf den developpablen Flächen imd denen von konstantem Krüm- 
mungsmafs sind die (xy)-S7steme verschwindender bezw. konstanter geodä- 
tischer Krünunung isometrisch, vde aus den oben (No. 3) angegebenen 
Formen des Linienelements ersichtlich ist. Fragt man nach allen Flächen, 
welche die Bedingung erfüllen, isometrische (xii)'Sjsteme zu enthalten, so 
erhält man aus der bekannten Bedingung der Isometrie 

log ;ö- -= 



dxdy '^ G 
die Funktion tp in der Form (p(X ^Y) und denmach das Linienelement 

\ds = tp\X + T)ydX^+dT\ 

welches den auf Rotationsflächen abvdckelbaren Flächen zukommt Weil 
dann femer 

eine Funktion von tp allein ist, so folgt nach dem Vorhergehenden, dafs 
die Kurven tp = const konstante geodätische Krdmmung besitzen und längs 
jeder derselben ^(x, jf) einen konstanten Wert bat Diese Eigenschaften 
sind, wie leicht nachweisbar, fthr die Rotationsflächen und ihre Biegungen 
charakteristisch. 

8. Zu den Rotationsflächen gelangt man auch durch folgende Be- 
trachtungen. Man denke sich aufser der Räche (S) deren Linienelement 
der Gleichung \^0 genügt, eine zweite (^T) vom Linienelement dt^ f&r 
welches die Gleichung 
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bestellt. Aus dem Zusammenhang zwischen den Funktionen tp und ^ er- 
giebt Bich aber ds =■ vdl. Eine jede Fläcfie läfst sich also stiia mtf eine 
andere itf der Weise konform abbilden, daß einem (xy)-Sg!item der einen 
ein (xy)-Systfm der nndcren entspricht. Bei dieser Abbildung entspricht, 
wie leicht nachzuweisen, einem orthogonal-geodätischen System (ip, ^) ein 
anderes (ifi, ifi) in der Weise, dafs der Schar der geodätischen Linien die 
Schar der orthogonalen Trajektorien und umgekehrt zugeordnet ist. Das 
durch die Abbildung erhaltene (;ry)-Sj8tem der Fläche (T) hat im allge- 
meinen eine Ton g{x.^y) verschiedene geodätische Krümmung h{x,y), welche 
durch die Gleichung 



= ^M«,»)-|* 1^,-1 



bxdy 



gegeben ist; mit der Funktion v steht sie durch die Formel 



di> 



-2Av 



in Zusammenhang, welche der Gleichung (4) entspricht. Daraus folgt 
mit der Integrabilitätabedingung 

Stellt man nun die spezielle Forderung, dafs das (x^)-S7Btem bei der 
konformen Abbildung der FiSche seine geodätische Krümmimg nicht ändert, 
so würde diese nach der vorhergehenden Gleichung eine Funktion des Ar- 
guments 9 ^ ifi werden, ebenso wie die Funktion v, so dufs sich 

|(is'= dip*-\- F(<p — t|i)(ii('' 

ergiebt. Dieses Linienelement konunt aber bekanntlich ebenfalls den Rotations- 
flächen und ihren Biegungen zu. 



Über die Frage nach den Brennlinien eines sehr dünnen astigmatischen 
Strablenbündflls and ihre Bedeutang für dos Büdpunktproblem der 
geometrlBohen Optik. 

Von H. Opitz. 

Ch. Sturm (Journal de Liouville 3, 183Ö; Gomptes rendus XX. 1845, 
übersetzt in Poggendorffs Annalen 06} und E. E. Kummer (Monats- 
berichte der Berlmer Akademie d. Wiss., 30. JuU 1860) haben sehr dünne 
optische Normalenbündel dahin charakterisiert, dafs dieselben von gerad- 
linigen Flächen umhüllt sind, deren erzeugende Gerade stets durch zwei 
auf der Achse des Bündels senkrecht stehende und um 90" gedrehte Linien 
(Breonlinien) und zugleich durch eine die Achse konzentrisch umgebende, 
sehr kleine geschlossene Kurve hindurchgeht. Die Existenz von Btrahlen- 
bündeln, bei denen Brennlinien vorkommen, welche die Achse des Bündels 
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in schiefer Richtung durchschneiden, hat Herrn L. Matthiessen (Sitzungs- 
ber. der math. phys. IQasse der Egl. Bayr. Akad. d. W., 1883; Acta mathe- 
matica 4, 177 — 192, 1884) Veranlassung zu einem Einwurf gegen die ge- 
nannten Theorien gegeben. 

Dieser Matthiessensche Einwurf ist nicht nur vom rein mathematischen, 
sondern auch vom geometrisch optischen Standpunkte aus einer nftheren 
Prüfung unterzogen worden. (J. Weingar ten, Journal f. Math. 98, 1885; 
S. Czapski, Wiedemanns Annalen 42, 1891). 

Definiert man die Brennlinien als Elemente der Brennfläehen eines 
geradlinigen Strahlensystems, — was nicht im Sinne der Kummer sehen 
Theorie liegt (vgl. den Irrtum Meibauers in seiner Theorie der gerad- 
linigen Strahlensysteme des Lichts, Berlin 1864, S. 7) — so ist der Einwurf 
unbedingt berechtigt Handelt es sich um die Untersuchung der Dichtigkeits- 
Verhältnisse bei der räumlichen Verteilung der Strahlen, so ist es nicht 
gleichgültig, ob — wie es bei optischen Bündeln in der Begel der Fall 
ist — eine Grerade existiert, welche von jedem Strahle des Bündels in 
geometrischem Sinne g^chnitten wird, und welche selbst die Achse des 
Bündels in einem Brennpunkt schief durchschneidet Dann ist muadich das 
Dichtigkeitsmafs und damit die Dichtigkeit an dieser Stelle unendlich groDs 
gegen diejenige in dem anderen Brennpunkt (Beweis mit ffilfe eines Satns 
Yon K. Hensel, Journal f. Math. 102, S. 301). 

Für das Bildpunktproblem der geometrischen Optik ergiebt sich hieraus 
die Konsequenz, dafs bei r edlen Bildern in dem erstgenannten Brennpunkt 
die gröfseste Lichtintensit&t zu erwarten seL Es dürfte jedoch schwer sein, 
die beiden Büder, welche Herr Czapski auf einer diffus reflektiereDdai 
Tafel eneugt, die man in den Weg des dünnen Büschels stellt, iubezug auf 
ihre Intensit&t lu unterscheiden. Anders liegen die Verhiltnisse bei otrtecQm 
Bildern, wo das Auge diese Unterscheidung herfoeiiufÜhren imstande ist 

Diese Bemerkungen lassen sich an dem ersten Problem der Dioptrik 
eri&atiarn. 

Ein 1. B. unter Wasser befindliches Obj^t liefert auch bei sAöa/kr 
Iniideni nur ein Bild. Dasselbe li^ scheinbar da, wo die Diditigkeit da 
Strahlen am greisesten ist Das Objekt erfiLhrt also eine mar varUkaU 
Hebung. Kummers Methode (Journal 1 Math. 57) la(st sich auf dieses 
Problem gut anwenden, and man gelangt auf diesem Wege auch leicht m 
der analytischen Darstellung des ^des x. B. des horizontalen ebenen Bodess 
eine« Wasserbeckens \^TgL Bermann, Zeitschrift £ Math. u. Phys. 8, 1863: 
Nipher^ Transaetions oV the Aead. of St Louis IV 2. 1881 und Science XIV. 
l'.>01; Matthiessen« Annalen der Physik 1901). 
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9. Sitzung am 25. Juni 1902. 

Vorsitz: Herr Kneser, 

Anwesend; 29 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Steinitz: Über die Theorie der Polyeder. 

Das Referat beschränkte sich darauf, Eberhards Morphologie in ihren 
GnudzUgen darzustellen. Nach Auseinandersetzung der wesentlichsten 
Grundbegriffe, der Herstellung der (w -f l)-FIache aus den ti-Flachen, 
sowie der E in schaltungs Systeme, welche man durch Abschneiden sQintlicher 
Kanten eines Polyeders erhält, wurde auf den Beweis des Fundamental- 
Satzes eingegangen, dafs jedes Lösungssystem der Gleichung ^x,.(i" — ö) = 12 
einen Polyederstamm definiert. Den SchluTs bildete die Angabe der 
wichtigsten Ergebnisse der Morphologie, welche nicht in anmittelbarem 
Znsammenhange mit dem Hauptproblem stehen. 

Herr Skutach: Graphische Zerlegung einer Kraft in sechs Komponenten 
mit vorgeschriebenen Wirkungslinien (s. u). 

Herr Knoblauch macht im Anscblufs an den in der vorigen Sitzung 
von Herrn Hesseaberg gehaltenen Vortrag einige Bemerkungen über 
einen Fundamentalsatz der Fläcbentheorie und der Theorie der Differential- 
fonnen. Ein Teil des Vortrages folgt auf 8. 63 unter dem Titel: Über 
den Beweis der Christoffelschen Kovarianz. 

An der Diskussion beteiligen sich die Herren Hessenberg, Kneser, 
Knoblauch, Lampe, Reifsner, Steinitz. 



Über die Gleiobimg der geodätischen Linien. 

Von Gerhard Hessenberg. 

I. 

1. Bei den Untersuchungen Über quadratische Differentialfonnen stßlM 
man auf eine Operation, die sich treffend als ,^grrdienle Differentiation^'' 
bezeichnen lälst, weil sie aus einem Gröfsensystem, welches beim Übergang 
zu andern unabhängigen Variabein linear transformiert wird, ein kngredientes 
System bildet, ct. h. ein System, welches dieselbe lineare Transformation er- 
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leidet, wie das ursprüngliche. Dieses neue System d'^f (i^i,.,.,m} ist i 
den Gröfsen ^, (.= i, .. ...n) des ursprünglichen und deren Differentialen linear 
/UBainmengesetzt, und zwar nach folgendem Schema: 



(1) 



d'i,-dl-\-2qah- 



Die Koeffizienten q^j sind lineare Formen der Ditferentiale der nnab- 
bilngigen Veränderliche n Uj, «j, ...,«„. Sie sind für alle kogredienten 
(irüfsenBysterae dieselben, aber verachieden für Systeme, die andere Trans- 
formationen erleiden. 

3. Kontragredienl nennt man zwei Systeme % und s, wenn das eine 
die inverae und transponierte Transformation des anderen erföhrt. Unter 
dieser Voraussetzung i8t_^|(!r^ eine Invariante, und umgekehrt folgt ans 

dieser Invarianz, sofern eines der Systeme linear und vom andern unab- 
hängig ist, dafs es dem andern kontr^redient ist. Sind |,. und ijj 
(i = i,., ..m, t = i,..,m') zwei linear unabhängige Systeme, so ist auch das 
System der mm Gröfsen |;7(^ linear unabhängig. Ist also ^"nki'Ut **"* 



bilineare Invariante, 
Gröfsen ^ a^^1)^ = f, 



so sind die Gröfsen t 
den 6j. Ist Xf zu |,-, 



den ^tj^ kontragredient, 
j zu ijf kontragredient., so 



es auch i^y, siu ^1f^, weil ^x^s^%^■rt^ als Produkt zweier Invarianten selbst 

invariant ist Sind daher a,^ die Koeffizienten einer in x^ und y^ bitinei 
Invariante, so sind sie den l^^^ lio^redient und ^^a^jo^^ ist invariant 

3. Besitzen die Ausdrücke (1) die Eigenschaft, fftr ein spesifll] 
linear unabhängiges System |* diesem kogredtent zu sein, so kommt i" 
diese Eigenschaft für jedes den g* kogrediente System zu. Zugleich i 
die Ausdrücke 
(2) d'xi •= dXf —^Hxi^i (*.i=-i. 

kogrediente Differentiale für jedes den |^ kontragredlente System. 

Zum Beweis dieses Satzes übei-zeugen wir uns von der Identität 



(3) 



i2ii',-2<''ii-'i^2ii''''r 



In dieser ist nun die erst« Summe invariant, die zweite ist es I 
unser spezielles System g" nach Voraussetzung. Damit iat die dritte in- 
variant, woraus die angegebene Eigenschaft der d' z^ folgt. Aus dieser 
wieder folgt f^ jtdes System g, die Invarianz der dritten, also auch der 
zweiten Summe und damit der erste Teil unseres Satzes. 

4. Existieren für ein weiteres Sjrstem ijj kogredient« DiSerentiAle 
mit Koeffizienten tj^ (*.^ = i,.,'"l, so sind die Systeme |,.-d'ij, und d'S, ■ ij, 
dem System ^j, =- ^t(j kogredient, also auch das System d' ^ ■ ij, + ^-d'^^, 
welches sich als 

(4) J'ft,-«.+.5'%ift.+Ä,ft, (f.;:l;:::::^ 

schreiben lilfst. Da mit | und ij auch f} linear unabhängig ist, s 



^e (4^ für jedes den l^ij^ kogredienle System b,, nach No. 3 kogre- 
diente Differentiale und ebenso die Ausdi-Ücke 



(S) 



d'ofi = d«„ -^qu»n -^V*"i« 



für jedes den a^^ kontragrediente System a^^, wobei, ebenfalls nach No. 3: 

(6) -i^aa«,! =^ ^'i^it ■ "a +^",1. ■ rf'"**- 

Andererseits erkennt man durch Vergleich von (5) mit (4) und (2) mit (l)., 
doTs für das spezielle System ii^t = x^if^ 

(7) d'btt = d'x,- S^ + x,-d'}fi 
werden wird. 

5. Das distfibiifiix Gcscts, welches bisher galt, bsstätigt siuh auch für 
die in No. 2 gebrauchten Ausdrücke f^, und zwar ohne explixiteE Ausrechnen 
der kogredient^n Differentiale. Man hat blofa die IdentJtät^an^.-tii = ^ j<-r.- 

kogredient 7.u differentiieren. Die d'^. enthaltenden Glieder hoben sich weg, 
und durch Vergleichung der Koeffizienten der S, folgt 

(8) 'i;,-;^'„''\+^'''''„'i,- 

Wenn man festsetzt, dafe das Differential einer Invariante zugleich ihr 
kogredientes Differential ist, so befolgen auch die Gleichungen (3) und (G) 
das distribntiTe Gesetz. Endlich ist filr einen invarianten Ausdruck a irgend 
ein System 1^ zu ft|, kogredient, aJso d'(aif) aus den (a|,) ebenso zu 
bilden, wie d'lj aus den §j. Der allgemeine Ansatz (l) bestätigt wiederum 
das distributive Gesetz iJ'(n^,) = ad'^ -\- l(ila, 

n. 

6. Wenn n unabhängige Veränderliche u,, . . ., «^ beliebig transformiert 
werden, so werden ihre Differentiale du,,. . .,du^ linear trsnsfoi-miert. 
Gelingt es uns also, von diesen Differentialen kogredient« Differentiale zu 
bilden, 30 sind wir auf Grund der vorigen Entwicklungen imstande, fQr alle 
den ditf ko- und kontragrediente Systeme, sowie fUr die Koeffizienten aller 
invarianten algebraischen Formen dieser Systeme kogredient« Differentiale 
anzugeben. 

Ist mtn^andUidu^ (*,t = i, -.", o,j=a,.j) eine bestimmte quadratische 



Form,^o,,diM,djtij (für 
polare Kovariante, so erh&lt i 



. verschiedene Differentiationen d,, d^) ihre 
fflr die d^U, kogrediente Differentiale, 



(1) t,- 



.1,z-^{ 



il'J,«, - ./ä,u, +2 j"!*) ci, »,((«„ 



set/t. Hierbei soll ! . der bekannte Christoffelsche, aus den Koeffi- 
zienten rij^ und ihren Ableitungen gebildete Ausdruclt sein. 



L 



j 



58 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

Zum Nachweise unserer Behauptung beachten wir, dafüs erstens d'a^^ = 0, 
zweitens (9) d'dlU^ '^^ d^du^ vrird, letzteres, weil die oberen Indices des 
Christof fei sehen Ausdrucks vertauschbar sind. Damit wird 

if k i, k i,k 

^^ aad^d^Utd^u^; 
also ist die rechte Seite inyariant, (IjcIsU^ mithin den du^ kogredient. 

m. 

?• Es möge auf Grund des vorstehenden die Gleichung der geodft- 
tischen Linien als Bedingung fClr das Verschwinden der ersten Variation 

des Integrals / l/^g^^du^dtij. ^jds abgeleitet werden. Hierbei ist zu be- 
merken, dafs auf Grund von (3) die partielle Integration in der Form 

• • • 

angewandt werden darf. 

Unter Beachtung von d'a^j^ = ist 

6 (ds^) = 6^ ^ik^^U^^k == ^^^ik^ 'du^duj^j 

•', k i, k 

also wegen (0) 



fds ^2 I * d'öu. = 0. 



Integriert man partiell und vernichtet die Grenzglieder durch Variation 
zwischen festen Grenzen, so konmit 

dut 



2Si^rä-2a,:i^'0 



Hierin müssen, nach dem bekannten Schlufs der Variationsrechnungi 
die Koeffizienten der Variationen einzeln verschwinden, was unter Beachtung 
von ^^8") und d'a^^ = ergiebt 

Danach wird 

d'dn^ • d$ — if^srfii^ « 

txi^r nach Multiplikation mit J.« 

2^\<^i^duj^dm^d\lH^ — üi^d'du^dm^dm^ = 0. 

Im F;iilU> w — ä, M^ — M. M, — r folgt daraus die bekannte Gleichung 

d'dn mJt — «IVlr ' du — 0. 



IV. 

Da» Reehnen mit kot^edienten Differentialen vermeidet die langrwierigo 
Umrechnung der AbleittingcD der o^j in die Cliristoffelschen Äusdrüüke. 
Femer liefert es die Invarianten in einer Form, aus der die liivartaii;e anf 
algchraisdiem Wege erkannt werden kann. DaTa dadurch Vereinfachungen 
der Rechniing geschaffen werden können , habe ich in einer früheren 
Arbeit für das Biegungsproblem ') nuchznweisen versncht. Donelbst findet 
sich ein Beweis für die Kogredienz der d'diif, der das Auftreten der 
Christo ffelsehen Äusdröcke in ungeKwun gener Weise erreicht. 

Ein spezieller Teil der hier mitgeteilten Resultate ist von Christ offel*) 
angegeben worden, nämlich die Bildung einer kovariantcn Form (n -f l)ten 
Orades ans einer solchen «teu Grades der Differentiale du^. Allgemeiner 
bekannt ist speziell die Chriatoffelsche Kovai-iante 



^[,i;i.7-^i''iÄ]^«.^- 



die sich in unserer Bezeichnnngsweise als 

darstellt. Von allen dem Verfasser bekannten Behandlungen des Gegenstandes 
unterscheidet sich die hier gegebene durch die prinzipielle Vermeidung des 
Nachrecbnens irgend welcher Transformation der Vanabeln. 
Cbarlottenburg, im Mai 1902. 



Oraphische Zerlegon^ einer Kraft ia Becbs Komponenten 

mit Torgeschriebenen WirkungBlinien. 

Von Rudolf Sfcutach, 

Ein rllumliches KrSftesystem lifst sich im allgemeinen nicht auf eine 
einzige Resultante zurückführen, da eine solche nur fUnf Bestimm ungsstficke 
hat, also nicht sechs gegebene Gleichgewichtsbedingungen erfüllen kann. 
Bei Zurlickfiihmng des Systems auf zwei Kräfte können dagegen von deren 
zehn Bestimmungastückon vier willkürlich angenommen werden, z. B. ein 
Punkt in der Wirkungslinie der einen Kraft und eine Ebene durci die der 
andern. Die Zusammensetzung des Krtlftesystems zu einem „Kraftkrenz" 
dieser Art erfolgt einfach durch Zerlegung der einzelnen Kräfte in je zwei 
Komponenten, von denen die eine durch den festen Punkt geht, die andere 
in der festen Ebene liegt. Die ersterec haben eine Resultante durch den 
festen Punkt, die zweiten eine Resultante in der festen Ebene, 

Mit der hier behandelten Aufgabe, eine Ki-aft durch ein System von 



1) über die Invarianten linearer uud quadratiacher binärer Differential formen 
und ihre Anwendung auf die Deformation der Flilchen, Ar.ta math. 28. 

S) Über die Transformation der homogenen Differential ans drücke zweiten 
Orade«. Journal f Math, 70. 
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sechs Kräften zn ersetzen, deren Wirknngslinien gegeben sind, int 
die Zerlegung eines Kräftesyslans nach sechs Richtungen erledigt: man 
braucht nur die einzelnen Kräfte des Systems nach den sechs Richtungen 
zu zerlegen und die in die einzelnen Wirkungslinien fallenden Komponenten 
zu addieren, oder man kanu auch das Bjst«m zunächst durch ein Kraft- 
kreuz ersetzen, um die Zerlegung nach sechs Bichtuugen nur zweimal tot- 
nehmen zu müssen. 

Die analytische Behandlung der Aufgabe führt auf sechB lineare 
Gleichungen für die sechs nnbekannteu Kräfte, bietet also keine Schwierigkeit 
Graphische Lösungen haben aber von vornherein einen Vorsprang, wenn die 
Aufgabe graphisch gestellt ist , das heifst wenn die gegebenen Stücke in 
Projektionen gezeichnet vorliegen, wie dies in der Technik hSuüg zutrifft. 
So sind denn auch bereits mehrere gemischte oder rein zeichnerische Ver- 
fahren entstanden, die zunächst beschrieben werden sollen. 

Das sogenannte Ersatzstab verfahren von Herrn Müller-Breslau beruht 
auf folgendem Gedankengang. Anstatt nach den sechs gegebenen Richtungeo 
A^ bis A^ zeriegt man die gegebene Kraft A zunächst in sechs andere 
Komponenten, von denen drei in die Bichtungen A■^, A^, A^ fallen, während 
die drei andern, die ,^rsfttzrichtungen", so gewählt werden, dals die Zer- 
legung ohne weiteres erfolgen kann. Nach diesen sechs Riehtungen zerl^ 
man nun aber auch die unbekannten Kräfte A^, A,^, A^ und bestimmt 
dieselben so, dafs die in die Ersatzrichtungen fallenden Komponenten 
von A, A^, Aj^, A^ sich tilgen. Es bleibt hiemach fiir die Rechnung nur 
die Lösung von drei linearen Gleichungen mit drei unbekannten A^, A^, A^. 
Das Verfahren ist einfach und bereits praktisch bewährt. 

Herr F. Kötter hat neuerdings in seinen Vorlesungen über Mechanik 
ein anderes geometrisches Verfahren zui- Elimination von drei der 
unbekannten sechs Kräfte A^ bis A^ angegeben von der Art, dafs 
hier das Ergebnis der Elimination in einer Form erscheint, welche die 
völlige Durchführung der Auf ga.be auf graphischem Wege ermöglicht. 
Herrn Kötters Verfahren Ist mit einigen von mir herrührenden Äh- 
iindemngen das folgende. Legt man durch die Wirkungslinien dreier KräfU 
A^ , Af und A^ drei beliebige Geraden £^ , B^, £, , so enthalten die 
Momentengleichungen inbezug auf die Achsen fi, , B^, B^ aufser der ge- 
gebenen Kriift A nur noch die drei Unbekannten A^ , A,, and A^. Ans 
diesen drei Gleichgewichtsbedingungen kann man in mannigfaltiger Weise 
drei andere ableiten, indem man die Kräfte A, A^ , A^^ und A^ in je iwei 
Komponenten zerlegt, von denen die eine die betreffende Momentenachse 
schneidet. Die übrig bleibenden, „wirksamen" Komponenten kann man 
dabei in allen drei Fällen in den nämlichen vier beliebigen, die Wirkungs- 
linie von A, A^, A^ bzw. Ag schneidenden Geraden annehmen, die z. B 
alle in einer Ebene liegen, allenfalls auch noch sich in einem Punkt 
achneiden. Da das Verhältnis der Kriifte A^, Af, und A^ zu diesen „wirk- 
samen" Komponenten leicht festgestellt ist, so erübrigt nur noch die 
graphisch ziemlich einfache Lösung der Aufgabe, drei Kröfte, deren Wirkung«- 
linien in einer Ebene gegeben sind, so zu bestimmen, dafs sie, mit drei 
gegebenen Koeffizientensystemen multipliziert, auf drei gegebene Punkte 
gegebene Momentensununen haben. Bei diesem Verfahren wird leid«r i 
räumliche Konstruktion durch Häufung von Hilfslinien unübersiGbtlioh. j 
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Eiubeitliche, rein geometrische Eonatruktionec im AnschluTa an Mobilia' 
Slatik gab zuerst Herr Henneberg. Die betreffenden Sätze von Möbius 
lauten: 

Wenn vier Kräfte sich das Gleichgewicht halten, so sind ihre Wirkunga- 
linien Erzeugende einer Bohar eines Hyperboloids. Vier Kräfte halten sich 
das Gleichgewicht, wenn ihre Wiriningslinien Erzeugende einer Schar eines 
Hyperboloids sind und das KrSfteviereck sich schliefst. 

Wenn fünf KrBfte sich das Gleichgewicht halten, so gehören ihre Er- 
sengenden einer linearen Kongruen?. an. 

Wenn sechs Kräfte sich das Gleichgewicht halt«n, so gehören ihre Er- 
linem linearen Komplex an. 

Herr Henneberg stellt sich zunächst die Aufgabe, eine Kraft A nach 
vier Richtungen Aj, A^, A^, A^ zu zerlegen, von denen drei vorgeschrieben 
sind und die vierte durch einen gegebenen Punkt P gehen soll. Er löst 
sie unter Einführung einer Geraden S, welche sowohl mit A, A^ , A^ als 
mit Jj, Jj, P auf einem Hyperboloid liegt, und welche er durch eine 
sinnreiche lineare Konstruktion findet. Nach Bestimmung der Geraden S 
bedarf es nnr zweier rfiumlichen Kräftevierecke, um zuerst A nach 
A^ , Af und S, darauf S nach A^ , A^ und die durch P gehende A^ zu 
eerlegen. 

Auf die Lösung dieser Aufgabe baut sieh die der folgenden; eine 
Kraft nach fünf Richtungen zu zerlegen, von denen vier, A,, A^, Ag, A^, 
vorgescb rieben sind und die fünfte durch einen festen Punkt gehen soll. 
Herr Henneberg findet nach dem eben beschriebenen Verfahren eine he- 
rtimmte durch P gebende Richtung V der Kongruenz AA^A^A^, eine 
zweit« durch P gehende Richtung W der Kongruenz AJAJAgA^. Diese 
beiden Richtungen bestimmen einen ebenen Büschel, von dessen Strahlen jeder 
als Richtung für A^ angenommen werden kann. Die Zerlegung filr eine 
gegebene Richtung A^ erfolgt, indem man A mich A^ , A^, Ag und V, V 
nach j4r, und W, W nach A^, A^, A^ und A^ zerlegt. 

Über die Zerlegung nach sechs willkürlich gewählten Richtungen sagt 
Herr Henneberg nur; die Zerlegung liUät sich leicht auf dreimalige Zer- 
legung einer Kraft in i^nf Komponenten zuriickführen. Es läfst sich aber 
kaum verkennen, daJfi diese Lösung einen ganz au fserord entlichen zeichne- 
rischen Aufwand bedingt. 

Herr W, Stäckel gab 1898 in der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik eine elegantere Lösung. Er bedient sich von ihm sogenannter 
„Hilfakomponenten", durch die sich einerseits die gegebene Kraft leicht 
ersetzen läfst, und die sich andererseits heqnem nach den gegebenen Rich- 
tungen zerlegen lassen. Solche Hilfst omponenten erhält Herr Stäckel 
folgendormafsen. Er denkt die Kräfte Aj bis Ag in ja zwei Komponenten 
zerlegt, von denen eine parallel der gegebenen Kraft A ist, die andere in 
eine feste Ebene, z. B. die horizontale Projektionsebene lallt. Es ist nun 
nicht schwer, Krüftesysteme mit den gegebenen sechn Wirkungslinien zu 
linden, deren Resultante parallel A ist; es ist dazu ja nur erforderlich, dafs 
sich die sechs Horizontalkoniponenten aufheben. Mögen drei solche Systeme 
A'i bis A'i, Ä'i bis A'i, A'i' bis A'i\ baw. die Resultanten S', S" , S'" 
haben, deren Wirkungslinien, wie leicht zu bewirken, nicht in eine Ebene 
fallen , so können dieselben als Hilfskomponenten dienen. Ergiebt die 
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Zerlegung von A die Komponenten aS\ ßS'\ yS''\ so sind die ge- 
suchten sechs Kräfte A^^ aAi + ß^i + y^i"; A^ = a-4.i + (5i4i' + y^i 
XL s. w. 

Herr Stäckel zeigt femer, dafs man ganz entsprechend eine Kraft A 
in vier Komponenten A^^ A^^ A^^ A^ zerlegen kann, wobei natürlich, 
damit die Zerlegung überhaupt möglich ist, A der linearen Kongruenz ^^ A^ A^ A^ 
angehören mufs. Soll z. B. A einer festen Geraden parallel sein, so denke 
man wieder ^^ , ^ , A^ und A^ in je zwei Komponenten zerlegt, von denen 
die einen der festen Geraden parallel sind, die andern in die Horizontal- 
ebene fallen. Bestimmt man nun die letzteren vier so, dafs sie sich 
tilgen und setzt die ersteren vier zu einer Resultante zusammen, so hat 
man in einfachster Weise gleichzeitig die gesuchte fünfte Gerade der Kon- 
gruenz und das zum Gleichgewicht erforderliche Gröfsenverhältnis gefunden. 
Soll A durch einen festen Punkt im Endlichen gehen, so erfolgt die Zer- 
legung der A^^ ^21 -^s ^^^ -^4 in je zwei Komponenten, von denen die 
eine durch den festen Punkt geht, die andere in der Horizontalebene liegt 
Herrn Stäckels Verfahren läfst sich auch dualistisch umkehren, wenn A 
in einer gegebenen Ebene liegen soll. Man zerlegt dann die ^^ , ^ , A^ 
und A^ in je zwei Komponenten, deren eine in der gegebenen Ebene liegt, 
während die andere durch einen festen Punkt geht, und bestimmt die 
Kraftgröfsen so, dafs die letzteren vier Komponenten sich tilgen. 

Gerade diese Zerlegungen in vier Komponenten kann man nun benutzen, 
um die Zerlegung in sechs Komponenten gegenüber Herrn Stäckels Kon- 
struktion noch bedeutend zu vereinfachen. Sei eine Kraft A in sechs 
Komponenten .A^ bis ^ zu zerlegen, so bestinmie man die drei zu A 
parallelen oder die drei in einer willkürlich durch A gelegten Ebene be- 
findlichen Kräfte S\ S" und S"\ deren Wirkungslinien bzw. den Kon- 
gruenzen A^A^A^A^, A^A^A^A^ und A^A^A^A^ angehören, und welche 
sich demzufolge durch je . vier Komponenten Äi^ Afy ^is , ^ bzw. 
.^1', A'i^ A^y Ali bzw. A^'j A4\ A^^'^ A4' ersetzen lassen. Ergiebt nun die 
Zerlegung von A nach den Richtungen von S\ S" und S'" die Komponenten 
aS\ ßS'' und yS''\ so sind die gesuchten sechs Komponenten mit vor- 
geschriebenen Wirkungslinien 

A^ — aA'i + ßÄi] A^ = aÄ% -f ßÄ*; A^ = aÄz + yA^'\ A^ = a-4i -f y-4V'; 

-^5 = ßÄs + yÄs; A^ = ßÄi + yA^\ 

Was die Genauigkeit der graphischen Verfahren anbetrifEt, so ist sie 
im allgemeinen befriedigend, kann aber durch spitze Schnitt« im einzelnen 
Fall sehr beeinträchtigt werden; jedenfalls bleibt sie hinter derjenigen der 
in Versen Operation, der Kräftezusammensetzung, zurück. Eben dieser um- 
stand ermöglicht aber eine nachträgliche Verbesserung der Ergebnisse. Man 
braucht nur die ermittelten Kräfte A^ bis A^ umzukehren und mit A zu 
einem Kraftkreuz zusammenzusetzen, so giebt die Zerlegung dieses Krafl- 
kreuzes nach den gegebenen sechs Richtungen die gesuchten sechs Korrekturen. 



I 
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Ülwr den BeweU der ChriBtoffelschen Kovarianz. 

Von J. Kooblauch. 

Im 70 Bande des Journals für Mathematik (lS6fl), S. 47—49, hat 
Christoffel ein System von Formeln aufgestellt, die heute allgemein be- 
kannt sind und deren Wichtigkeit für die Theorie der Differentialformen 
Ton keiner Seite bezweifelt wird. 



^rt,j(lM,rfMj = A 



(«i. 



^.i) 



eine quadratische Differentialform , deren Determinante nicht identisch Null 
ist, und wird diese Differential form beim (Übergänge von den n unab- 
hängigen Variablen u,, . . ., u, zu einem neuen Variablensyatem dieser Art, 



,du''dul = A' 






b-ansformirt, sodafs vermöge der Beziehungen zwischen den beiden 
Systemen die Gleichung 
(1) A-A- 

besteht, so geben die Christof fei sehen Belationen eine Darstelitmg der 
zweiten partiellen Ableitungen von w,, ...,m, nach uj, ...,iii, durch die 
ersten DifTerentialquotienten, wobei als Koeffizienten gewisse Verbindungen 
aus den Grölsen a^^ und ihren ersten Ableitungen, sowie die aus den 
GrQfsen o^, entsprechend gebildeten Ausdrücke auftreten. Die wahre Be- 
deutung dieser Belationen besteht in Folgendem: Wird zu der Fonn A eine 
beliebige Funktion ^(f*,, . . -,"„) hinzugenommen, die nur den Bedingungen 
der DifTerentiierbarkeit, soweit wie sie gebraucht werden, genügen mufs, 
sodafs beim Übergänge von i*^, . . ., m„ zu Mj, . . ., ui, Gleichungen der Form 

(2) ■»>(», ".) - »(»;. ■ ^ .. ».)■ 

(St) dtp = dtp, 

(4) d'tp - d*^, 



bestehen, so iäfst sich mittels dieser Funktion und ant«r Benutzung der 
Christo ff elschen Gleichungen eine quadratische DifTerentialform 

bilden, die zn A kovariant ist, sJso fllr 

^^Itdu'^du', — *' 

der Gleichung 

(5) * = *■ 

genügt Dabei bezeichnet 

Ableitung -x — g— und 



le gewisse homogene lineare Funktion der 
pnrti eilen Ableitungen erster Ordnung 



L 



SiliiiiDl^sberichtc der Btirlioev Mathematischen Gesellschaft 



!,, 



eine Fimktiou, deren Koefd/icnten die oben erwUfaclm 



Christo ff olsclion Verbindungen sind, während (p'fX den aus den Ablet* 
langen von 7i(»,', . . ., "h) und den Koefß/ienten von A' in gleicher Weise 
gebildeten Ausdruck bedeutet. Ich beKeii;hne (t> als die Chris toffelschc 
Kovariante der Form A, und demnach die Thatsache, dafs der Form <I> die 
Kov&rianteneigcnschaft zukommt, kurz als die Chriatoffelsche Kovariuu. 
Darauf, dafs die Gröfsen ^l^^ übeTall, wo gleichzeitig mit einer Funktion ip 
eine quadratische Differentialfonn A vorkommt, an Stelle der Ableitungen 
---^— anzuwenden sind, wenn nicht die Übersicht aber die Formeln ver- 
loren gehen soll, scheint zuerst Ricci, dem die Theorie der zu einer 
Differentialfonn kovarianten Differentiationen so viel verdankt, ansdrtlckUch 
hingewiesen zu haben. 

Bei der fundamentalen Bedeutung, die der Christo ff eischen Kovariuuc 
in der Theorie der Differentialformen, für « = 2 in der Theorie der Biegung 
der Flächen zukommt, ist es auffallend, dafs ein einfacher Beweis dieses 
Saties, der die Gleichung (5) lediglich als Folge der Gleichungen (1) bis (4) 
erscheinen läfst, bisher nicht gegeben worden ist. Wenigstens wird in den 
mir bekannten Arbeiten über diesen Gegenstand, namentlich auch i ~ " 
Teoria delle superfiwe (1898) und in dem vor wenigen Wochen e 
ersten Bande der zweiten Auflage von Biancbis Geometria differenmle 
immer zugleich mit der Gleichung (l) auch das in ihr enthaltene und dem 
Inhalte nach mit ihr identische System von Transformationsgleichangeo 
iwischen den Gröfsen u,i und u^r in Betracht gezogen; ein Mangel an 
Einheitlichkeit in der Behan dinngs weise , der auch an anderen Stellen der 
Theorie der Differcnüalforraen aoffäUt Den Anfordernngen , die man an 
«inen Beweis der Gleichung (5) zu stellen hat, habe ich Or » = 2 im 
111. Bande des Journals f. Math., S. 280—282, durch Aufstellong einer 
Identität zu genflgen gesucht, die die Form 4> mit bekannten Kovariant«n der 
quadratischen Differentialform A und der linearen DifTerentialform dqi ver- 
knäpfl. Allein abgesehen davon, dafs die Herleitung dieser Identität nicht 
einfach genug erscheint, kann man gegen sie auch den Einwand erheben, 
dafs die GrCfsen tp^^ von vornherein eingeführt werden, anstatt im Laufe 
der Untersuchung von ^Ibst aufzutreten. Ich hatte damals nicht bemerkt, 
dafs man den von Christoffel f^ seine Formeln gegebenen Beweis unter 
Festhivltung der Hauptpunkte des Gedankenganges so umwandeln kann, 

[ ihTs er auch die Kovarianz der Form <!■ liefert 

Es sei dwj, . . ., du, ein den Differentialen dK,, . . ., du^ kogredient^ 

Im übrigen beliebiges Spätem unendlich kleiner Gröfsen. Dann besteht, wenn man 



Mlat, ^MChiMtig mit (1^ die Glei^nng iwischrai bilinearen Bifferentialformen 

(«) %-%■ 

Di* UnBMi BDebBtebn dtos griedüsrken Al|di*bets boeiduun, soweit s« 
kls lad&e« gMftzt ««rden, hi«r wi* auch schon vorfaer Zahlen aus der 
lt«äe 1, . . ., n; bei der Stimmatioa dat^laaia ae alle ^ese Werte. 
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Nnn empfiehlt es sich in der Formentheorie stotE, die Oleichnng 
zwischen einer Form und der aus ihr durch TraDsformation hervorgehenden 
unter der Gestalt 

(7) ^'.s. - ^«;!; 

ZQ betraühten, die die beiden Gröfsensyst&me ar^, . , ., ar„ und ^^, . . ., |^ unter 
der Voraussetzung ihrflr Unabhängigkeit als einander kontragredient kenn- 
zeichnet. Im vorliegenden Fallit sind auf Qrund von (6) die Ausdrücke 



(8) 



Falle 



I 



I 



den Differentialen du, = g, (« = 1, . . ^ «) kontragredient, und zwar kann 
man unter a;,, ...,x^ ein beliebiges Gröfsensysteni dieser Art verstehen. 
Die Besphriinkung auf unendlich kleine Grölsen ist nur erfoi'derlich , inso- 
fern man gewisse Folgemngen aus den Gleichungen (1) und (6) in ein- 
facher Weise darstellen will. 

Es gelten nämlich dann gleichzeitig mit diesen die Gleichungen 

(9) 3A -= SA', 

(10) d« = d«', 
aus denen 

d'S- -J^A = rfä' - \dK 
folgt.. Dabei hat man 

1,11) d« - J äA = ^<i,id''ii,äu^ + ^rfn^irfM^^Mi - i ^ia^iä%ävj- 

Dar Koefliiient von if»^ in der ersten Summe ist nach der bereits ein- 
gefQhrten Bezeichnung gleich r^, und es mögen x,, ■ --,x„ statt du,, ...,du^ 
anch in die zweite and dritte Summe eingeführt werden. Wird die Deter- 
minante I üjjj j mit ti, die hierin äu dem Elemente a^j gehürigo Unter- 
determinante, durch n dividiert, mit a^^^ bezeichnet, so folgt aus (8) 

mithin wird 





:^d„ 


.;''".'*"; = 


= ^",i 
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Für den dritten Teil der rechten Seite der Gleichung (11) ergiebt sich 

x,x »,x,fi] h 

mithin wird, wenn man nach Christof fei 

setzty 

(13) d« - |<JA = 2^.(^^^. + 2{'!^]du^du\. 

Da die linke Seite zu A kovariant ist, so ist es auch die rechte. 
Man setze nun z. B. 

dtp t d^ 

X^ = (5 Vs — , fl?y = <y "5 — -, , (» r= 1 . . . , «) 



> ^ t 



wo eine unendlich kleine, von den sonst in der Rechnung vorkommenden 
unabhängige Gröfse bedeutet. Dies ist nach der oben gemachten Bemer- 

kung und auf Grund der Kontragredienz der Ableitungen -^ -, ...,— 



**. 



gegen die Differentiale du^, . . ., dt/^ (nach Gleichung (3) in Verbindung 
mit (7)) gestattet. Auf diese Weise erhUlt man 

(14) ' _ *''' 

WO die Zeichen {''^| keiner Erläuterung bedürfen. Endlich können die 
zweiten Differentiale mittels der Gleichung (4), nachdem man 

d^Q) = S-^cP^v + ^ö — t-—du^du^ 
gesetzt hat, entfernt werden. Nach Einführung der Bezeichnungen 

(16) 2v.ud«.du=0 



X.U 



ergiebt sich dann die Gleichung (5), also die Christoffeische Kovarianz. 

In welcher Form <t> selbst, und zwar mittels dfii allein, dargestellt 

werden kann, ist aus der vorangehenden Entwickelung leicht ersichtlich. 
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